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谐振放大压电声学超材料梁带隙特性研究
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摘要: 声学超材料具有亚波长带隙，可应用于结构振动与噪声控制。引入压电材料和谐振分流电路，可以利用电磁

振荡和压电材料机电耦合特性在超材料内部形成可调谐局域共振带隙。传统压电声学超材料受到已有压电材料机

电耦合系数的限制，带隙一般较窄，无法满足大柔性结构振动与噪声控制中低频宽带需求。因而，该文提出一种谐

振放大压电声学超材料梁结构。将压电片划分为传感极和驱动极，传感极输出电压经过运算放大电路放大，然后与

谐振电路相连，实现局域共振效果的增强，从而增大带隙宽度。采用有限元方法建立压电声学超材料梁带隙计算模

型，分析了带隙位置和宽度随电路放大倍数的变化，研究了等效弹性模量与带隙的关系；利用商用有限元软件仿真

分析了有限周期梁的振动传递特性，验证了带隙计算方法的正确性。研究结果表明，放大电路有效增强了电路的局

域共振效果，随着放大倍数的增大，带隙频率降低，带隙宽度增大。
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引 言

近年来，声学超材料受到物理和声学工程领域

学者的广泛关注［1‑5］。声学超材料是一种具有超常

物 理 特 性 的 人 工 复 合 材 料 ，具 有 产 生 负 质 量 密

度［5］、负弹性模量［2］、负折射［6］、亚波长带隙［7］等特

殊性质，被应用于声学斗篷设计［8］、声聚焦［4］、振动

与噪声控制［9］等领域，具有较大的科学研究价值和

工程应用背景。特别是声学超材料具有的亚波长

带隙可以实现小尺寸结构控制大波长弹性波［1］，对

于解决大柔性结构的低频振动与噪声控制问题具

有重要意义。

声学超材料的带隙形成主要由内部微振子的局

域共振引起，通过设计微振子结构可以得到结构振

动与噪声控制中需要的带隙特性。声学超材料内的

局域共振特性不仅可以由传统的机械微振子产

生［10］，还可以引入智能材料，形成具有带隙主动可调

能力的智能声学超材料。其中，利用压电分流谐振

子产生局域共振带隙的压电声学超材料具有制作简

单、稳定性好、调节方便等优点，受到学者的广泛关

注。Thorp等［11］首次将压电分流技术应用于带隙控

制，研究了一维杆中弹性波传播的衰减和局域化现

象。Spadoni等［12］将压电分流技术推广到二维薄板

中弹性波带隙的调控，其研究结论被 Casadei实验验

证［13］。Airoldi等［14］提出了一种一维可调谐压电声学

超材料设计方案，通过理论研究和实验验证证明了

压电分流谐振子对带隙调控的有效性。本文作者也

在压电声学超材料领域开展了大量的研究工作，从

算法设计、机理研究、实验验证等多个方面对压电声

学 超 材 料 进 行 了 较 为 深 入 的 分 析 和 系 统 的 总

结［15‑16］。传统的压电分流声学超材料一般采用被动

谐振电路，受到压电材料机电耦合能力的限制，带隙

一般较窄，难以满足低频宽带振动与噪声控制的工

程需求。因此，为了增大带隙宽度，本文提出利用模

拟放大电路对压电片信号进行放大，然后再连入谐

振电路形成局域共振，以实现局域共振效果的增强，

从而增大带隙宽度。

本文以一维压电声学超材料梁为研究对象，将

压电片划分为传感极和驱动极，其中传感极得到的

输入电压通过正向运算放大电路进行放大，再与一

个分流电感相连构成谐振回路。采用有限元方法对

压电声学超材料梁带隙特性进行求解，分析了带隙

随放大倍数的变化和等效弹性模量随频率的变化。

最后，利用商用有限元软件建立了有限周期超材料

梁模型，仿真分析了有限周期超材料梁的振动传递

特性，验证了带隙计算的正确性。

收稿日期: 2020-12-05；修订日期: 2021-05-07
基金项目: 国家自然科学基金资助项目（11702306，51805530）。
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1 数学建模

压电声学超材料梁布局如图 1所示，可以看作

是由单个元胞沿着轴向平移形成的一维超晶格结

构，每个元胞包含基体梁、压电片和谐振放大电路。

两个相同的压电片分别布置在基体梁的上下表面相

同的位置，压电片上敷设有三等分条状电极（图中深

灰色所示），电极之间留有间隙，其中中间电极部分

（S）作为传感极，两边电极部分（A）作为驱动极。传

感极输出电压通过正向放大电路后，与一个分流电

感串联，然后再施加到驱动极进行驱动，可以实现谐

振分流放大功能。压电声学超材料梁具有周期性，

因而只需要对单个元胞进行动力学分析，结合 Flo‑
quet定理就可以得到整个一维梁中的弯曲波传播

特性。

文中压电声学超材料梁元胞如图 2所示。从图

中可以看出压电片传感极（S）输出电压 u1通过一个

运算放大电路后得到驱动电压 u2，然后与一个分流

电感 L串联，输出电压 u3连接压电片驱动极，实现放

大输出回路的谐振和驱动，在基体内形成局域共振

带隙效果。

1. 1 带隙计算

运算放大电路中，利用运算放大器的虚短和虚

断特性，结合欧姆定律可以得到运算放大电路的输

出电压 u2与输入电压 u1之间的关系为：

u2 =
R 1 + R 2

R 2
u1 （1）

因此，运算放大电路的放大倍数 λ为：

λ= R 1 + R 2

R 2
（2）

谐振回路中，由基尔霍夫定律可知：

u2 + Lq̈+ u3 = 0 （3）
式中 q为压电片驱动极上的总电荷。

压电片为压电陶瓷材料，极化方向为厚度方向，

以应力 T和电场 E为自变量，应变 S和电位移 D为

因变量，相应的压电方程可以写成分量形式：

{Sh= sEhkTk+ djh Ej

Di= dikTk+ εTij E j

（4）

式中 i，j=1，2，3；h，k=1，2，…，6；sE为短路柔度

系数矩阵；d为压电应变常数；εT为恒应力介电常数。

采用有限元方法对压电声学超材料梁的元胞进

行建模，单元类型为二阶六面体单元，如图 3所示，

根据节点位置将自由度分别标示为 L（左端）、R（右

端）和 I（内部）。因此，利用 Hamilition原理和标准

的有限元建模方法可以得到离散形式的压电控制方

程为：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Md̈+ Kd+ R 1u1 + R 2u3 = F
RT
2 d- C s

p2u3 = q

RT
1 d- C s

p1u1 = 0
（5）

式 中 d= [dL d I dR ] 为 节 点 位 移 向 量 ，F=
[FL F I FR ]为节点力向量，M为质量矩阵，K为

刚度矩阵，R 1和 R 2分别为传感极压电片和驱动极压

电片机电耦合向量，q为驱动极总电荷，C s
p1和 C s

p2分

别为传感极和驱动极压电片的恒应变电容。

将式（1）和（3）代入方程（5）整理得：

M t ü+ K tu= F t （6）
其中：

u= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú
d
q

，F t = é
ë
êêêê ù

û
úúúúF
0

（7）

图 1 压电声学超材料梁布局示意图

Fig. 1 Sketch of the acoustic metamaterial beam

图 3 元胞有限元网格划分

Fig. 3 Mesh of unit cell

图 2 压电声学超材料梁元胞

Fig. 2 Unit cell of the acoustic metamaterial beam
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M t = é
ë
êêêê

ù
û
úúúúM -R 2L

0 LC s
p2

（8）

K t =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úK+ γR 1RT

1 - λγR 2RT
1 0

RT
2 + λγC s

p2RT
1 -1

（9）

式中 γ= 1/C s
p1。

假设压电声学超材料梁的运动为频率 ω的简谐

运动，那么方程（6）可以改写为：

(K t - ω2M t) u= F t （10）
压电声学超材料梁具有周期性，因此元胞边界

条件可以根据 Floquet定理得到：

dR = eikldL，FR + e-iklFL = 0 （11）
式中 k为波数，l为晶格常数，i = -1。

将式（11）代入式（10），整理为特征值形式：

[S (k)- ω2 I] û= 0 （12）
式中 S为特征矩阵，为波数 k的函数，I为单位矩

阵，û= [d I dL q ] T。
最后，通过在不可约布里渊区扫略波数 k，求解

特征方程（12）得到特征频率 ω，可以获得压电声学

超材料梁的能带结构。

1. 2 等效参数

等效参数是分析声学超材料的重要手段，对于

如图 2所示的声学超材料梁元胞，不考虑梁的三维

效应影响，假设压电片除了垂直于轴向的端面外，其

余表面都自由，且压电片只有厚度方向电场作用，那

么压电方程（4）可以简化为：

{S1 = sE11T 1 + d 31E 3

D 3 = d 31T 1 + εT33E 3
（13）

式中 T1和 S1分别为压电片沿轴向的应力和应变，

D3和 E3分别为压电片电极上的电位移和内部电场，

sE11 为短路柔顺系数，εT33 为厚度方向恒应力介电常

数，d 31为压电应变常数。

压电片传感极上电位移为零，那么由方程（13）
可得传感极压电片内电场为：

Es3 =-
d 31
εs33 sE11

S1 （14）

式中 εs33为恒应变介电常数，与恒应力介电常数 εT33
的关系为：

εs33 = εT33 -
d 231
sE11

（15）

将式（14）代入式（13），可以得到传感极压电片

等效弹性模量，表示为：

Esp=
εT33
sE11 εs33

（16）

传感极压电片内电场与输出电压 u1 之间的关

系为：

Es3 =
u1
hp

（17）

式中 hp为压电片厚度。

联立式（14）和（17）可以得到传感极输出电压，

表示为：

u1 =-
d 31hp
εs33 sE11

S1 （18）

对于驱动极压电片，同样采用压电方程（13）可

得驱动极电位移为：

Da3 =
d 31S1
sE11

+ εs33Ea3 （19）

式中 Ea3为驱动极压电片内电场。

驱动极压电片内电场与输入电压 u3 之间的关

系为：

Ea3 =
u3
hp

（20）

采用长波假设，即压电片内应变和电极上电位

移近似处处相等，那么驱动极上的电荷 q可以写成：

q= Da3As （21）
式中 As为驱动极压电片电极面积。

假设压电片的运动为频率 ω的简谐振动，整理

得到驱动极压电片内电场，表示为：

Ea3 =
d 31 ( )λ+ LC s

p2ω2

εs33 sE11 ( )1- LC s
p2ω2

S1 （22）

将式（22）代入式（13）可得驱动极压电片等效弹

性模量为：

Eap=
T 1

S1
= 1
sE11

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
1-

d 231 ( )λ+ LC s
p2ω2

εs33 sE11 ( )1- LC s
p2ω2

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
（23）

对等效弹性模量进行归一化处理，定义归一化

等效弹性模量为：

NE= 1-
d 231 ( )λ+ LC s

p2ω2

εs33 sE11 ( )1- LC s
p2ω2

（24）

为了分析等效模量对声学超材料梁带隙的影

响，需要进一步推导得到超材料梁的等效弯曲刚度。

从图 2可以看出，超材料梁是由压电片和基体梁形

成的复合梁，其弯曲刚度可以表示为：

R= Esp Is+ Eap Ia+ Eh Ih （25）
式中 Is，Ia 和 Ih 分别为传感器压电片、驱动极压电

片和基体梁的横截面惯性矩。

超材料梁弯曲刚度受到电路放大倍数 λ的影

响，为了方便分析，将复合梁的等效弯曲刚度对 λ=

0的值进行归一化处理得：

NR= R ( λ )
R ( λ= 0 )

（26）
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2 算例与讨论

算例中，压电声学超材料基体梁为铝，压电片材

料为 PZT‑5H。元胞几何参数如下：元胞晶格常数

为 40 mm；基体梁宽度为 20 mm，厚度为 2 mm；压电

片长度为 30 mm，厚度为 0.5 mm，宽度为 20 mm，传

感极和驱动极的宽度都为 6 mm，传感极与驱动极之

间留有 1 mm间隙。电路参数中，L=0.8 H。

采用文中带隙计算方法和参数计算得到谐振放

大压电声学超材料梁能带结构如图 4所示，分别计

算了谐振放大电路开路和放大倍数情况下色散曲线

的变化情况。

从图 4中可以看出，谐振放大电路开路时，压电

声学超材料梁中没有局域共振单元，没有局域共振

带隙出现；谐振放大电路闭合，且 λ=5时，受到谐振

电路的局域共振作用，压电声学超材料梁内出现了

一个局域共振带隙，带隙位置为 831~920 Hz，带隙

宽度为 89 Hz。因此，文中提出的谐振放大电路可

以在梁内产生局域共振带隙。

局域共振带隙随放大倍数的变化如图 5所示，

图中实线为带隙上边界频率，虚线为带隙下边界

频率。

从图 5中可以看出，带隙上下边界频率都是随

着放大倍数 λ的增大而降低，但是带隙下边界降低

得更快，因而带隙宽度是随着放大倍数增大而增大

的，从 λ=0时的 15 Hz增大到 λ=10时的 162 Hz。
特别是当 λ=0时，放大电路失去作用，电路退化为

普通的谐振分流电路，带隙宽度要远比谐振放大电

路形成的带隙宽度窄。因而，谐振放大电路经过电

压放大后，与传统谐振分流电路相比，不仅可以使谐

振频率降低，还可以大大提高带隙宽度，形成低频宽

度带隙。

驱动极压电片等效弹性模量随频率的变化如图

6所示。从图中可以看出，等效弹性模量随着频率

的增大而减小，在谐振频率附近变为负值并趋于负

无穷大，然后跳跃到正无穷大并逐渐减小。通过对

比带隙位置和负等效模量出现位置，可以看出负等

效模量是带隙形成的主要原因，但受到基体梁的影

响，驱动极压电片较小的负模量还不足以形成局域

共振带隙。因而，局域共振带隙的上边界和负模量

频率上边界相近，而下边界比负模量下边界频率高

很多。

进一步分析超材料梁等效弯曲刚度随频率的变

化如图 7所示。从图中可以看出等效弯曲刚度的变

化趋势与驱动极压电片等效弹性模量变化（参看图

6）相似，主要不同在于负刚度起始频率比负模量起

始频率高很多，而负刚度终止频率与负模量终止频

率相同。显然，负刚度产生的区域与带隙产生位置

基本一致。因此，通过对压电片等效弹性模量和梁

等效弯曲刚度的分析可以发现：压电片的负等效模

量是带隙形成的诱因，但是受到基体梁的影响，压电

图 5 带隙随放大倍数的变化

Fig. 5 Variation of band gap with amplification coefficient

图 4 压电声学超材料能带结构

Fig. 4 Band structure of the acoustic metamaterial beam

图 6 等效弹性模量随频率的变化

Fig. 6 Variation of equivalent modulus with frequency

553



振 动 工 程 学 报 第 35 卷

片较小的负等效模量不足以抵消基体梁的弯曲刚度

而形成负等效弯曲刚度，只有压电片负模量增大到

一定值后才能使整个复合梁呈现负等效刚度，这也

是带隙起始频率要远大于压电片负等效模量起始频

率的原因。复合梁的负等效刚度是带隙形成的直接

原因，两种频率基本一致。

为了验证带隙计算的正确性，在商用有限元软

件中建立了 10周期压电声学超材料梁仿真分析模

型，如图 8所示。电路放大倍数 λ=5，分流电感 L=
0.8 H。在梁的一端施加单位幅值横向力激励，利用

频响分析得到梁的两端位移幅值，计算得到 0~
1200 Hz内压电声学超材料梁的振动传递特性。

为了确保有限元仿真结果可靠，分别采用不同

的网格密度对仿真收敛性进行了分析。网格采用六

面体二阶拉格朗日插值单元，选择三种网格密度进

行网格划分，单元数 N分别为 700，2240和 5610。
计算得到超材料梁的振动传递特性如图 9所示，可

以看出网格数为 2240和 5610计算得到结果基本一

致，表明当网格数为 2240时结果已经趋于收敛。

商业有限元软件仿真结果与理论计算结果对比

如图 10所示。其中，图 10（a）所示为理论求解元胞

色散曲线得到的带隙位置，图 10（b）所示为仿真软

件利用频响分析得到的 10周期梁振动传递特性，对

比两图可以看出，在带隙位置振动传递出现了较大

衰减，证明了带隙对振动传递抑制的有效性，也验证

了文中带隙理论计算方法的正确性。

3 带隙展宽特性分析

从理论分析和软件仿真结果可以看出，谐振放

大电路可以有效拓展带隙宽度，使带隙宽度从 λ=0
时的 15 Hz增大到 λ=10时的 162 Hz。为了对谐振

放大电路的带隙展宽性能进行评估，进一步开展了

谐振放大电路与传统带隙展开方法的性能对比

分析。

压电声学超材料的传统带隙展宽方法主要包括

带隙耦合［17］、尺寸［17‑18］及压电片形状［19］优化等。带

隙耦合主要通过改变基体材料或晶格参数，使布拉

格带隙与局域共振带隙形成耦合；尺寸及形状优化

主要通过增大压电片面积或改变压电片外形，提高

压电片机电耦合能力；负电容放大电路是通过引入

负电容来提高压电片等效机电耦合系数。

针对文中一维压电声学超材料梁，分别采用三

种方法对带隙进行展宽，包括带隙耦合、尺寸优化

和谐振放大。其中，带隙耦合通过修改晶格常数实

现布拉格带隙与局域共振带隙耦合，将晶格常数从

40 mm增大到 75 mm；尺寸优化通过增大压电片长

度实现，从 30 mm增大到 40 mm；谐振放大通过改

变放大倍数实现，放大倍数从 0增大到 10。最终得

图 10 压电声学超材料梁振动传递特性

Fig. 10 Vibrational transmission properties of the acoustic
metamaterial beam

图 7 等效弯曲刚度随频率的变化

Fig. 7 Variation of equivalent rigidity with frequency

图 8 有限元仿真模型

Fig. 8 Finite element simulation model

图 9 仿真收敛性

Fig. 9 Convergence of simulation
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到的带隙展宽效果如表 1所示，可以看出三种方法

都可以展宽带隙宽度，其中尺寸优化效果较差，文中

提出的谐振放大效果最好，带隙耦合也产生了较好

的效果。不同的带隙展宽方法都有其优缺点：带隙

耦合的优点是不需要外部能量输入，稳定可靠，带隙

展宽效果较好，缺点是尺寸大，难以实现小尺寸控制

大波长；尺寸优化的优点是简单可靠，通过增大压电

片尺寸提高机电耦合能力，不需要外部能量输入，缺

点是带隙展宽能力较差；谐振放大的优点是带隙展

宽效果非常好，尺寸较小，调节方便，缺点是需要外

部能量输入。

因此，文中提出的谐振放大电路具有较好的带

隙展宽效果，尤其是对于结构尺寸受限，需要利用局

域共振带隙实现小尺寸控制大波长的时候，谐振放

大具有非常大的优势。

4 结 论

本文提出了一种谐振放大压电声学超材料梁，将

压电片划分为传感极和驱动极，传感极输出电压经过

运算放大电路放大，然后与谐振电路相连，实现局域

共振效果的增强，从而增大带隙宽度。与传统压电分

流声学超材料相比，谐振放大压电声学超材料梁增加

了电压放大环节，可以有效增强谐振回路的局域共振

效果，改善带隙宽度。随着放大倍数的增大，带隙宽

度从 λ=0时的 15 Hz增大到 λ=10时的 162 Hz。等效

模量分析结果表明负等效模量是带隙形成的主要原

因，但较小的负模量不足以形成局域共振带隙，局域

共振带隙的上边界和负模量频率上边界相近，而下边

界比负模量下边界频率高很多。最后，利用商用有限

元软件仿真分析了有限周期压电声学超材料梁的振

动传递特性，在带隙位置振动传递特性出现了较大衰

减，证明了带隙对振动传递抑制的有效性，也验证了

文中带隙计算方法的正确性。
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Band-gap properties of piezoelectric acoustic metamaterial beams with
amplified resonant shunts

CHEN Sheng-bing，ZHANG Hao，SONG Yu-bao，HE Xu-zhao
（China Aerodynamics Research and Development Center，Mianyang 621000，China）

Abstract: Acoustic metamaterials have sub-wavelength band gaps，which can be applied to noise and vibration control. With the in‑
troduction of piezoelectric materials and resonant shunts，tunable locally resonant band gaps can be achieved by utilizing their elec‑
tromechanical coupling and electromagnetic oscillation. However，restricted by the limited electromechanical coupling coefficients
of available piezoelectric materials，the band width of traditional piezoelectric acoustic metamaterials is generally narrow，which is
barely to satisfy the requirement of low-frequency and broad band gaps in noise and vibration of flexible structures. Consequently，
this paper proposes a type of piezoelectric acoustic metamaterials with amplified resonant shunts. Piezoelectric patches are parti‑
tioned into sensing poles and driving poles. The output voltage of the sensing pole is amplified by an operational amplifier circuit.
The amplified voltage is applied on a resonant shunt to enhance the local resonance and broaden the band width. Finite element
method is adopted to build the mathematical model and evaluate the band gaps. Also，the variations of band location and width with
amplification coefficient are analyzed，including the relation between equivalent modulus and band gaps. The commercial finite ele‑
ment software is employed to analyze the vibrational transmission of the finite periods beam and validate the calculation method of
band gaps. The investigation results demonstrate that the locally resonant effect can be effectively enhanced by amplification cir‑
cuits. The band frequency decreases with the increasing of amplification coefficient，whereas the band width increases accordingly.
Hence，this work is of great importance in design of low frequency and broad band piezoelectric acoustic metamaterials.

Key words: acoustic metamaterials；vibration control；band gap；piezoelectric shunting
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