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不同类型欧拉屈曲梁非线性吸振器动态特性的
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摘要 : 从工程实际出发，利用欧拉屈曲梁作为弹簧元件，考虑线性支撑弹簧和阻尼安装方式的变化，建立三种不同

类型的非线性吸振器模型。利用所建模型，采用复变量‑平均法，求解不同类型非线性吸振器模型的解析解。对比

主振系幅频响应曲线，发现线性弹性支撑未接地时抑振效果最好。对部分欧拉屈曲梁非线性吸振器的主要设计参

数，即初始挠度 q0，长度 L和斜置倾角 θ展开讨论，计算结果表明：将主振系谐振峰值最小作为评价指标，在分析频率

范围内，上述三个设计参数均存在最优值。

关键词: 非线性振动；动力吸振器；欧拉屈曲梁；复变量‑平均法；频能图

中图分类号: O322 文献标志码: A 文章编号: 1004-4523（2022）03-0643-09
DOI：10.16385/j.cnki.issn.1004-4523.2022.03.014

引 言

非线性动力吸振器（Nonlinear Dynamic Vibra‑
tion Absorber，NDVA），又可称为非线性吸振器，作

为一类典型的非线性振动抑制装置，以其减振频带

宽、鲁棒性好、未对主振系的动态响应引入新的谐振

峰等优点受到持续广泛的关注，其非线性特征多以

非线性刚度形式呈现。研究发现，非线性吸振器能

够在较宽频率范围内有效吸收主振系的振动能量，

且利用阻尼元件将其耗散［1‑3］。

Roberson［4］采用具有线性和立方耦合刚度的非

线性吸振器构成的弹簧元件，并将其附加于单自由

度结构，通过与线性吸振器相比，在正弦激励下，上

述非线性吸振器具有更宽的减振频带。Vakakis［5］

将含有本质非线性刚度，可以将振动能量从主振系

单向不可逆地传递至耗能元件的非线性吸振器命名

为非线性能量阱（Nonlinear Energy Sink，NES）。

Zhang等［6］在非线性能量阱中加入惯容器，通过对比

主振系的频响特性和能量传递性能，发现其振动控

制效果得到显著提升。Zang等［7］在非线性吸振器中

加入杠杆放大机构，系统传递率得到明显降低。

Gendelman等［8］将多个非线性吸振器串联安装，在

保证非线性吸振器总质量不变的条件下，相比单个

非线性吸振器呈现更优的抑振效果。上述研究重点

是从理论角度讨论非线性吸振器的振动控制效果，

仅将非线性吸振器的弹簧元件简化为理想非线性刚

度，未考虑非线性吸振器的具体实现形式。

考虑工程实际，非线性吸振器的非线性弹簧元

件有多种可行的实现形式，例如：柔性索［9］、弹性薄

片梁［10‑12］、斜置螺旋弹簧［13］等。其中，弹性薄片梁作

为非线性弹簧元件，因其性能稳定，不存在材料蠕变

等问题而得到关注与研究。Nayfeh等［14］对屈曲梁

线性模态振动进行了理论分析和实验研究。Winter
等［15］设计了由两个叶片组成的欧拉弹簧隔振器，通

过调整其弯曲刚度比，可以使隔振系统实现极低的

动刚度。充分利用欧拉屈曲梁显著的非线性特征，

刘兴天等［10］提出一种具备“高静低动”特征的准零刚

度隔振器，理论分析和实验验证均表明其具备极佳

的低频减隔振性能。在此基础上，刘兴天等［11］利用

上述准零刚度结构，首先提出欧拉屈曲梁非线性吸

振器的设想，并初步完成稳态激励条件下的频响特

性分析。刘海平等［16］分别考虑稳态载荷和瞬态载荷

激励条件下欧拉屈曲梁非线性吸振器的响应特性，

较为全面地研究了此类非线性吸振器的振动抑制效

果。相比线性吸振器，欧拉屈曲梁非线性吸振器在

有效抑制主频振动响应的同时，在其他频段不会引

起新的谐振峰，并且有效抑振频带更宽。

实际使用中，针对具备本质非线性特征的非线

性吸振器，为了克服重力场影响产生的静态变形，可
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以采用水平安装或者引入弹性补偿元件有效抵消重

力场对非线性吸振器的影响。从上述观点出发，楼

京俊等［17］考虑非线性吸振器垂向安装条件下，通过

引入弱线性弹簧元件作为弹性支撑，提出改进非线

性吸振器的模型。研究表明，相比本质非线性吸振

器，含弱线性刚度的非线性吸振器的有效工作频带

更宽，抑振效果更好。其他关于安装方式对非线性

吸振器抑振性能的影响研究报道较少。综上，经过

多年的发展，针对非线性吸振器的理论研究已经获

得丰富的成果，为实际应用奠定了很好的基础。但

是，从工程实际出发，非线性吸振器的具体实现形式

以及可能的影响因素研究尚显不足。

本文在前期研究基础上，以欧拉屈曲梁非线性

吸振器为研究对象，考虑实际安装约束分别建立非

线性吸振器弹性支撑未接地、弹性支撑接地以及仅

弹性支撑中弹簧元件接地三类动力学模型，采用复

变量‑平均法分别给出上述三类模型的频能方程和

频响函数表达式。通过对比研究，确定较优的安装

方式，并评估其振动抑制效果。

1 欧拉屈曲梁非线性吸振器建模

仅由欧拉屈曲梁构建的非线性吸振器模型如图 1
所示。初始状态下，每根欧拉屈曲梁长度为L，设在水平

位置时，模型处于平衡状态。由于欧拉屈曲梁含有负刚

度和非线性刚度，属于一类典型的非线性吸振器。

考虑研究内容的完整性，首先，建立单根欧拉屈

曲梁模型如图 2所示。初始状态下，单根欧拉屈曲

梁中间初始挠度为 q0，在轴向载荷 P作用下，其轴向

末端位移为 y。

轴向载荷 P与轴向末端位移 y之间的关系为：

P= Pe
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式中 Pe= EI ( π/L) 2 为欧拉屈曲梁临界载荷；L，

E，I分别为欧拉屈曲梁未变形时的长度、材料弹性

模量和梁截面惯性矩。

根据单根欧拉屈曲梁的轴向力‑位移关系式（1），

可以得到由欧拉屈曲梁构建的非线性吸振器（参见

图 1）的垂向力‑位移关系式。为了简化计算，采用泰

勒级数展开可得到力‑位移关系的近似表达式［10］：

F͂ ( z͂) =-k1 z͂+ k3 z͂3 （2）
式中 F͂= F Pe，F为垂向作用力，即图 1中质量块

变到的沿 z轴方面的力；z͂=z/L；z为质量 m在平衡

位置处的位移；γ= cos θ，θ为欧拉屈曲梁与水平线

之间的初始角度；k1 =
a- b
aγ ( b22 - 2γ+ 6)为线性

刚度系数；k3=
a- b
aγ2

+ ( a- b
2aγ3

+ b
γ2a3 ) ( b22 - 2γ+

6)为立方刚度项系数；a= ( )πq0/L
2
- 4γ+4，b=

πq0/L为定义的中间变量。

2 含非线性吸振器耦合动力系统建模

欧拉屈曲梁属于双稳定状态结构，在两个稳定

状态之间存在非稳定状态，因此，需要增加辅助弹性

支撑保证非线性吸振器的工作稳定性并补偿重力引

起的位移。为了系统研究弹性支撑及安装方式对非

线性吸振器有效性的影响。本部分分别提出并建立

三类非线性吸振器模型：（1）弹性支撑未接地；（2）弹

性支撑接地；（3）仅弹簧元件接地，如图 3所示。由

图可见，M为主振系惯性质量，K为主振系弹性系

数，c1为主振系阻尼系数；m为非线性吸振器的惯性

质量，k为弹性支撑的弹性系数，c2为弹性支撑的阻

尼系数；f= f0 cos (ωt )为外部激励力。

根据牛顿第二定理，分别给出图 3不同耦合动

力系统的运动微分方程：

模型 1：弹性支撑未接地：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Mẍ+ c1 ẋ+ c2 ż+ Kx- kk ′1 z-
kk ′3 z3 = f0 cos ( )ωt

mz̈+ mẍ+ c2 ż+ kk ′1 z+ kk ′3 z3 = 0
（3）

模型 2：弹性支撑接地：

图 2 单根欧拉屈曲梁模型

Fig. 2 Schematic of single Euler-buckled beam model

图 1 欧拉屈曲梁非线性吸振器

Fig. 1 Schematic of the NVDA with Euler-buckled beams
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Mẍ+ c1 ẋ+ Kx+ kλk1 z-
kk ′3 z3 = f0 cos ( )ωt

mz̈+ mẍ+ c2 ż+ c2 ẋ+ kz+ kx-
kλk1 z+ kk ′3 z3 = 0

（4）

模型 3：仅弹簧元件接地：
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Mẍ+ c1 ẋ- c2 ż+ Kx+ kλk1 z-
kk ′3 z3 = f0 cos ( )ωt

mz̈+ mẍ+ c2 ż+ kz+ kx- kλk1 z+
kk ′3 z3 = 0

（5）

式中 k ′1 = 1- λk1，k ′3 = λk3，λ=
Pe

kL
，z= y- x。

为了便于分析，引入无量纲化参数：

X= x
L
，Z= z

L
，ω 2n=

K
M

，ξi=
ci

2Mωn
，μ= m

M
，

ε= k
K

，ε1 =
k1
K

，ε3 =
k3
K

，A 0 =
f0
KL

，τ= ωn t，Ω=
ω
ωn

。

通过无量纲化处理，公式（3）~（5）对应不同模

型的运动微分方程变换为：

模型 1：弹性支撑未接地：
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（6）

模型 2：弹性支撑接地：
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模型 3：仅弹簧元件接地：
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3 稳态解析解

3. 1 频率能量方程

非线性吸振器对线性主振系的振动控制主要通

过耦合系统发生内共振的方式实现。上述内共振形

式共分为主共振、亚谐共振和拍振三种类型，且各类

型共振形式随着系统能量水平变化而被激发。其

中，最常见且控制效果最明显的为主共振。目前，频

能图作为有效的分析工具被广泛应用于研究非线性

吸振器的振动控制效果。非线性振动系统的频能图

在一定程度上可以看作是线性振动系统中的幅频特

性曲线在非线性振动系统中的一个拓展，它反映了

非线性系统内各阶非线性模态之间的耦合作用，同

时也反映了非线性系统的各种内共振分布规律［18‑19］。

本部分使用复变量‑平均法［20‑22］，重点研究非线性

吸振器与主振系之间发生 1∶1主共振时的动态特性。

首先，定义复变量：

φ 1 eiΩτ= Ẋ+ iΩX，φ *1 e-iΩτ= Ẋ- iΩX，φ 2 eiΩτ= Ż+
iΩZ，φ *2 e-iΩτ= Ż- iΩZ。

频能图仅适用于保守系统，故需将方程中阻尼

项和外部激励项忽略掉；然后，引入复变量。通过化

简，可得主振系惯性质量的振幅和主振系惯性质量

与非线性吸振器间的相对运动幅值，分别采用 A和

B表示。对应图 3给出不同耦合动力系统模型的响

应幅值，分别得到：

模型 1：弹性支撑未接地：
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4L2Ω 2( )mΩ 2C 1 + mΩ 2 - kk ′1C 1

3kk ′3C 3
1

B= C 1A

（9）

式中 C 1 =
K-MΩ 2 - mΩ 2

mΩ 2 。

模型 2：弹性支撑接地：

图 3 不同安装方式的非线性吸振器耦合系统模型

Fig. 3 Schematic of the NDVA coupling system models with
different installation methods
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A=
4Ω 2L2[ ]MΩ 2 - K+ kλk1 ( )1- C 2

3kλk3 ( )1- C 2
3

B= C 2A

（10）

式中 C 2 =
K-MΩ 2

mΩ 2 - k
。

模型 3：仅弹簧元件接地，该工况与模型 2对应

频能曲线的表达式相同，故不再赘述。保守系统的

能量与频率之间的关系如下式所示：

E tot = ( ω2 )
2

[ MA2 + m ( A+ B) 2 ] （11）

3. 2 频响方程

使用复变量‑平均法求解频响函数［23‑28］，以弹性

支撑未接地模型为例，将第 3.1节定义的复变量引

入式（3），得到：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

φ̇ 1 + iΩφ 1 + 2ξ1φ 1 - i
1
Ω
φ 1 - 2ξ2φ 2 + i

εk ′1
Ω
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4Ω 3 φ 2 || φ 2

2
= A 0

φ̇ 1 + iΩφ 1 + φ̇ 2 + iΩφ 2 +
1
μ
2ξ2φ 2 - i

εk ′1
μΩ

φ 2 -

i 3εk ′3
4μΩ 3 φ 2 || φ 2

2
= 0

（12）
引入变量 φ 1 = a1 + ib1，φ 2 = a2 + ib2，其中 a1，

b1，a2，b2均为时间 t的函数。分离实部和虚部，求出

a1，b1，a2，b2后代入式（12）可求出频响方程［29‑31］：
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X= a21 + b21
Ω

Z= a22 + b22
Ω

（13）

采用其他安装方式时的非线性吸振器耦合系统

动力学模型相应的频响方程详见文后附录。为了验

证解析解的正确性，采用四阶龙格‑库塔法计算得到

的数值解进行对比验证，如图 4所示。由图可见，计

算结果一致性较好，满足精度要求。

4 动力学特性及抑振效果

本文研究重点在于分析不同安装方式对欧拉屈

曲梁非线性吸振器有效性的影响，故具体设计参数

参考文献［16‑17］，如表 1所示。需要说明，文献中

所列参数均为优化后结果，故本论文不涉及最优化

设计相关工作。结合第 3节已给出不同耦合系统频

率能量方程和频响函数，对上述三种不同安装方式

的欧拉屈曲梁非线性吸振器的动态响应特性及抑振

效果展开讨论。

4. 1 频能图

图 5给出不同安装方式非线性吸振器耦合系统

对应的频能图。由图可见，在定义的频率范围内对

系统模型进行遍历计算，可以得到两条不同的脊线。

图 4 解析解与数值解对比

Fig. 4 Comparison of analytical and numerical solutions

表 1 设计参数值

Tab. 1 Design parameter values

序号

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

参数

主质量M/kg
主振系刚度K/(N·m-1)
主振系阻尼 c1/(N·s·m-1)
吸振器质量m/kg
支撑弹簧刚度 k/(N·m-1)
吸振器阻尼 c2/(N·s·m-1)
杨氏模量 E/GPa
梁原长 L/m
初始挠度 q0/m
厚度 h/m
宽度w/m
初始倾角 θ/(°)
外部载荷 f/N

数值

100
3.95×105

200
8

2.26×104

200
89

1.96×10-2

1×10-3

2×10-4

1×10-2

10
395

图 5 不同模型对应的频能图

Fig. 5 Frequency-energy plots for different models
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考虑非线性吸振器稳定性，引入弹性支撑导致非线

性吸振器的刚度出现线性项，对应耦合系统频能曲

线呈现两个互不相交的分支。其中，上分支对应一

阶非线性模态，代表主振系与非线性吸振器之间的

反向运动；下分支对应二阶非线性模态，代表主振系

与非线性吸振器之间的同向运动。可以看出，一阶

非线性模态的振动频率出现下饱和现象，随着能量

的减小，振动频率收敛于固定值。对比发现，受安装

方式影响，弹性支撑未接地情况频率变化范围较宽，

弹性支撑接地情况频率变化范围较窄。

4. 2 频响曲线

本部分给出不同安装方式非线性吸振器对应耦

合系统主振系的频响曲线，进而重点讨论安装方式

变化对其抑振效果的影响。

图 6给出欧拉屈曲梁非线性吸振器采用不同安

装方式对应的主振系频响曲线。通过安装弹性支

撑，欧拉屈曲梁非线性吸振器工作状态保持稳定，故

主振系频响曲线未出现跳跃现象等典型的非稳态响

应特征。其中，弹性支撑未接地时，欧拉屈曲梁非线

性吸振器抑振效果最好。此外，引入弹性支撑的欧

拉屈曲梁非线性吸振器不仅可以有效抑制主振系的

频响幅值；而且，未在其他频点引入新的谐振峰。这

也是此类非线性吸振器的突出优势。

根据上述分析结果，后面内容重点针对弹性支

撑未接地对应的欧拉屈曲梁非线性吸振器动力耦合

系统展开讨论。

4. 3 与线性吸振器对比

本部分重点讨论安装传统线性吸振器和欧拉屈

曲梁非线性吸振器对主振系振动响应的抑制效果。

根据第 4.2节计算结果，弹性支撑未接地时，欧拉屈

曲梁非线性吸振器抑振效果最好。本部分选择该方

案作为研究对象。

图 7给出不同类型吸振器对应的主振系频响

曲线。可见，两类吸振器均可在主振系谐振频率实

现有效抑制响应峰值的目标。但是，传统线性吸振

器在原系统谐振频率两侧引入新的谐振峰；欧拉屈

曲梁非线性吸振器除了可以有效抑制谐振频率主

振系的响应峰值，在其他频段则未产生任何负面

影响。

4. 4 时域响应

根据第 4.3节研究内容，欧拉屈曲梁非线性吸

振器可以显著抑制主振系谐振峰值，并且在谐振频

率附近未引入新共振峰，拓宽了工作频带；而且，在

其他频段未产生负面影响，即未在低频段引入新的

谐振峰，在高频段振动响应未被放大。

实际中，环境激励呈现多频宽频特征，为了全

面了解欧拉屈曲梁非线性吸振器的抑振效果，以下

重点在时间域讨论其受多频稳态激励的振动控制

效果。

具体计算过程：针对安装不同类型非线性吸振

器耦合系统的运动微分方程，采用四阶龙格‑库塔

法 进 行 数 值 计 算 ，得 到 各 部 分 的 时 域 响 应 位 移

图 6 不同模型对应的主振系频响曲线

Fig. 6 Frequency response curves of the main vibrational
system for different models

图 7 不同类型吸振器对应的频响曲线

Fig. 7 Frequency response curves for different types of
dynamic vibration absorbers
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曲线。

假设系统所受外激励 F=∑cos（ωt），ω=21，
32，42，52，63，71，84 rad/s为多频力激励对应圆频

率。计算得到在时间域多频力激励条件下安装不同

类型非线性吸振器耦合系统各部分位移响应曲线如

图 8所示。由图可见，非线性吸振器振动抑制效果

优于线性吸振器。

5 影响因素分析

相比传统线性吸振器，欧拉屈曲梁非线性吸振

器设计参数众多，其中，初始挠度 q0、长度 L以及斜

置倾角 θ为新增设计变量，故本部分重点针对上述

三个新增参数对安装欧拉屈曲梁非线性吸振器耦合

系统动态响应的影响进行分析。

5. 1 初始挠度 q0的影响

其他参数保持不变（参见表 1），初始挠度 q0在

［1×10-4 m，3.5×10-3 m］区间内变化，得到主振系

幅 频 特 性 云 图 如 图 9 所 示 。 q0 在 7×10-4~2.1×
10-3 m范围内变化时，主振系谐振峰对应频率比位

于 0.90~0.95之间，且 q0约为 1.3×10-3 m时，主振

系 频 响 峰 值 最 大 。 当 q0 小 于 7×10-4 m 或 大 于

2.1×10-3 m时，主振系谐振峰会出现在频率比 1~
1.05之间。此外，初始挠度 q0 在［5×10-4 m，7×
10-4 m］和［2.1×10-3 m，2.3×10-3 m］区间取值，

主振系谐振峰存在较小值，即初始挠度 q0存在最

优值。

5. 2 长度 L的影响

其 他 参 数 保 持 不 变（参 见 表 1），仅 在 区 间

［0.01 m，0.06 m］内改变 L值，得到主振系幅频特性

云图如图 10所示。当 L在 0.019~0.06 m范围内变

化时，在频率比 1~1.05内出现共振峰，且随 L的减

小共振峰呈现“先减小后增大”的变化趋势；而且，当

L约为 0.019 m时，主振系频响幅值最小；如果 L继

续减小，共振峰频率比移向 0.92~0.96区间；随着 L
继续减小，主振系频响幅值急剧上升。对比可见，长

度 L的最优值位于区间［0.019 m，0.022 m］，相应系

统谐振峰值最小。

5. 3 斜置倾角 θ的影响

其他参数保持不变（参见表 1），当斜置倾角 θ在
区间［5°，25°］变化，主振系幅频特性云图如图 11所
示。当斜置倾角大于 10°时，主振系谐振峰频率比位

于 1~1.05区间；随斜置倾角的减小而呈现“先减小

后增大”的变化趋势；当斜置倾角约为 10°时，主振系

图 9 不同 q0值对应主振系频响曲线

Fig. 9 Frequency response curves of the main vibrational sys‑
tem for different q0

图 8 时域位移曲线

Fig. 8 Displacement curves in time domain

图 10 不同 L值对应主振系频响曲线

Fig. 10 Frequency response curves of the main vibrational
system for different L
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频响幅值最小；随着斜置倾角继续减小，主振系谐振

峰值急剧增大且向低频发生移动。对比可见，斜置

倾角也存在最优值位于区间［10°，14°］，对应主振系

谐振峰值最小。

6 总 结

为了研究基于欧拉屈曲梁非线性吸振器安装方

式对其振动抑制效果的影响，本文分别提出弹性支

撑未接地、弹性支撑接地和仅弹簧元件接地三类耦

合系统模型。采用复变量‑平均法，获得不同模型对

应频响函数，进而得到系统的频能方程。通过与传

统线性吸振器对比，以及主要设计参数的影响分析，

综合分析并评价欧拉屈曲梁非线性吸振器振动抑制

效果。根据计算结果，具体得出以下结论：

（1）在三类非线性吸振器模型中，采用弹性支

撑未接地方式安装的欧拉屈曲梁非线性吸振器的振

动抑制效果最好；

（2）相比于传统线性吸振器，欧拉屈曲梁非线

性吸振器不仅可以有效抑制主振系的谐振峰值，且

对其他频段的振动响应未产生负面影响；

（3）对比主振系频响幅值，欧拉屈曲梁非线性

吸振器的主要设计参数初始挠度 q0，长度 L和斜置

倾角 θ均存在最优值。
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Characteristics of different kinds of nonlinear dynamic vibration absorber
using Euler-buckled beam

LIU Hai-ping，SHEN Da-shan，WANG Tian
（School of Mechanical Engineering，University of Science and Technology Beijing，Beijing 100083，China）

Abstract: From the point of view of practice engineering，three types of nonlinear dynamic vibration absorbers（NDVAs），which
use the Euler-buckled beam as nonlinear stiffness element and take the effects of arrangements of the linear supporting spring and
damper into account，are presented. Based on above established models，the analytical solutions of the coupling systems with differ‑
ent kinds of NDVAs are derived by using complexification-averaging method. Compared with amplitude frequency response curves
of the main vibrational system，the vibration suppression performance of the NDVA with ungrounded elastic support is the best. At
last，some design parameters，which contain initial deflection q0，length L and initial oblique angle θ，are selected and investigated.
According to calculation results，it can be concluded that there are optimal values for all above three design parameters when reso‑
nant peak of the main vibrational system is used as the evaluation index in the whole calculation frequency region.

Key words: nonlinear vibration；dynamic vibration absorber；Euler-buckled beam；complexification-averaging method；frequency-en‑
ergy plots
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模型 3：仅弹簧元件接地：
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4Ω 3 b2( )a22 + b22

ḃ1 =-Ωa1 - 2ξ1b1 - 2ξ2b2 +
1
Ω
a1 +

ελk1
Ω
a2 -

3εk ′3
4Ω 3 a2( )a22 + b22

ȧ2 = Ωb2 - ȧ1 + Ωb1 -
2ξ2
μ
a2 -

ε
Ωμ

b2 -
ε
Ωμ

b1 +
ελk1
Ωμ

b2 -
3εk ′3
4μΩ 3 b2( )a22 + b22

ḃ2 =-Ωa2 - ḃ1 - Ωa1 -
2ξ2
μ
b2 +

ε
Ωμ

a2 +
ε
Ωμ

a1 -
ελk1
Ωμ

a2 +
3εk ′3
4μΩ 3 a2( )a22 + b22
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