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负刚度非线性黏滞阻尼器对斜拉索振动控制研究
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摘要: 为提升传统被动线性黏滞阻尼器（LVD）对斜拉索的减振效果，本文融合被动负刚度控制技术和非线性黏滞

阻尼特征，开展了负刚度非线性黏滞阻尼器（NSNVD）对斜拉索减振增效的研究。基于能量等效线性化方法获得

了NSNVD的线性等效力学模型；采用复模态分析获得了斜拉索张紧弦模型的附加模态阻尼比的近似解和迭代解，

并分别与考虑或忽略斜拉索垂度和抗弯刚度的数值仿真解进行对比，验证了能量等效线性化方法对 NSNVD斜拉

索减振系统的适用性；基于考虑斜拉索垂度和抗弯刚度的仿真解分别开展了 NSNVD对斜拉索单模态减振效果参

数分析和多模态减振效果优化研究，获得了 NSNVD负刚度系数和黏滞阻尼指数对斜拉索单模态和多模态减振效

果的影响规律。研究结果表明：NSNVD的被动负刚度效应显著提升了斜拉索单模态减振效果，负刚度效应和非线

性黏滞阻尼特征均有助于提升斜拉索多模态减振效果；与非线性黏滞阻尼器（NVD）和负刚度线性黏滞阻尼器

（NSLVD）相比，NSNVD对斜拉索具有更好的减振效果。
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引 言

附加被动线性黏滞阻尼器（LVD）作为一种最

常用的斜拉索减振措施，经过国内外学者的广泛研

究，已形成了较为完善的成套理论与技术体系。Pa‑
checo等［1］采用Galerkin方法获得了斜拉索张紧弦模

型的 LVD减振通用设计曲线；Krenk［2］进一步给出

了 LVD的通用设计曲线近似解析表达式；段元锋

等［3］考虑了斜拉索垂度、抗弯刚度及阻尼器支撑刚

度、内刚度等影响，建立了 LVD拉索减振的工程实

用设计方法。但 LVD仅能实现斜拉索单模态最优

控制，且减振效果受到安装高度的制约，为斜拉索提

供的附加模态阻尼比有限，尤其是非目标优化模态。

随着斜拉桥跨度的逐渐增大，作为其主要承重

构件的斜拉索长细比进一步增大，极易在外界环境

激励下产生各种过量振动［4‑6］，且超长斜拉索风致振

动通常表现为多模态振动特征［7‑8］。因此，有效的斜

拉索多模态减振技术对保障大跨度斜拉桥安全运营

至关重要［9］。研究表明［10‑13］：与 LVD相比，非线性黏

滞阻尼器（NVD）对斜拉索多模态减振优势明显。

另一方面，基于MR阻尼器的半主动控制技术以其

优良的智能控制特性，逐渐发展成为提升斜拉索减

振效果的重要手段［14‑15］，且已成功应用于洞庭湖大

桥［16］和滨州黄河大桥［17］等实际工程。研究表明：

MR阻尼器半主动控制效果提升主要归功于其负刚

度特性实现了阻尼器耗能增效。

受半主动控制负刚度特性实现斜拉索减振增效

的启发，基于负刚度控制原理的被动负刚度阻尼器

对斜拉索振动控制研究得到发展。Zhou等［18］基于

预压弹簧式被动负刚度黏滞阻尼器开展了斜拉索减

振理论和试验研究；Shi等［19］基于磁致式被动负刚度

阻尼器开展了斜拉索减振试验研究。研究表明［20］：

并联负刚度单元的黏滞阻尼器可显著提升斜拉索减

振效果，且可在一定程度上改善传统被动阻尼器因

安装位置过低而引起的嵌固效应，主要不足在于当

负刚度过大时可能会诱发减振系统的稳定性问题。

此外，基于惯质阻尼器的斜拉索减振研究表明［21‑23］：

并联惯质单元的黏滞阻尼器呈现频率相关性负刚度

特征，也可有效提升斜拉索减振效果。

为进一步实现斜拉索减振增效，本文融合被动

负刚度控制技术和非线性黏滞阻尼特征开展了负刚

度非线性黏滞阻尼器（NSNVD）对斜拉索的振动控

制研究，理论研究与仿真分析了 NSNVD对斜拉索

的单模态和多模态减振效果，参数分析了 NSNVD
负刚度系数和黏滞阻尼速度指数对斜拉索单模态和
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多模态减振效果的影响规律，并对比分析了 NSN‑
VD 与 LVD，NVD 以 及 负 刚 度 线 性 黏 滞 阻 尼 器

（NSLVD）对斜拉索的减振效果。

1 斜拉索-NSNVD系统复模态分析

1. 1 NSNVD线性等效力学模型

由负刚度单元和非线性黏滞阻尼单元并联而成

的 NSNVD如图 1所示，其作用于斜拉索的横向力

可表示为：

F d ( t ) = kdu ( x d，t )+ cd| u̇ ( x d，t ) |
α
sign [ u̇ ( x d，t )]

（1）
式中 u ( x d，t )和 u̇ ( x d，t )分别表示斜拉索 xd位置

处、t时刻的位移和速度；kd，cd 和 α分别表示 NSN‑
VD的负刚度系数、黏滞阻尼系数和黏滞阻尼指数；

sign（•）表示符号函数。

值得说明的是，当 α=1.0时，NSNVD退化为负

刚度线性黏滞阻尼器（NSLVD）；当 k=0时，NSN‑
VD退化为非线性黏滞阻尼器（NVD）；当 α=1.0且
k=0时，NSNVD退化为线性黏滞阻尼器（LVD）。

采用能量等效线性化方法［11］，式（1）可进一步表

示为：

F d ( t ) = kdu ( x d，t )+ ceq u̇ ( x d，t ) （2）
式中 ceq表示 NSNVD的等效线性阻尼系数，其计

算式为［11］：

ceq =
∫ cd u̇ ( )x d，t du ( )x d，t

∫ u̇2( )x d，t dt
=
∫ cd u̇2( )x d，t dt

∫ u̇2( )x d，t dt
（3）

NSNVD在振幅和频率分别为 Ud和 ω的位移

ud = U d eiωt激励下的出力幅值可表示为：
~
F= kdU d + ig ( α) cdωαU α

d （4）
式中 系数函数 g（α）的表达式为［11］：

g ( α) =
2Γ ( )1

2 α+ 1

π Γ ( )1
2 α+

3
2

（5）

式中 Γ（•）表示伽马函数。

由式（2）和（4）可知，NSNVD的等效阻尼系数

可由下式计算：

ceq = g ( α) cdωα- 1U α- 1
d （6）

1. 2 系统特征方程

斜拉索 ‑NSNVD系统分析模型如图 2所示。 l，
T与 m分别表示斜拉索的长度、索力与单位长度质

量，x和 x′分别表示从斜拉索左端和右端开始并分

别指向另一端的坐标轴，xd表示阻尼器安装位置距

斜拉索左侧锚固端的距离，x ′d = l- xd表示阻尼器

安装位置距斜拉索右侧锚固端的距离。忽略斜拉索

垂度、抗弯刚度的影响，斜拉索 ‑NSNVD系统的自

由振动微分方程可表示为［11］：

T
∂2u
∂x2
- m

∂2u
∂t 2
= F d ( t ) δ ( x- xd ) （7）

式中 u（x，t）表示斜拉索 x位置处、t时刻的横向位

移；Fd（t）表示 NSNVD 作用于斜拉索的横向力；

δ（•）表示Dirac‑Delta函数。

方程（7）应满足斜拉索边界条件：

u ( 0，t ) = u ( l，t ) = 0 （8）
且斜拉索在阻尼器安装位置处满足力的平衡

条件［11］：

T ( |

|
|
||
|∂u

∂x
x= xd +

-
|

|
|
||
|∂u

∂x
x= xd -

) = f ( t ) （9）

设斜拉索自由振动时的横向位移和NSNVD作

用于斜拉索的横向力可分别表示为：

ì
í
î

u ( x，t )= Re (U ( x ) ⋅ eiωt )
F d ( )t =Re ( ~F d ⋅ eiωt )

（10）

式中 U（x）和
~
F d分别表示斜拉索的振型坐标和阻

尼器作用于斜拉索的横向力幅值；ω为斜拉索‑阻尼

器系统的复特征频率。

将式（10）代入方程（7）得：

d2U
dx2

+ β 2U= 0，{ 0< x< xd
0 < x′< x ′d

（11）

图 1 NSNVD力学模型

Fig. 1 Mechanical model of NSNVD

图 2 斜拉索-NSNVD系统分析模型

Fig. 2 Analysis model of the cable-NSNVD system
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式中 β= ω
m
T

表示拉索‑阻尼器系统的复波数。

方程（11）的解可表示为：

U ( x )=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

U d
sin ( βx )
sin ( βxd )

， 0≤ x≤ xd

U d
sin ( βx′)
sin ( βx′d )

， 0≤ x′≤ x′d

（12）

将式（4）和（12）代入式（9），斜拉索‑NSNVD系

统的特征方程可表示为：

tan ( βl )=
sin2 ( βxd ) ( )kd + iωceq

Tβ+ cos ( βxd ) sin ( βxd ) ( )kd + iωceq
（13）

式（13）特征方程的复波数解记为 βn（n为模态

阶次，即 n=1，2，…），与之对应的复特征频率记为

ωn，斜拉索的附加模态阻尼比 ζn与复特征频率 ωn之

间的关系为［11］：

ωn= | ωn | ( 1- ζ 2n + iζn ) （14）
由式（14）可知，斜拉索附加模态阻尼比可由下

式计算：

ζn=
Im [ ωn ]

|| ωn

= Im [ βn ]
|| βn
≅ Im [ Δβn ]

|| β 0n
（15）

式中 无阻尼波数 β 0n= nπ l，Δβn= βn- β 0n。

1. 3 斜拉索附加模态阻尼比的近似解

假定NSNVD的安装位置远小于斜拉索长度，且

NSNVD仅会引起斜拉索自振频率的微小摄动［11］，即：

xd ≪ l，Δβn= βn- β 0n≪ β 0n （16）
根据上述假定，可以得到下列近似式：

tan ( )βn l ≅Δβn l，

sin ( )βn x d ≅ β 0n x d，

cos ( )βn x d ≅ 1 （17）
将式（17）代入式（13）可得：

Δβn
Δβ∞n

= βn- β 0n
β∞n - β 0n

= ( )kd + iωceq x d
T+ ( )kd + iωceq x d

（18）

式中 Δβ∞n 表示等效阻尼系数 ceq从 0趋近于无穷大

时对应的波数变化，可表示为：

Δβ∞n =
xd
l
β 0n （19）

联立式（15）和式（18），斜拉索第 n阶附加模态

阻尼比的近似解可表示为：

ζn=
xdωnceq/T

( )1+ xd kd/T
2
+( x dωnceq/T )2

xd
l

（20）

综合式（6）和（20）可知，斜拉索附加模态阻尼比

不仅与NSNVD的负刚度系数与黏滞阻尼系数密切

相关，还体现出明显的位移相关性特征。

1. 4 斜拉索附加模态阻尼比的迭代解

方程（13）可采用固定点迭代法进行求解，迭代

方程可由下式表示：

β j+ 1n = nπ+ arctan Ω （21）
其中，

Ω=
sin2 ( β jn x d ) ( )kd + iωj

n ceq

Tβ jn+ cos ( β jn x d ) sin ( β jn x d ) ( )kd + iωj
n ceq

（22）

式中 j表示迭代次数，且 j=1，2，…。

迭代初值取无阻尼波数 β 0n，将迭代方程求解得

到的复波数 βn值代入式（15），即可获得斜拉索第 n
阶附加模态阻尼比的迭代解。

2 NSNVD对斜拉索减振数值仿真分

析方法

2. 1 系统状态空间方程

根据图 2所示的斜拉索‑NSNVD系统分析模

型，系统运动微分方程可表示为［9］：

EI
∂4u ( x，t )
∂x4

- T
∂2u ( x，t )
∂x2

+ λ2T
l 3 ∫0

l

u ( x，t ) dx+

c
∂u ( x，t )
∂t + m

∂2u ( x，t )
∂t 2

= f ( x，t )- F dδ ( x- xd )

（23）
式中 斜拉索的抗弯刚度、垂度参数和单位长度阻

尼分别记为 EI，λ2和 c；f（x，t）表示施加于斜拉索的

分布荷载。

斜拉索两端的边界条件：

u ( 0，t ) = u ( l，t ) = 0， ∂u ( )0，t
∂x = ∂u ( )l，t

∂x = 0

（24）
采用有限差分法，选取 N个内节点将斜拉索均

匀划分为 N+1个单元，斜拉索‑NSNVD系统的振

动微分方程的矩阵形式可表示为：

Mü+ Cu̇+ Ku̇= f- γF d （25）
式中 M，C和K分别表示斜拉索‑NSNVD系统的质

量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵；u和 f分别表示斜拉索

的位移向量和外荷载向量；γ表示阻尼器作用位置向

量。根据文献［24］，上述矩阵或向量可分别表示为：

M= maIN，C= cIN，

K= λ2Ta
l 3

BN× N+
T
a2
εχN× N，

u= [ ]u 1 u2 u3 ⋯ uN
T
，

f= [ ]f 1 f2 f3 ⋯ fN
T
，

γ= [ ]γ 1 γ2 γ3 ⋯ γN
T

（26）
式中 a=l/（N+1）表示斜拉索单元长度；IN为N阶

单位矩阵；BN×N中每个元素都等于 1；ε= EIT-1 l-2
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表示斜拉索的抗弯刚度参数：

χN× N=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

ú

ú
Q U W 0

S U W
S U ⋱

⋱ ⋱ W
sym S U

Q

（27）

其中，

Q= 7N 2 + 2/ε，S= 6N 2 + 2/ε，
U=-4N 2 - 1/ε，W= N 2 （28）

式中 ui和 fi分别表示斜拉索第 i个节点的位移和外

荷载；γi由 NSNVD的安装位置决定，若 NSNVD安

装在斜拉索第 φ个节点：

γi=
ì
í
î

0， i≠ φ

1， i= φ
（29）

式（25）状态空间方程形式可表示为：

ż= Az+ BF d ( t )+ Hf （30）
其中，

z= é
ë
êêêê ù
û
úúúúu
u̇

，A= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0 I

-M-1K -M-1C
，

B= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

0
-M-1γ

，H= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0

M-1
（31）

当输出向量分别为斜拉索的位移、速度、与加速

度 y= [ uT u̇T üT ] T 时，斜拉索‑NSNVD 系统的

状态输出方程可以表示为：

y= Hz+ DF d ( t )+ Gf （32）
其中，

y=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úu
u̇
ü

，H=
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úIN 0N× N

0N× N IN
-M-1K -M-1C

，

D=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú0N× 1
0N× 1
M-1γ

，G=
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0N× 1
0N× 1
M-1

（33）

2. 2 数值仿真方法

以表 1某实桥斜拉索为例，开展 NSNVD对斜

拉索减振效果的数值仿真分析。斜拉索被离散为

200个相同单元，NSNVD安装在距离斜拉索下锚固

端的 2% 斜拉索长度位置。仿真分析基于 MAT‑
LAB/Simulink工具箱，采用变步长的四阶龙格‑库
塔算法进行数值仿真计算。仿真计算时首先进行斜

拉索目标模态的稳态激励，然后去除外激励，使斜拉

索做自由衰减振动。斜拉索激励荷载取为［12］：

f ( x，t )= 5 sin ( nπxl ) sin (ωn t )H ( ti- t )（34）

式中 n表示斜拉索‑阻尼器系统的模态阶次；ωn表

示斜拉索‑阻尼器系统的第 n阶模态振动圆频率；ti
表示激励持续时间；H（ti-t）表示单位阶跃函数。

鉴于非线性阻尼器斜拉索减振系统的附加模态

阻尼比与斜拉索振幅相关，特定义如下：

ζn=
1
2πτ ln ( An

An+ τ ) （35）

式中 自由衰减初始周期位移振幅峰值 An=0.08 m，

终止周期位移振幅峰值An+τ=0.02 m。

3 斜拉索单模态减振效果

3. 1 附加模态阻尼比近似解、迭代解和仿真解对比

为了便于对比分析NSNVD提供的斜拉索各阶

最大附加模态阻尼比及对应的阻尼器最优参数，引

入下列无量纲参数：

k̄=-kd x d T， c̄n= cd x dωn T （36）
式中 k̄表示 NSNVD无量纲负刚度系数，c̄n表示斜

拉索第 n阶模态NSNVD无量纲阻尼系数。

由于斜拉索‑NSNVD系统复模态分析求得的

斜拉索附加模态阻尼比的近似解和迭代解与阻尼器

安装位置处的斜拉索振幅密切相关，为便于对比分

析斜拉索附加模态阻尼比的近似解、迭代解和仿真

解，统一取仿真解识别对应的斜拉索自由衰减区段

初始周期和终止周期的位移振幅峰值的平均值作为

计算近似解和迭代解时的阻尼器安装位置处的斜拉

索振幅。图 3和 4分别对比了斜拉索前 2阶附加模

态阻尼比随 NSNVD（α=0.5）阻尼系数的变化关

系，可见：

（1）当无量纲负刚度系数 k̄= 0，k̄= 0.3和 k̄=
0.6时，斜拉索前 2阶附加模态阻尼比的近似解、迭

代解和不考虑斜拉索垂度和抗弯刚度时的仿真解前

期吻合较好，但超过峰值之后吻合程度变差；当无量

纲负刚度系数 k̄= 0.9时，近似解将过高估计斜拉索

的附加模态阻尼比，并低估 NSNVD的最优阻尼系

数，而迭代解和仿真解则吻合较好；这主要是由于负

表 1 某斜拉索参数

Tab. 1 Parameters of a stay cable

参数

索长 l/m
单位长度质量m/(kg·m−1)

抗弯刚度 EI/(N∙m2)
轴向刚度 EA/N

倾角 θ/(°)
垂度参数 λ2

索力 T/kN

数值

306.7
98.6

5.525×106

2.429×109

30.5
0.9365
5529.6
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图 4 斜拉索第 2阶附加模态阻尼比随 NSNVD
（α=0. 5）无量纲阻尼系数的变化关系

Fig. 4 Variations of the second supplemental modal
damping ratio of the cable with the dimension‑
less damping coefficient of NSNVD（α=0. 5）

图 3 斜拉索第 1阶附加模态阻尼比随 NSNVD（α=
0. 5）无量纲阻尼系数的变化关系

Fig. 3 Variations of the first supplemental modal
damping ratio of the cable with the dimension‑
less damping coefficient of the NSNVD（α=
0. 5）

656



第 3 期 程志鹏，等：负刚度非线性黏滞阻尼器对斜拉索振动控制研究

刚度过大将引起斜拉索‑NSNVD系统的复波数与

无阻尼时的复波数偏差较大，近似解基本假定已不

再适用。

（2）若考虑斜拉索垂度和抗弯刚度的影响，

NSNVD 为 斜 拉 索 前 2 阶 附 加 模 态 阻 尼 比 显 著

降低。

鉴于阻尼器对斜拉索减振效果受斜拉索垂度和

抗弯刚度的影响［25］，且考虑斜拉索垂度和抗弯刚度

更符合实际，本文后续开展 NSNVD对斜拉索单模

态减振效果参数分析和多模态减振效果优化研究均

依据考虑斜拉索垂度和抗弯刚度时的仿真解。

3. 2 NSNVD参数分析

图 5和 6进一步对比分析了 NSNVD无量纲负

刚度系数和黏滞阻尼指数对斜拉索前 2阶最大附加

模态阻尼比和相应最优无量纲阻尼系数的影响规

律。由图可知：

（1）对应相同黏滞阻尼指数且 NSNVD无量纲

负刚度系数小于 1时，斜拉索前 2阶最大附加模态阻

尼比随 NSNVD无量纲负刚度系数的增大而提高，

而斜拉索最大附加模态阻尼比对应的NSNVD最优

无量纲阻尼系数则随NSNVD无量纲负刚度系数的

增大而降低。

（2）对应相同的无量纲负刚度系数，斜拉索前 2
阶最大附加模态阻尼比受NSNVD黏滞阻尼指数的

变化影响较小，但斜拉索前 2阶最大附加模态阻尼

比对应的 NSNVD最优无量纲阻尼系数随 NSNVD
黏滞阻尼指数的减小而显著下降。

4 斜拉索多模态减振效果

4. 1 多模态优化方法

图 7给出了斜拉索前 4阶附加模态阻尼比随

NSNVD（α=0.5）无量纲阻尼系数的变化关系。由

图可知：斜拉索各阶模态对应的 NSNVD最优无量

纲阻尼系数随无量纲负刚度系数的增大而降低，且

斜拉索第 1阶模态由于垂度降低效应其最大附加模

态阻尼比要明显小于高阶模态。此外，结合图 5和 6
可知，与 NSLVD相比，NSNVD（α=0.5）大幅度降

图 5 NSNVD无量纲负刚度系数和黏滞阻尼指数对

斜拉索第 1阶最大附加模态阻尼比和对应最优

无量纲阻尼系数的影响规律

Fig. 5 The influence of the dimensionless negative stiffness
coefficient and viscous damping exponent of the
NSNVD on the first maximum supplemental modal
damping ratio of the cable and corresponding opti‑
mal dimensionless damping coefficient

图 6 NSNVD无量纲负刚度系数和黏滞阻尼指数对

斜拉索第 2阶最大附加模态阻尼比和对应最优

无量纲阻尼系数的影响规律

Fig. 6 The influence of the dimensionless negative stiffness
coefficient and viscous damping exponent of the
NSNVD on the second maximum supplemental
modal damping ratio of the cable and corresponding
optimal dimensionless damping coefficient
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低了斜拉索各阶模态的最优无量纲阻尼系数，且显

著缩小了各阶模态最优无量纲阻尼系数之间的

差异。

为精准评估NSNVD对斜拉索的多模态减振效

果，本文采用文献［25］提出的基于斜拉索各阶模态

阻尼比均值和标准差的斜拉索多模态减振参数优化

方法。即：当斜拉索各阶附加模态阻尼比的均值和

标准差的差值最大时，斜拉索多模态减振效果达到

最优。斜拉索附加模态阻尼比的均值、标准差以及

二者的差值最大值的计算式分别为：

μ ( c̄1) = 1
n∑i= 1

n

ζi( c̄1) （37）

σ ( c̄1) = ∑
i= 1

n

[ ζi( )c̄1 - μ ( )c̄1 ]2/n （38）

J=max ( μ ( c̄1) - σ ( c̄1) ) （39）

式中 n为考虑的斜拉索控制模态阶次。

图 8为考虑斜拉索前 4阶模态控制相应优化指

标随 NSNVD（α=0.5）无量纲阻尼系数的变化关

系。由图可知：斜拉索前 4阶附加模态阻尼比的均

值 、标 准 差 以 及 均 值 与 标 准 差 二 者 的 差 值 均 随

NSNVD（α=0.5）无量纲阻尼系数的增大，先逐渐增

大到最大值后再减小，即斜拉索前 4阶附加模态阻

尼比的均值和标准差二者的差值存在最大值，此时

斜拉索多模态减振效果达到最优。

图 7 斜拉索前 4阶附加模态阻尼比随NSNVD（α=0. 5）无

量纲阻尼系数的变化关系

Fig. 7 Variations of the first four supplemental model
damping ratio of the cable with the dimensionless
damping coefficient of the NSNVD（α=0. 5）
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4. 2 NSNVD参数分析

图 9对比分析了 NSNVD无量纲负刚度系数和

黏滞阻尼指数对斜拉索前 4阶附加模态阻尼比的均

值与标准差二者的差值最大值的影响规律。由图可

知：对应相同黏滞阻尼指数且 NSNVD无量纲负刚

度系数小于 1时，斜拉索前 4阶附加模态阻尼比的均

值与标准差二者的差值最大值随NSNVD无量纲负

刚度系数的增大而提高，即 NSNVD对斜拉索多模

态减振效果随NSNVD无量纲负刚度系数的增大而

提升；对应相同无量纲负刚度系数，斜拉索前 4阶附

加模态阻尼比的均值与标准差二者的差值最大值随

NSNVD黏滞阻尼指数的减小而提高，即 NSNVD
对斜拉索多模态减振效果随NSNVD黏滞阻尼指数

的减小而提升。

图 10进一步对比分析了 NSNVD无量纲负刚

度系数和黏滞阻尼指数对斜拉索前 4阶模态最优控

制对应的 NSNVD无量纲最优阻尼系数的影响规

律。由图可知：对应相同黏滞阻尼指数且 NSNVD
无量纲负刚度系数小于 1时，NSNVD最优阻尼系

数随 NSNVD无量纲负刚度系数的增大而降低，即

NSNVD实现斜拉索多模态减振效果（随 NSNVD
无量纲负刚度系数的增大而提升）的阻尼成本随

NSNVD无量纲负刚度系数的增大而降低；对应相

同无量纲负刚度系数，NSNVD最优无量纲阻尼系

数随NSNVD黏滞阻尼指数的减小而降低，即NSN‑
VD实现斜拉索多模态减振效果（随 NSNVD黏滞

阻尼指数的减小而提升）的阻尼成本随 NSNVD黏

滞阻尼指数的减小而降低。

图 11（a）和（b）分别对比研究了斜拉索多模态

优化后前 4阶附加模态阻尼比随 NSNVD（α=0.8）
无量纲负刚度系数与 NSNVD（k̄= 0.6）黏滞阻尼指

图 8 考虑斜拉索前 4阶模态控制相应优化指标随

NSNVD（α=0. 5）无量纲阻尼系数的变化关系

Fig. 8 Variations of the multi-mode damping ratio optimi‑
zation index considering the first four supplemental
modal damping ratio of the cable with the dimension‑
less damping coefficient of the NSNVD（α=0. 5）

图 9 NSNVD无量纲负刚度系数和黏滞阻尼指数对斜拉索

前 4阶附加模态阻尼比的均值与标准差二者的差值最

大值的影响规律

Fig. 9 The influence of the dimensionless negative stiffness
coefficient and viscous damping exponent of the
NSNVD on the maximum difference between the
mean and standard deviation of the first four supple‑
mental modal damping ratios of the cable

图 10 NSNVD无量纲负刚度系数和黏滞阻尼指数对NSN‑
VD多模态最优无量纲阻尼系数的影响规律

Fig. 10 The influence of the dimensionless negative stiffness
coefficient and viscous damping exponent of the
NSNVD on the optimal dimensionless multi-modal
damping coefficient of the NSNVD
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数的变化关系。由图可知：斜拉索各阶附加模态阻

尼比随 NSNVD（α=0.8）无量纲负刚度系数的增大

而提高；斜拉索第 1阶附加模态阻尼比随 NSNVD
（k̄= 0.6）黏滞阻尼系数的减小而有所下降，而其余

各阶附加模态阻尼比均随 NSNVD（k̄= 0.6）黏滞阻

尼系数的减小而提高。可见：NSNVD的被动负刚

度效应和非线性黏滞阻尼特征均有助于提升斜拉索

多模态减振效果，且基于斜拉索各阶模态阻尼比的

均值和标准差的多模态减振参数优化方法同样适用

于斜拉索‑NSNVD系统。

5 结 论

（1）能量等效线性化方法对 NSNVD斜拉索减

振系统基本适用，但当阻尼系数超过最优值时，相应

结果存在一定偏差。

（2）被动负刚度效应有助于提升 NSNVD 对

斜 拉 索 的 单 模 态 和 多 模 态 减 振 效 果 ，且 相 应 的

NSNVD最优阻尼系数随其负刚度系数的增大而

降低。

（3）黏滞阻尼非线性特征有助于实现 NSNVD
对斜拉索的多模态减振增效，其可有效提高斜拉

索各阶模态阻尼比的均值与标准差二者的差值最

大 值 ，且 可 显 著 降 低 相 应 NSNVD 的 最 优 阻 尼

系数。

（4）基于斜拉索各阶模态阻尼比的均值和标准

差的多模态减振参数优化方法同样适用于斜拉

索‑NSNVD系统。

（5）当 NSNVD的负刚度系数和黏滞阻尼指数

匹配合理时，可以实现斜拉索减振双重增效。
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Nonlinear viscous dampers paralleled with negative stiffness for
cable vibration control

CHENG Zhi-peng1，2，WANG Zhi-hao1，2，GAO Hui1，YUE Fang-fang1

（1.School of Civil Engineering and Communication，North China University of Water Resources and Electric Power，Zhengzhou
450045，China；2.National Engineering Laboratory for Bridge Structure Safety Technology，Beijing 100088，China）

Abstract: To enhance the cable vibration control performance of traditional passive linear viscous dampers（LVD），this paper in‑
vestigates the cable vibration control performance of a negative stiffness parallel nonlinear viscous damper（NSNVD），which com‑
bines passive negative stiffness technique and nonlinear viscous damping characteristics. The linear equivalent model of the NSN‑
VD is firstly obtained through the energy equivalent linearization method. Next，based on the complex modal analysis，the asymp‑
totic and iterative solutions of the supplemental modal damping ratio of a taut cable are obtained，and compared with the numerical
simulation solutions considering or neglecting the cable sag and bending stiffness. Accordingly，the applicability of the energy equiv‑
alent linearization method for the cable-NSNVD system is verified. Finally，based on the numerical simulation solutions consider‑
ing the cable sag and bending stiffness，the parameter analysis of the single-mode vibration mitigation effect of the NSNVD and the
optimization of the multi-mode vibration mitigation effect of the NSNVD on stay cables are carried out，which help to analyze the
effects of the negative stiffness coefficient and viscous damping exponent of the NSNVD on single-mode and multi-mode vibration
control performance of the cable. The results show that the passive negative stiffness of the NSNVD can significantly improve the
single-mode vibration mitigation effect of stay cables. Moreover，both the negative stiffness and nonlinear viscous damping charac‑
teristics of the NSNVD are helpful to improve the multi-mode vibration mitigation effect of stay cables. Compared with the NVD
and the NSLVD，the NSNVD presents more advantages in cable vibration control.
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