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摘要: 为研究大跨度斜拉桥模态参数的不确定性，将遗传算法引入传统快速贝叶斯傅里叶变换法中，并采用高信噪

比渐进估计值约束遗传算法的参数搜索空间，发展了一种大跨度桥梁的贝叶斯模态参数识别方法。利用悬臂梁数

值模拟验证该方法的识别效率与精度；依托苏通大桥实测加速度数据应用上述方法开展大跨度斜拉桥的模态参数

识别。在此基础上，探讨频带宽度系数对模态参数识别精度和不确定性的影响，并分析模态参数后验概率密度函数

（PDF）的分布特征。结果表明，所提方法可有效识别大跨度斜拉桥的各阶模态参数；频率和振型的不确定性较低，

而阻尼比的不确定性较高；将频带宽度系数限制在 5~10有利于保证识别误差与不确定性的平衡；模态参数后验

PDF符合高斯分布。
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引 言

模态参数是开展桥梁振动控制、状态评估和损

伤诊断的重要依据，在桥梁结构健康监测中发挥着

关键作用［1］。在运营结构的模态参数识别中，由于

材料的离散性、模型误差以及测试噪声等原因，分析

结果不可避免地具有不确定性［2］。大跨度桥梁属于

典型的低频密集模态结构，相比于一般结构更加难

以准确地获取其模态参数［3］。尤其是沿海地区的大

跨度桥梁，时常受到台风等极端天气袭击，其动力性

能面临的不确定因素更加显著［4］。因此，为了给大

跨度桥梁健康监测提供稳定可靠的分析依据，有效

评估模态识别结果的不确定性至关重要［5］。

贝叶斯方法是近些年兴起的一种不确定性分析

技术。该方法认为识别结果的不确定性与模态参数

在给定的振动数据和假设模型下的条件概率密度函

数（PDF）有关［1］，因此可以根据概率模型中的最大

概率值（MPV）与协方差矩阵进行模态参数识别与

不确定性量化。目前，在贝叶斯理论框架下已经发

展出了多种模态参数识别方法［6‑8］。其中，Au［9］提出

的快速贝叶斯快速傅里叶变换（FBFFT）法受到了

广泛的关注。该方法简化了模态参数似然函数的内

部结构，避免了目标函数维度过高导致求解困难的

问题。此外，FBFFT法在分离模态［10］和密集模态［11］

下均能取得良好的识别结果，能够适用于各种土木

工程结构的动力特性分析［12‑13］。

根据目标函数优化求解MPV是贝叶斯模态参

数识别方法的关键，确保该过程的稳定性和计算效

率至关重要。遗传算法是一种不依赖目标函数梯度

信息的启发式智能优化算法，能够很好地适应高维

度、多参数的优化问题［14］。应用遗传算法求解最优

模态参数，可有效地提升模态参数识别的稳定性与

可靠性［15］。但相比于牛顿迭代法、梯度下降法等传

统优化算法，遗传算法对计算机算力要求较高［16］。

因此，要将遗传算法与贝叶斯方法结合，仍需针对两

者特点研究相应的加速策略，以满足大跨度桥梁运

营模态分析对计算效率的要求。

鉴于上述问题，本文结合 FBFFT法和遗传算

法发展了一种考虑不确定性的大跨度桥梁模态参数

识别方法。该方法在 FBFFT法中引入遗传算法搜

寻最优参数，并基于高信噪比假设［17］建立渐进估计

区间，以进一步提升桥梁模态参数识别与不确定性

量化的效率与可靠性。本文首先利用一个 6自由度

悬臂梁模型验证上述方法的识别精度与效率；然后

以苏通大桥为例开展大跨度斜拉桥的模态参数识别
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与不确定性评估，并在此基础上分析频带宽度系数

对识别结果的影响以及模态参数 PDF的分布特征。

1 基于贝叶斯 -遗传算法的模态参数

识别方法

1. 1 FBFFT法

具有 n个通道的一组实测加速度信号可以表示

为系统真实响应与预测误差的和，即：

x j= y j(θ ) + e j （1）
式中 xj=｛x1j，x2j，…，xnj｝表示实测信号；yj=｛y1j，y2j，

…，ynj｝表示受模态参数 θ影响的实际振动信号，其

中 θ包含频率 f、阻尼比 ζ、模态力功率谱密度 Sl、预

测误差功率谱密度 Se以及振型向量 Φ；ej=｛e1j，e2j，

…，enj｝表示预测误差；j=1，…，N，N为样本数量。xj
的傅里叶变换可表示为：

X k= R k+ iG k=
2Δt
N ∑j= 1

N

x jexp [
-i2π ( k- 1 )( j- 1 )

N
]（2）

式中 Rk与 Gk分别表示 Xk的实部与虚部；Δt是采样

时间间隔；Xk实质是对 xj的快速傅里叶变换（FFT）

进行 2Δt/N 倍缩放，因此 Xk又被称为缩放 FFT
（Scaled FFT，SFFT）。

Rk与Gk构成的随机向量｛Yk=［Rk
T，Gk

T］T∈R2n，

k=2，…，Nq，Nq=int（N/2）+1｝服从零均值多元高

斯分布，且各频率点间相互独立［6］。因此，θ的似然

函数可表示为：

p ( {Y k } |θ )=
1
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式中 Ck为Yk的协方差矩阵，可表示为：

C k=
1
2
é
ë
êêêê ù

û
úúúúSl DkΦΦT 0

0 Sl DkΦΦT +
1
2 Se I2n （4）

Dk=[( βk 2 - 1 )2 +( 2ζβk )2 ]-1 （5）
式中 I2n为 2n×2n阶的单位矩阵；βk=f/fk，fk表示Yk

对应的频率。

根据贝叶斯定理，θ关于 Yk的后验 PDF，p（θ|
｛Yk｝）与 p（｛Yk｝|θ）之间满足如下关系：

p ( θ| {Y k } )∝ p ( {Y k } |θ ) p ( θ ) （6）
式中 p（θ）是关于 θ的先验 PDF，一般视为常数。

忽略常数项，上式可进一步用对数似然函数表

示为：

p ( θ| {Y k } )∝ exp [-L ( θ ) ] （7）

L ( θ )= 1
2 ∑k= 2

Nq

[ ln det C k ( θ )+ Y T
n C k ( θ )-1Y k ] （8）

模态参数的 MPV可通过求解式（8）的对数似

然函数的最小值确定。

1. 2 遗传算法与渐进估计区间

遗传算法以目标值的适应度作为个体优劣性的

评价指标，并按一定概率随机执行个体的选择、交叉

与变异，从而在不断迭代更新的种群中搜寻最优参

数。该方法具有突出的全局寻优能力与稳定性，能

够很好地处理高维空间参数优化问题。因此，本文

将遗传算法引入 FBFFT法中开展对数似然函数优

化，以确保模态参数识别结果的准确性。

参数优化过程的收敛速度对模态参数识别至关

重要。遗传算法虽然具有较好的鲁棒性，但相比于

梯度下降法、牛顿迭代法等传统优化算法该方法计

算效率较低［18］。因此，为了克服遗传算法收敛速度

上的不足，本文引入高信噪比假设建立渐进估计区

间。把遗传算法参数搜索范围约束到最优值附近，

从而加快模态参数识别效率。

根据文献［10］，当结构振动信号的信噪比很高

时，振型向量Φ可由矩阵 A0的最大特征值 λ0对应的

特征向量 Φ͂渐进估计：

A 0 =∑
k

( R kRT
k + G kG T

k ) （9）

预测误差与模态力功率谱密度可按下式估计：

S͂ e=
∑
k

( RT
k R k+ G T

k G k )- λ0

( n- 1 )Nf

（10）

S͂ l ( f，ζ )= Nf
-1∑

k

D ( f，ζ ) [ Φ͂T ( R kRT
k + G kG T

k ) Φ͂ ]

（11）
式中 Nf表示提取出的 SFFT样本数量。

当对数似然函数 L（θ）关于｛Φ，Se，Sl｝最小化后

可进一步被简化为如下形式：

L ( f，ζ )≈∑
k

lnDk ( f，ζ )+

Nf ln [ Nf
-1∑

k

Dk
-1 ( f，ζ ) Φ͂T ( R kRT

k + G kG T
k ) Φ͂ ]

（12）
通过式（12）可求解出频率与阻尼比的渐进估计

值 f，͂ζ͂，然后再代入式（11）计算模态力功率谱密度的

渐进估计值 S͂ l，由此便获得了所有模态参数的渐进

估计值 θ͂。多次的计算试验表明，本文研究的案例

中 渐 进 估 计 值 θ͂ 与 最 优 值 θ̂ 的 误 差 一 般 不 超 过

10%。因此，本文以［0.9θ͂，1.1θ͂］为参数估计区间代
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入遗传算法中搜索模态参数的MPV。

由于环境等因素，桥梁结构振动监测数据中往

往混有大量噪声，难以满足高信噪比条件。本文虽

然利用高信噪比假设约束了遗传算法的参数搜索空

间，但由于优化模型中并未考虑高信噪比假设，最终

结果中并不包含任何渐进估计成分。因此，该方法

能够用于大跨度桥梁健康监测数据的分析。

1. 3 后验不确定性

在足够大的数据量下，后验 PDF可用一个等价

于 L（θ）二阶导数的高斯 PDF渐进估计［17］。特别

地，将 L（θ）在 θ̂处二阶泰勒展开有：

L ( θ )= L ( θ̂ )+( θ- θ̂ )TH ( θ̂ ) ( θ- θ̂ ) （13）
式中 H ( θ̂ )为 L（θ）的Hessian矩阵。

由式（13）可知，L（θ）的 Hessian矩阵等于协方

差矩阵 C的逆矩阵。研究表明［9］，L（θ）在振型向量

Φ的方向上导数为零，Hessian矩阵必然存在对应特

征向量是［0 0 0 0 ΦT］的零特征值。因此，Hessian
矩阵不可逆。

假设｛λ1，λ2，λ3，…，λn+4｝是 Hessian矩阵的特征

向量｛v1，v2，v3，…，vn+4｝所对应的特征值。令 λ1=0，
忽略该零特征值项。根据 Hessian矩阵的实对称矩

阵特性，Hessian矩阵的逆矩阵，即后验协方差矩阵

可由下式计算：

C= λ-1i v ivTi （14）
得到协方差矩阵后，模态参数的不确定性可由

对应的变异系数（c.o.v=标准差/MPV）量化。此

外，振型的不确定性可用下式表示：

ρ=(1+∑
i= 2

n

γi )
- 12 （15）

ρ被称为期望模态置信准则（MAC）［19］，ρ越接

近于 1，振型的不确定性越低；γ表示协方差矩阵中

关于振型向量的 n阶方阵的特征值（忽略 i=1对应

的零特征值项）。

1. 4 计算流程

为便于表达，将所使用的方法统称为贝叶斯‑遗
传算法。首先对加速度信号进行 SFFT变换，然后

以频谱峰值为中心按 f0（1±0.01κ）的宽度选择样本

数据。 f0表示频谱峰值对应的频率，可按功率谱密

度（PSD）谱或奇异值（SV）谱峰值确定；κ为频带宽

度系数。在获得样本数据后，便可利用贝叶斯‑遗传

算法识别各模态参数并量化其不确定性。主要的计

算流程如图 1所示，其中贝叶斯 ‑遗传算法优化模型

的种群个体数为 50，交叉与变异概率分别为 0.7
与 0.01。

2 数值算例

本节采用 6自由度悬臂梁模型验证贝叶斯 ‑遗
传算法的识别精度与效率，如图 2所示。该模型所

有质点的质量均为 1000 t，质点间的竖向剪切刚度

为 750×103 kN/m，且各阶模态阻尼比均为 0.05。
悬臂梁模型前三阶模态的自振频率理论值分别为

1.05，3.09和 4.95 Hz，本节对此三阶模态进行参数

识别。以高斯白噪声为激励计算悬臂梁模型的加速

度响应，采样频率为 50 Hz。在每个质点处采集到

65536个加速度数据，并在其中添加均方根为无噪

声模拟数据 20%的高斯白噪声模拟预测误差。

悬臂梁模型的模态参数识别结果与对应的理论

值如表 1与图 3所示。此处还采用频域分解（FDD）
法进行了振型识别，以对比两种方法的识别精度。

由表 1与图 3可知，FBFFT法识别的各模态参数与

理论值十分接近，仅存在微小的误差。由 FBFFT
法识别的振型与理论振型吻合良好，且各阶振型的

ρ都近似于 1，振型不确定性较小。FDD法识别出的

振型同样具有较高精度，但相比之下，FBFFT法识

别振型的MAC值比 FDD法识别振型的MAC值更

图 1 计算流程图

Fig. 1 Flowchart of calculation

图 2 6自由度悬臂梁

Fig. 2 Cantilever beam with 6-DOF
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接近于 1，FBFFT法精度更高。

为验证渐进估计区间对提升模态参数识别效率

的有效性，利用不同方法对一阶模态对数似然函数

进行优化，计算迭代过程如图 4所示。其中大区间

搜索遗传算法不使用渐进估计区间，而是在包含了

可能模态参数值的大区间内搜寻最优值。该区间根

据经验确定，本节频率区间设为［0.8f0，1.2f0］，阻尼

比区间设为［0.5%，7.5%］，模态力功率谱密度与预

测 误 差 谱 密 度 区 间 均 设 为［0，0.5 m2/（s4·Hz）］。

Nelder‑Mead法是一种能够很好地适应多参数优化

问题的局部寻优算法，在适当的初值下具有精度高、

计算快的特点。该方法在 FBFFT法中的迭代初值

可参见文献［10］。

由图 4可知，在渐进估计区间寻优的遗传算法

能够很快收敛，而 Nelder‑Mead法的迭代次数略多

于渐进估计区间搜索遗传算法。相较于渐进估计区

间搜索遗传算法与 Nelder‑Mead法，大区间搜索遗

传算法计算速度明显变慢，需要更多迭代次数。在

迭代次数达到 100时，渐进估计区间搜索遗传算法

与 Nelder‑Mead法早已收敛，但大区间搜索遗传算

法仍未到达最优值。因此，高信噪比渐进估计区间

能够有效提升模态参数识别效率，并避免遗传算法

陷入局部最优解。需说明的是，此处仅考虑了单个

模态下的参数优化，各方法计算耗时均较短。因此，

本节没有进行详细的计算时长对比。

3 大跨度斜拉桥模态参数识别

苏通大桥主跨长度 1088 m，是世界首座千米

级斜拉桥。该桥建立了全面的健康监测系统，其中

主梁加速度传感器的布置如图 5所示。每个传感

器布置截面均包含左右幅两个竖向加速度传感器，

采样频率为 20 Hz。本节采用安装于主跨的 5对加

速度传感器（ACC‑3#~ACC‑7#）的监测数据开展苏

通 大 桥 运 营 模 态 分 析 ，每 个 通 道 的 样 本 数 量 为

72000。
样本数据的 PSD谱与 SV谱如图 6所示，其中，

图 6（a）中不同颜色曲线表示不同通道输出的加速

度数据 PSD，图 6（b）中不同颜色曲线表示加速度数

据 PSD矩阵的不同阶特征值，为节省篇幅，本节仅

对该图中标记的 4阶竖弯模态进行识别。取频带宽

度系数 κ=10，苏通大桥的模态参数识别结果如表 2
与图 7所示。由对应的结果可知，阻尼比与模态力

功率谱密度不确定性较高，而频率与振型的不确定

性相对较低。大跨度桥梁承受的车载、风载等激励

表 1 数值模型参数识别结果

Tab. 1 Model parameters identified results of numerical
model

模态

1阶

2阶

3阶

κ

10

8

9

参数

f/Hz
ζ/%

Sl /(μg·Hz
-12 )

Se /(μg·Hz
-12 )

f/Hz
ζ/%

Sl /(μg·Hz
-12 )

Se /(μg·Hz
-12 )

f/Hz
ζ/%

Sl /(μg·Hz
-12 )

Se /(μg·Hz
-12 )

MPV

1.052
4.625

405.285

373.919

3.049
5.015

401.178

373.260

4.851
4.917

396.946

368.306

理论值

1.051
5.000

409.725

373.587

3.091
5.000

409.725

373.587

4.952
5.000

409.725

373.587

c.o.v/
%
0.345
11.284

13.658

2.702

0.247
8.471

11.461

1.760

0.185
6.190

8.139

1.326

误差/
%
0.089

-7.493

-1.084

0.089

-1.376
0.304

-2.086

-0.087

-2.045
-1.655

-3.119

-1.414

注：1 μg·Hz-
1
2 = 1×10-6 g·Hz-

1
2= 9.81×10-6 m/（s2·Hz-

1
2）。

图 4 不同优化方法迭代过程

Fig. 4 Iterative process of different optimization methods

图 3 悬臂梁振型识别结果对比

Fig. 3 Comparison of mode shapes identified result
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在足够长的时间段内往往会表现出明显的非平稳

性，无法满足高斯白噪声假设［20］。此外，桥梁结构阻

尼比在不同的外部环境、荷载条件下存在显著的变

异性，难以准确识别［21］。可能正是上述原因导致了

模态力功率谱和阻尼比的不确定性偏大。

频率与阻尼比是桥梁结构重要的动力特性，也

是模态参数识别中首要考虑的对象。因此，为分析

频带宽度系数 κ对模态参数识别结果的影响，本节

计算了不同 κ值对应的频率、阻尼比及其变异系数，

如图 8和 9所示。图中频率、阻尼比的参考值来源于

文献［4］。由图 8和 9可知，随着 κ的增大，识别结果

与参考值的差异逐渐增大。第四阶频率与第三、四

阶阻尼比受 κ的影响最为明显，当 κ大于 12后，识别

值明显偏离参考值。总体上，c.o.v随着 κ的增大逐

渐减小。但当 κ增大到一定程度后，c.o.v也可能表

现出增大的趋势。上述结果表明，在一定范围内增

大 κ值有利于降低模态参数的不确定性，但当 κ超过

该范围后识别误差将逐渐增大，c.o.v的变化也可能

出现异常。

上述现象发生的原因主要包含两方面［22］：一方

图 5 苏通大桥主梁加速度传感器布置（单位：m）
Fig. 5 Layout of accelerometer on main beam of Sutong Bridge（Unit：m）

图 6 样本数据功率谱密度与奇异值谱

Fig. 6 Power spectral density and singular value spectrum

表 2 模态参数识别结果

Tab. 2 Identified modal parameters

f

ζ

Sl

Se

Φ

MPV/Hz
c.o.v/%
MPV/%
c.o.v/%

MPV/(μg·Hz-
1
2 )

c.o.v/%

MPV/(μg·Hz-
1
2 )

c.o.v/%
ρ

模态

1阶
0.185
0.145
0.746
20.738

10.785

10.723

26.225

2.902
0.99980

2阶
0.218
0.111
0.528
22.116

4.823

10.367

15.096

2.666
0.99980

3阶
0.334
0.257
2.659
12.656

2.162

12.744

6.534

2.148
0.99929

4阶
0.396
0.294
2.876
24.829

1.482

31.082

6.709

1.998
0.99828

图 7 振型识别结果

Fig. 7 Identified mode shapes
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面随着 κ的增大，样本数据量增大，样本能够提供更

多的模态信息，有利于降低识别结果的不确定性；

另一方面随着 κ的增大样本中可能包含的其他模态

信息也越多，模态分布越密集、频谱响应越微弱该

现象就越突出（如第四阶模态），进而导致识别结果

出现较大的误差。因此，在选择 κ时应充分考虑频

图 8 模态参数MPV随频带宽度系数的变化趋势

Fig. 8 Effect of bandwidth factor on MPV of modal parame‑
ters

图 9 模态参数 c. o. v随频带宽度系数的变化趋势

Fig. 9 Effect of bandwidth factor on c. o. v of modal parame‑
ters

图 10 模态参数后验概率密度函数

Fig. 10 Posterior PDF of modal parameters
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谱分布情况，并避免选择过大的 κ值。从图 8和 9
看，κ在 5到 10之间时，既能确保模态参数的MPV
具有较小的误差，又能让变异系数不至于过大且分

布稳定［19］。

图 10展示了一阶模态各参数后验 PDF的分布

情况，其中实线表示以各参数的MPV为期望、Hes‑
sian矩阵的逆矩阵为协方差矩阵拟合的高斯 PDF，
而虚线是式（7）所示的似然函数在各参数方向上的

抽样。由图中可知，高斯 PDF与模态参数的概率分

布吻合良好，表明在不确定性量化时利用高斯 PDF
代替参数的后验 PDF计算协方差矩阵是合理可

行的［8］。

4 结 论

（1）将 FBFFT法与遗传算法结合，并利用渐进

估计区间约束参数搜索范围，能够高效准确地识别

大跨度斜拉桥的各阶模态参数。

（2）模态参数识别结果中，阻尼比与模态力功率

谱密度表现出较大的不确定性，而频率与振型的不

确定性相对较小。

（3）选择频带宽度系数时应适当考虑频谱分布

特征，并将其限制在 5与 10之间以确保识别误差与

不确定性的平衡。

（4）通过似然函数抽样建立的模态参数后验

PDF与高斯渐进结果高度吻合，符合模态参数的后

验 PDF可用高斯 PDF代替的假设。
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Application study on Bayesian method in modal parameter identification
of the long-span cable-stayed bridge

YANG Chao-yong，MAO Jian-xiao，WANG Hao，ZHANG Yi-ming
（Key Laboratory of Concrete and Prestressed Concrete Structures of Ministry of Education，Southeast University，

Nanjing 211189，China）

Abstract: To investigate the uncertainty of modal parameters of the long-span cable-stayed bridge，the genetic algorithm is intro‑
duced into the traditional fast Bayesian FFT（FBFFT）approach，and the asymptotic approximation with the assumption of high
signal-to-noise ratio is used to constrain the search space of parameters of genetic algorithm. Thus，a modal parameter identification
approach for the long-span bridge is developed. The recognition efficiency and accuracy of the proposed hybrid method are verified
by using the numerical simulation of a cantilever beam. The modal parameters of Sutong Bridge are identified using the proposed
method and according to the measured acceleration data. On that basis，the influence of bandwidth factor on the identification accu‑
racy and the uncertainty of modal parameters are investigated. The characteristic of the posterior probability density function
（PDF）of modal parameters is analyzed. The results show that every modal parameter of the long-span cable-stayed bridge can be
identified effectively using the proposed method. The uncertainty of the identified frequencies and mode shapes is much lower than
that of identified damping ratios. By setting the bandwidth factor between 5 and 10，the balance of identification error and uncertain‑
ty can be reached. The posterior PDF of identified modal parameters is highly consistent with the Gaussian PDF.

Key words: modal parameter identification；long-span cable-stayed bridge；uncertainty；Bayesian approach；genetic algorithm
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