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摘要: 地震易损性分析是评价工程结构抗震安全性的重要手段，但在计算过程中通常需进行大量的动力时程分析，

这导致其计算效率通常较低。该文旨在建立框架结构强震下的高效动力分析与倒塌易损性计算方法。使用纤维梁

单元建立框架结构数值分析模型，引入隔离非线性理论进行局部材料弹塑性行为模拟，并通过对考虑 P‐Δ 效应的几

何刚度进行矩阵分解和摄动变换，提出了能够同时对局部材料弹塑性行为和几何非线性行为进行隔离表达的纤维

梁模型控制方程，结合 Woodbury 公式进行控制方程求解，所提方法在结构动力非线性分析时能够避免整体刚度矩

阵的反复更新，显著提升了求解效率；为克服动力 Woodbury 公式对时间步长选取的限制，进一步建立不同时间步

长下该公式中相关系数矩阵的预处理机制和自适应调度机制，提出了基于自适应 Woodbury 公式的框架结构高效

动力分析方法，在此基础上结合多条带法，建立了结构倒塌易损性曲线的快速计算方法。使用一个 9 层框架结构验

证了所提方法的高效性和准确性。
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引  言

对建筑结构在强震下的抗震性能进行快速准确

评估对于保障结构安全性具有重要现实意义。结构

抗倒塌能力作为避免强震下出现人员大量伤亡的最

终防线，可通过倒塌易损性曲线或以其为基础发展

而来的抗倒塌性能指标（如倒塌安全储备系数）进行

评价，其中易损性分析通过考虑影响结构地震反应

的不确定性因素，能够较为合理地描述结构在不同

强度地震下的倒塌概率。

当前已发展出多种易损性分析方法，如增量动

力分析（Incremental Dynamic Analysis，IDA）方法、

云图法等［1‐4］，其中以 IDA 方法最具代表性，该方法

通过选取一组能够表征地震动不确定性的地震记

录，将每条地震记录按照某个强度指标（IM）进行多

次调幅并对结构进行相应动力时程分析，可以确定

结构在不同地震记录下的倒塌点及其概率分布。然

而，上述方法均需涉及数十乃至上百次的非线性地

震反应分析，计算效率较低。在对于结构抗倒塌性

能进行评价时，相应易损性曲线的计算通常仅需关

注结构倒塌点，而较小地震强度下的地震反应数据

并不需要参与计算，鉴于此，近年来相继有学者提出

多种能够快速计算结构倒塌易损性的方法［5‐6］，这些

方法大多通过减少地震反应分析次数的方式提高倒

塌易损性的计算效率，如截断 IDA 方法、多条带法

等，其中截断 IDA 方法仅需分析部分地震记录引起

结构倒塌的地震强度水平［6］，多条带法（Multiple ‐
stripe Analysis， MSA）需在若干特定地震强度下对

结构进行多次地震反应分析［7‐8］，其所需地震反应分

析的次数相较于截断 IDA 方法更少，该方法中每个

地震强度可分别选用代表该强度地震风险水平的不

同地震记录进行动力时程分析，亦可选用经调幅的

相同地震记录［8］。此外，有学者基于 Pushover 分析

提出了简化的结构倒塌易损性分析方法［9］，尽管此

类方法能够避免耗时的动力时程分析，但本质上属

于近似分析方法，计算结果包含一定误差。综上可

见，虽然以动力分析为基础的结构易损性分析方法

可以得到具有较高精度的结构抗地震倒塌能力评价

结果，但均需进行大量耗时的地震反应分析。尽管

众多学者为减少此类方法的动力分析次数进行了多

方面研究，但强震下较为高昂的非线性分析成本依
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然是制约其被广泛应用的主要障碍，因此，发展更为

高效的地震反应分析理论就成为了提高结构抗倒塌

性能分析效率的有效途径。

地震作用下结构的塑性变形通常集中于局部区

域，对于框架结构，塑性变形主要集中于部分梁、柱

构件的端部，相应的结构高效非线性数值分析方法

大多利用这一特点展开，例如，孙宝印等［10‐12］通过在

分析前使用简化弹性梁单元建立结构分析模型，并

在分析过程中使用精细化单元对出现弹塑性变形的

少量构件进行实时替换，提出了用于框架结构高效

分析的数值子结构方法。方明等［13］根据结构局部损

伤的分布情况对结构不同部位进行自适应网格细分

和自由度缩聚，提出了一种适用于局部非线性问题

的动力分析方法。文献［14‐16］提出了能够对结构

局部非线性问题进行高效求解的显式降维迭代分析

法，并基于该方法实现了高效易损性分析。汪梦甫

等［17］基于 Wilson 针对局部非线性问题提出的快速

非线性分析方法（FNA），建立了快速增量动力弹塑

性分析方法。考虑到结构的局部非线性行为可以转

变为初始弹性刚度的低秩摄动表达，众多学者通过

引入数学领域中用于低秩摄动问题快速求解的

Woodbury 公式，提出了多种高效的局部非线性分析

方法［18‐26］。文献［18‐24］将拟立法中的变形分解思想

与有限元理论相结合，并引入额外非线性自由度，提

出了具有较好适用性的隔离非线性有限元法，该方

法使用 Woodbury 公式对控制方程进行求解，能够

在迭代计算过程中有效避免传统非线性分析方法所

需的大规模整体刚度矩阵反复更新和分解，极大提

高了结构非线性分析效率，同时也结合算法复杂度

理论证明了该方法中 Woodbury 公式的效率优势。

随后，文献［20］基于该方法提出了纤维梁单元模型，

实现了对一般框架结构的高效非线性分析。

既有基于 Woodbury 公式的分析方法主要由材

料非线性问题发展而来，本文主要关注框架结构在

强震下的高效动力分析和倒塌易损性计算，为此，还

需进一步考虑结构的几何非线性影响，虽然当前已

有多种较为成熟的几何非线性分析格式可供使用，

如完全拉格朗日格式、更新拉格朗日格式、共旋坐标

法等，但由于结构几何非线性具有全局性特征，与

Woodbury 公式对于非线性变形的局部化要求相悖，

因而该公式难以直接用来进行高效分析。近期 Li
等［21］参考完全拉格朗日格式，结合隔离非线性法理

论提出了一种用于几何非线性行为模拟的近似

Woodbury 求解方法，虽然该方法相较于传统求解方

法能够实现更为高效的分析，但其需在分析过程中

根据结构几何位形的变化对控制方程中的整体刚度

项进行多次更新，且对 Woodbury 公式的修改也在

一定程度上增加了求解过程的计算复杂度。此外，

在进行地震反应分析时，Woodbury 公式中结构整体

刚度项为包含计算时间步长的有效弹性刚度，为实

现基于 Woodbury 公式的高效分析，结构整体刚度

项及与之相关的系数矩阵不能随意改变，这导致分

析过程中时间步长难以根据地震激励和结构非线性

状态的变化而实时变化，而使用较小的时间步长将

引起计算步数增多，最终使得整体分析效率难以得

到有效保障，当涉及到倒塌易损性分析这类需考虑

大量不同地震记录和高强度激励的计算问题时，这

一点显得尤为突出。尽管文献［27］曾结合 Wood‐
bury 公式提出一种能够实现时间步长随地震强度变

化的 IDA 分析方法，但其中时间步长参数的确定依

赖分析者经验判断，因而适用性有限。综上可见，基

于 Woodbury 公式的非线性分析方法具有数学基础

严格、适用性好、计算效率高等特点，然而，为充分发

挥其效率优势，实现框架结构高效地震倒塌易损性

分析，还需对几何非线性模式方法和运动方程求解

方法进行更为深入的探索。

本文仅考虑对框架结构在强震下的抗倒塌性能

具有显著影响的几何二阶效应（即 P‐Δ 效应），通过

对相应几何刚度进行矩阵分解和摄动展开，并进一

步与既有的纤维梁单元隔离材料非线性控制方程进

行融合，提出了能够对材料弹塑性行为和几何二阶

效应同时进行隔离表达的纤维梁模型控制方程，该

方程可使结构整体刚度项在分析过程中保持不变，

进而可以直接采用 Woodbury 公式提升方程求解效

率。在此基础上，提出了一种用于高效非线性地震

反应分析的自适应动力 Woodbury 求解方法，进一

步结合多条带法实现了框架结构的快速倒塌易损性

分析，所提方法通过在前处理阶段预先计算出对应

于不同时间步长的有效弹性刚度和相关系数矩阵，

并在实际分析时引入时间步长和相应系数矩阵的自

适应更新与调度机制，能够克服动力分析时 Wood‐
bury 公式对时间步长选取的限制，充分发挥其高效

计算优势，有效提升框架结构倒塌易损性分析的

效率。

1　基于隔离非线性的纤维梁模型

本文基于李钢等［20，24］提出的隔离非线性纤维梁

单元建立结构数值分析模型，该单元模型最初仅考

虑了材料弹塑性行为的模拟。使用图 1 所示框架结
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构对该单元基本原理和相应 Woodbury 求解方法进

行说明。图 1（b）为截面纤维材料的弹塑性分解过

程，可以看出，任意时刻的材料应变增量均可基于其

初始弹性模量分解为线弹性应变增量与非线性应变

增量两部分，通过将截面中各纤维材料的应变进行

集成，可进一步实现截面变形的弹塑性分解，随后，

基于插值方法建立单元的截面非线性变形场模型，

可在任意计算步中建立如下形式的控制方程
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式中  Ke为整体结构的初始弹性刚度矩阵，假设结

构模型的位移自由度数为 n，则该矩阵阶数为 n×n；
ΔX，ΔF和 ΔΕ"分别代表结构的位移增量向量、荷载

增量向量和截面塑性变形增量向量，其中 ΔΕ"的阶

数为 m×1，m 为结构的塑性自由度的数目，由于向

量 ΔΕ"在集成时仅考虑产生塑性变形的截面，因此

m 与塑性区域的规模有关；K ′和 K ″p 为与局部塑性行

为有关的系数矩阵，其阶数分别为 n×m 和 m×m，

其中 K ′与结构中当前产生塑性变形的区域位置有

关，K ″p 与塑性截面切线刚度有关。

通过对塑性自由度进行凝聚，式（1）可以转化为

初始弹性刚度的低秩摄动形式：

( )K e

n × n

-K′
n × m
K ″p -1

m × m

K′T
m × n

ΔX
n × 1

=ΔF
n × 1

（2）

式中  等号左边括号中表达式的计算结果代表了结

构切向刚度，对于框架结构，地震下其非线性变形通

常集中在部分梁、柱构件的端部，塑性变形的局部化

特征显著，此时有 m≪n，从而可引入 Woodbury 公式

对控制方程进行高效求解，如下式所示：

ΔX
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= ( )K
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e
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-1
e

n × n
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       ( K ″p - K inf )-1

m × m

K′T
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e

n × n
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（3）
其中：

K inf = K ′ TK-1
e K ′ （4）

式中  ( K ″p -K inf )称为Schur补矩阵，其阶数为m×m。

由于结构整体刚度矩阵在整个非线性分析过程

中保持弹性，仅需在分析前分解一次即可，因而式

（3）的主要计算消耗将集中于 m×m 阶小规模 Schur
补矩阵的更新和分解。这表明 Woodbury 公式的使

用可以避免传统非线性分析方法所需的大规模整体

刚度矩阵实时更新和分解，取而代之的是对一个规

模极小的 Schur 补矩阵进行相应运算，从而极大提

升了结构非线性分析效率。可见，该方法本质上实

现了大规模结构非线性问题的降维分析，其高效性

也主要来源于此，当结构规模较大或计算工况较多

时，该方法的效率优势将尤为明显。

2　考虑 P-Δ效应的纤维梁模型隔离

非线性控制方程

框架结构中各构件在出现几何变形后由轴向荷

载引起的二阶效应（即 P‐Δ 效应）是地震下引发并加

剧结构倒塌的主要因素，本文提出了一种将结构几

何二阶效应与材料弹塑性行为进行统一隔离表达的

方法，以使结构刚度在倒塌易损性全过程分析中保

持不变，从而充分利用 Woodbury 公式的效率优势。

以图 2 所示的二维梁单元为例，AB 为单元初始

位置，A0B0为单元变形后位置，图中 fN代表作用于单

元两个端结点上的轴向力，uν1 和 uν2 分别为单元两端

结点沿 y 方向的位移。本文使用下式构造考虑 P‐Δ

效应的单元简化几何刚度：

图 2 二维梁柱单元变形图

Fig. 2 Deformation of two dimensional beam column element

图 1 基于隔离非线性纤维梁单元的框架结构分析模型

Fig. 1 Analytical model of frame structure based on inelastic‐
ity-separated fiber beam column element
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式中  L 代表单元长度。

上式表明，当仅考虑 P‐Δ 效应时，单元几何刚度

仅与其轴向力有关。当进行结构地震反应时，由于

各单元之间存在复杂的相互作用，单元轴力并非恒

定。考虑到动力分析前通常需施加用于模拟结构自

重作用的静力荷载，因此，对于某个单元，可将地震

反应分析过程中任意计算步的单元轴向力分解为如

下两部分：

fN = fN， v + fN， h （6）
式中  fN，v代表结构自重作用引起的单元轴力；fN，h代

表当前计算步中单元轴力与 fN，v 的差值，对于柱构

件，该部分轴力主要用于抵抗由地震作用产生的倾

覆力矩。

基于式（6）给出的轴力分解表达式，可将式（5）
给出的刚度项 kg进一步分解为如下形式：

kg = kg， v + kg， h （7）
式中  kg，v和 kg，h分别代表考虑 fN，v和 fN，h时产生的单

元几何刚度。

由于结构模型一旦给定，各单元在自重作用下

的轴向力即可求出，因而式（7）中的刚度项 kg，v将在

地震反应分析过程中保持不变，而 kg，h代表了由轴力

变化引起的几何刚度扰动。对 kg，h进行摄动变换，可

将式（7）改写为如下形式：

kg = kg， v - k ′g， h k̂g， hk ′T
g， h （8）

其中：

k ′g， h = [ 0 1 0 0 -1 0 ] （9）

k̂g， h = é
ë
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式（8）代表单元几何刚度的摄动展开。将各单

元几何刚度进行集成，可建立考虑 P‐Δ 效应时整体

结构几何刚度矩阵Kg的摄动展开表达式：

K g = K g， v - K ′g， h K̂ g， hK ′ T
g， h （11）

式中  Kg，v 代表结构自重对几何刚度的贡献，可将

其看作为动力分析时结构几何刚度的初始状态；

K ′g， h 和 K̂ g， h 分别由各单元系数矩阵 k ′g， h 和 k̂g， h 集成

得到，其中 K̂ g， h 为对角矩阵。

将式（11）与前述仅考虑材料弹塑性行为模拟的

摄动式控制方程（即式（2））相结合，即可得到同时考

虑材料弹塑性和 P‐Δ 效应的摄动式结构控制方程，

进一步参考从式（1）到（2）的过程，可反推出如下形

式的隔离非线性控制方程：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúK eg K ′eg

K 'eg
T K ″pg

é
ë
êêêê ù

û
úúúúΔX

-ΔΕ″eg

= é
ë
êêêê ù

û
úúúúΔF

0
（12）

其中：

K eg = K e + K g， v （13）
K ′eg = [K ′ K ′g， h ] （14）

K ″pg = é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

K ″p 0

0 K̂-1
g， h

（15）

ΔΕ″eg = é
ë
êêêê ù

û
úúúúΔΕ″

ΔΣ″
（16）

式中  ΔΣ″代表虚拟的几何非线性影响向量，其中

的每一项均代表一个虚拟的几何非线性自由度；Keg

为考虑几何非线性影响后的整体刚度项，代表了在

动力分析初始时刻的结构整体刚度，该矩阵在动力

分析过程中将始终保持恒定。

本文方法通过对几何刚度进行分解，可以使整

体刚度项在分析过程中保持初始状态不变，在分析

过程中由各单元轴力变化导致的几何刚度变化的影

响，通过额外引入的虚拟几何非线性自由度予以考

虑，其在控制方程中与表征弹塑性影响的塑性自由

度一并被隔离表达。式（12）与式（1）具有完全一致

的矩阵特征，可直接采用 Woodbury 公式求解。

由于本文方法仅考虑了 P‐Δ 效应的模拟，几何

刚度仅与各单元轴力有关。在构造上述隔离非线性

控制方程时，若在某个计算步中某个单元轴力相较

于初始状态不发生变化，则该单元将不会引起几何

刚度的改变，相应几何非线性自由度可直接从控制

方程中消除。然而，通常大部分单元的轴力在动力

分析时并不会保持恒定，这将产生较多的非线性自

由度，并导致在使用 Woodbury 公式进行求解时由

于 Schur 补矩阵的阶数偏高而不利于充分发挥其高

效性。考虑到在实际地震反应分析过程中，轴力变

化较大的单元通常仅存在于结构的局部区域内，相

应的单元几何刚度改变也较为明显，而其他大部分

单元的轴力仅在小范围内浮动，几何刚度的变化并

不明显，其对最终计算结果的影响也较小，本文使用

下式在每次迭代求解时对各单元轴力的变化程度进

行判别，以便于仅激活少量对计算结果影响显著的

几何非线性自由度：

λp =
|

|
|
||
| fN， h

EA
|

|
|
||
|

（17）

式中  EA 为单元截面的弹性轴向刚度。

式（17）所得计算结果实质上代表了由轴力改变

量引起的弹性截面轴向应变。进一步引入预先设定
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的状态阈值 λth，在某个迭代步中若某个单元满足条

件 λp> λth，则相应几何刚度将根据式（6）~（8）推导

过程参与控制方程中相关矩阵的集成和 Woodbury
公式求解，若不满足上述条件则忽略单元几何刚度

摄动项的影响，即使用 kg，v 近似表示单元几何刚度

（即若 λp≤λth，则令 kg≈kg，v），此时该单元不产生额外

的几何非线性自由度。由于使用式（17）对单元状态

进行识别后结构非线性自由度可保持在较低的水

平，Woodbury 公式的高效性能够得到保证。应当指

出的是，此时 Woodbury 公式的计算结果将存在一

定的近似误差，但该误差可在迭代求解过程中予以

消除，因而上述近似处理并不会显著影响最终分析

精度。

3　动力 Woodbury求解公式自适应

更新方法

3. 1　运动方程求解

基于上述框架结构的隔离双重非线性控制方程

式（12），可建立如下增量形式的结构运动微分方程：

MΔẌ+ CR ΔẊ+ K eg ΔX=
-MιΔẍg + K ′eg ΔΕ″eg （18）

式中  M代表结构的质量矩阵；CR 为阻尼矩阵；ΔẌ
和 ΔẊ分别代表结构的相对加速度增量和相对速度

增量；ι为影响系数向量；Δẍg = ẍg( tk) - ẍg( tk - 1)，代
表第 k-1 个时间步到第 k 个时间步的地面加速度

增量。

上式中，等号左端的刚度项可始终保持弹性，等

号右端增加了考虑结构非线性影响的虚拟荷载项

（即 K ′eg ΔΕ″eg）。将上式等号右端的两项作为施加在

弹性结构上的外荷载，使用 Newmark 平均加速度方

法进行数值积分，并结合式（12）中的第二个等式，可

建立如下形式的隔离双重非线性动力分析控制

方程：

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúK̄ eg K ′eg

K 'eg
T K ″pg

é
ë
êêêê ù

û
úúúúΔX

-ΔΕ″eg

= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúΔF̄

0
（19）

式中  K̄ eg 和 ΔF̄分别代表结构有效整体弹性刚度和

有效荷载增量，相应计算表达式为：

K̄ eg = K eg + γ
βΔt

CR + 1
βΔt 2 M （20）

ΔF̄= -MιΔẍg + ( 1
βΔt

M+ γ
β
CR) Ẋ ( tk - 1) +

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê 1

2β
M+ Δt ( γ

2β
- 1) CR

ù

û

ú
úú
ú
Ẍ ( tk - 1) （21）

式中  Δt 为时间步长；Ẋ ( tk - 1 )和 Ẍ ( tk - 1 )分别代表

结构在第 k-1 个时间步的相对速度和相对加速度；

γ 和 β 分别取为 0.5 和 0.25。
引入 Woodbury 公式，可对式（19）的动力控制

方程进行高效求解：

ΔX
n × 1

= ( )K̄ eg

n × n

+K̄
-1
eg

n × n
K ′eg

n × m
       ( K ″pg - K̄ inf )-1

m × m

K′T
m × n
K̄

-1
eg

n × n

ΔF̄
n × 1

（22）
其中：

K̄ inf = K 'eg
T K̄-1

eg K ′eg （23）
可以看出，式（22）~（23）与式（3）~（4）在矩阵

表达格式上一致，但在荷载项和整体刚度项中包含

了时间步长等动力分析相关信息。

3. 2　变步长加载策略

为计算结构的倒塌易损性曲线，需选取大量地

震记录对结构进行多次高强度激励下的动力时程分

析。图 3 为某典型强震记录的加速度时程曲线，可

以看出，虽然其峰值强度较高，但整个时间域中地面

高强振动通常仅出现在较小的时间区间内，其余大

部分时间区间内的振动强度相对较低。本文所采用

的 Newmark 方法具有无条件数值稳定性，因而在低

强度时间区间内可将计算时间步长适当放大，然而，

在高强度时间区间内则需减小时间步长，以保证迭

代求解过程的计算稳定性。从前文论述可知，为保

证 Woodbury 求解公式的计算高效性，就要求其中

的整体刚度项在分析过程中不得随意变化，从式

（20）和（23）可以看出，动力 Woodbury 公式中有效

弹性刚度矩阵 K̄ eg 及与之相关的系数矩阵 K̄ inf 均与

时间步长有关，这就对时间步长的选取提出了较为

苛刻的要求。若采用固定时间步长进行动力分析，

就需选取较小值，以保证高强度时间区间内的迭代

稳定性，尽管此种情况下使用 Woodbury 公式可以

提高每个计算步的计算效率，但这将增加分析所需

总计算步数，并导致整体分析效率难以得到有效

提升。

为实现时间步长的自适应更新，本文首先在结

构地震反应分析前预先设定若干时间步长，基于式

（20）计算对应的有效弹性刚度，分别进行矩阵分解

图 3 典型地面运动加速度时程

Fig. 3 Typical acceleration time history of ground motion
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运算并存储相应计算结果。假设一共预设 c 个时间

步长，并采用 LDLT 方法进行矩阵分解运算，则有：

( )K̄ eg
Δt_1

= K eg + 2
Δt_1 CR + 4

( )Δt_1 2 M=

L̄Δt_1 D̄Δt_1 L̄  T
Δt_1，

( )K̄ eg
Δt_2

= K eg + 2
Δt_2 CR + 4

( )Δt_2 2 M=

L̄Δt_2 D̄Δt_2 L̄  T
Δt_2，

⋮

( )K̄ eg
Δt_c

= K eg + 2
Δt_c

CR + 4
( )Δt_c

2 M=

L̄Δt_c D̄Δt_c L̄  T
Δt_c （24）

式中  Δt_1，Δt_2，…，Δt_c 代表 c 个预设的时间步

长（按降序排列）；( K̄ eg )Δt_i 代表对应于第 i 个预设时

间步长的有效弹性刚度；L̄Δt_i 和 D̄Δt_i 分别为有效弹

性刚度 ( K̄ eg )Δt_i 分解得到的下三角矩阵和对角矩阵。

对于动力 Woodbury 公式中用于合成 Schur 补
的系数矩阵 K̄ inf（式（23）），可在相应整体刚度项 K̄ eg

完成分解后通过多次回代的方式进行计算，该矩阵

不仅与时间步长有关，还与结构中进入非线性状态

的单元位置有关（原因在于合成该矩阵的 K ′eg 与进

入非线性状态的单元位置有关），因此分析过程中需

根据时间步长和结构非线性区域的演化而不断更

新。为避免在迭代求解过程对矩阵 K̄ inf 进行反复的

重新计算，同时为提高 Woodbury 公式的执行效率，

本文在分析前预先计算出全局非线性状态下对应于

不同时间步长的矩阵 K̄ inf（即假设所有单元均进入非

线性状态）并将其存储，为便于区分，使用符号 K̄ INF

表示全局非线性状态下的 K̄ inf 矩阵，在实际分析时，

可根据当前分析步中产生非线性变形的单元编号和

选取的时间步长直接从相应 K̄ INF 矩阵中提取对应元

素合成 Schur 补矩阵。不同预设时间步长下的 K̄ INF

矩阵可使用下式进行计算

( )K̄ INF
Δt_1

= K̂ 'eg
T ( )K̄-1

eg
Δt_1
K̂ 'eg

T，

( )K̄ INF
Δt_2

= K̂ ′ T ( )K̄-1
eg

Δt_2
K̂ '，

⋮

( )K̄ INF
Δt_c

= K̂ 'eg
T ( )K̄-1

eg
Δt_c
K̂ ′eg （25）

式中  K̂ ′eg 代表当结构处于全局非线性状态时相应

控制方程中的矩阵K ′eg。

在进行动力反应分析时，可根据结构的实时非

线性状态确定每个计算步的适用时间步长，同时根

据所选时间步长从式（24）和（25）的计算结果中调取

相应系数矩阵快速构造出对应的动力 Woodbury 公

式并参与迭代求解。考虑到每个计算步求解所需迭

代次数能够较为简单、直观地反映出相应时间步长

选取的适宜性，本文以当前计算步的迭代次数为判

定依据，自适应确定下一个计算步的时间步长，假设

某条地震激励下第 k 个增量计算步的时间步长为

Δtk=Δt_i （1 ≤ i ≤ c），且该步计算收敛所需迭代次

数为 Nk，则本文根据如下原则自适应确定第 k+1 个

增量计算步的时间步长：

① 若 Nk 小于或等于预先设定的迭代阈值 N0

（即 Nk≤N0），且已连续 u 个计算步满足该条件（即

max｛Nk-u+1，…，Nk｝≤N0），则认为结构此时非线性

程度较轻，若当前增量计算步所采用时间步长并非

预设时间步长序列中的最大值，可在下一个计算步

中增加时间步长，并调用相关系数矩阵，否则不对时

间步长进行修改（即若 Δtk=Δt_1，则令 Δtk+1=Δt_1，
否则 Δtk+1=Δt_（i-1））。

② 若 Nk≤N0，但未连续 u 个计算步满足该条件

（即 max｛Nk-u+1，…，Nk｝>N0），则不改变下一个计算

步的时间步长（即令 Δtk+1=Δt_i）

③ 若 Nk 大于 N0，且小于预设的最大迭代步数

Nmax（即 N0<Nk<Nmax），则认为结构处于强非线性状

态，为提高迭代求解过程的计算稳定性，需降低下一

个计算步的时间步长，并调用相关系数矩阵参与计

算，然而，若当前计算步的时间步长已是预设时间步

长序列中的最小值，则不再对时间步长进行修改（即

若 Δtk= Δt_c，则 令 Δtk+1= Δt_c，否 则 令 Δtk+1=
Δt_（i+1））。

④ 若 Nk 等于 Nmax，则认为该计算步迭代发散，

若此时所用时间步长并非预设时间步长序列中的最

小值，则降低时间步长，调用相关系数矩阵并重新计

算该步（即令 Δtk=Δt_（i+1）），否则分析终止。

虽然本文方法中式（24）和（25）增加了额外的计

算量，但相关计算仅与结构模型有关，因而仅需在动

力分析前执行一次，对于结构倒塌易损性分析这类

需开展大量地震反应分析的计算问题，额外增加的

计算量对于整体计算效率的影响并不显著，这也可

以从后文的算例中看出。图 4 给出了使用本文时间

步长自适应更新策略进行大量地震反应分析的实施

流程，可以看出，本文引入的额外计算量均仅集中于

前处理阶段。

4　倒塌易损性高效计算方法

在计算结构倒塌易损性时，首先需明确结构的

倒塌判据，本文参考已有研究，以结构最大层间位移

角超过 0.1 作为易损性分析过程中判定结构倒塌的
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依据。

使用多条带法计算结构的倒塌易损性曲线，该

方法需将选取的地震记录统一调幅至若干强度水

平，并计算每个地震强度下的倒塌概率，考虑到在对

结构抗倒塌性能进行评价时主要关注其倒塌易损性

曲线的前半部分，而较高强度下的数据点缺少实际

应用价值，因此该方法无需将地震强度调幅至所有

地震记录均引起倒塌的水平［7］，从而仅需进行较少

次数的地震反应。假定不同强度下结构倒塌概率符

合对数正态分布，则相应倒塌易损性曲线可使用下

式计算：

P (C|IM = x) = Φ ( ln ( )x/ηc

βRTR ) （26）

式中  IM 代表地震强度指标；P ( C|IM = x )代表地

震强度为 x 时的结构倒塌概率；Φ ( · )为标准正态概

率分布函数；ηc 和 βRTR 分别代表地震倒塌强度的中

值和对数标准差，可采用最大似然估计方法对其进

行估算，相应求解表达式如下［6‐7］：

        { η̂ c，β̂RTR} =

arg max
ηc，  βRTR

∑
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w ì
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βRTR
（27）

式中  Nj，Zj 分别为地震动水平 IM=xj 下考虑的地

震记录数量和结构倒塌次数；w 为倒塌易损性分析

过程中考虑的地震强度水平数。

结合本文前述建立的自适应 Woodbury 非线性

高效地震反应分析方法，本文中结构倒塌易损性曲

线的快速计算流程如下：

① 建立结构非线性分析模型，在分析前选取若

干时间步长，并基于式（24）和（25）计算对应于不同

时间步长的相关系数矩阵；

② 确定地震动强度指标 IM；

③ 考虑结构所在场地及地震动不确定性，选取

多条地震记录，将其统一调幅至不同强度水平 xj

（j=1， 2， …），首先令 j=1，并继续执行下述步骤；

④ 利用本文所提基于时间步长自适应更新的

Woodbury 分析方法计算地震强度为 IM=xj时每条

地震记录下的结构反应，若结构在某条地震记录下

出现倒塌，则假设提高地震强度后结构在该地震记

录下也将发生倒塌，从而该地震记录无需再参与后

续地震反应分析，以进一步减小计算量；

⑤ 确定地震强度 IM=xj 时算得的结构倒塌概

率 Pk，collapse，当倒塌概率大于某个给定概率阈值 Pth时

停止分析，并执行步骤⑥，否则，提高地震强度（即令

k=k+1）并返回步骤④继续进行地震反应分析；

⑥ 基于式（27）计算地震倒塌强度的中值和标

准差，并利用式（26）计算结构倒塌易损性曲线。

本文方法中 Woodbury 公式的使用可以大幅降

低每个求解步的计算量，既有研究表明［22］，该公式的

计算复杂度随结构自由度数的增加呈线性增加趋

势，但随非线性占比（即 m/n，代表了 Woodbury 公式

中 Schur 补矩阵阶数与结构整体刚度矩阵阶数的比

值）的增加呈指数增加趋势，因而对非线性占比的变

图 4 基于自适应 Woodbury 方法的动力分析

Fig. 4 Dynamic analysis based on adaptive Woodbury method
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化较为敏感。相较于传统非线性方法所需的大规模

整体刚度矩阵实时更新分解，当非线性占比较小时

Woodbury 公式具有较高的效率优势，如根据文献

［22］建立的算法复杂度计算模型可知，当结构位移

自由度数为 10000 且非线性占比为 5% 时，Wood‐
bury 公式的计算复杂度仅约为整体刚度分解所需计

算量的 12%，因而其主要适用于激活非线性自由度

较小时的情况（m≪n）。虽然随非线性占比的增高

Woodbury 公式的效率优势将逐渐降低，但当前已有

学者针对这一问题提出了改进 Woodbury 公式［19］，

使其即使在非线性占比较高时亦能表现出显著效率

优势。此外，虽然本文提出的自适应时间步长更新

策略能够显著提升动力非线性分析时的迭代稳定

性，但在强震作用下依然可能出现由于结构失稳而

导致的迭代求解困难，然而，此时结构的侧向变形通

常已超过倒塌判定限值，因而不会影响最终易损性

计算结果。

5　数值算例

5. 1　算例介绍

选取文献［28］中的 Benchmark 钢框架结构进行

倒塌易损性计算，以对本文方法进行验证，该结构地

上 9 层，地下 1 层，共计 5 跨，如图 5 所示。每个梁柱

构件划分 4 个单元，模型共计 440 个单元，截面纤维

材料选用双线性随动硬化本构模型，材料屈服强度

根据文献［28］的建议取值，屈服后刚度系数取为

0.001。用于确定单元几何非线性状态的阈值 λth 设

为 0.001，分析前预设 3 个时间步长，分别为 0.02，
0.002 和 0.0002，用于时间步长自适应更新的相关控

制参数分别设为：N0=5，Nmax=10，u=10。

5. 2　算法验证

为对本文方法的有效性和准确性进行验证，首

先对结构施加一个幅值逐渐递增的正弦加速度激

励，同时使用有限元软件 ABAQUS 对该结构进行

对比分析，其中 ABAQUS 模型的单元划分、材料定

义等均与本文方法分析模型相同。图 6 分别对比了

本文方法与 ABAQUS 在考虑几何非线性和不考虑

几何非线性时计算得到的结构一层层间位移角时程

曲线，可以看出，考虑几何非线性后结构的位移反应

明显增加，不同情况下本文方法与 ABAQUS 计算

结果均基本一致。图 6 中同时给出了考虑几何非线

性时两种方法在一层层间位移角达到 0.1 时各层的

层间位移角分布，可以看出，本文方法在对框架结构

进 行 抗 地 震 倒 塌 性 能 分 析 时 的 计 算 精 度 与

ABAQUS 基本相当，这表明本文采用考虑 P‐Δ 效应

的几何非线性刚度及针对几何非线性提出的摄动展

开模拟方法能够满足框架结构抗倒塌性能分析的精

度需求。图 7 给出了本文方法分析过程中时间步长

随计算步数的变化（考虑几何非线性），可以看出，本

文方法仅在结构进入强非线性阶段后进行了一次时

间步长的自适应调整。图 8 给出了本文方法在进行

考虑几何非线性分析时算得的结构非线性自由度占

比，图中非线性自由度占比最大值和平均值分别仅

为 12.9% 和 7.1%，说明本文方法能够将结构非线性

自由度占比控制在极小范围内，从而满足 Woodbury
公式的高效计算要求。

图 5 结构模型

Fig. 5 Structural model

图 6 一层层间位移角时程曲线（G 代表考虑几何非线性，

NG 代表不考虑几何非线性）

Fig. 6 Time history curves of interstory drift ratio of first 
floor （G represents the results considering geometric 
nonlinearity； NG represents the results disregarding 
geometric nonlinearity）

图 7 时间步长随计算步数的变化曲线

Fig. 7 History of time interval with respect of incremental 
steps
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5. 3　倒塌易损性

从 FEMA P695［29］建议的 22 组远场地震记录中

每组选取一条地震记录进行倒塌易损性分析，共选

取 22 条地震记录。表 1 给出了所选地震记录的详细

信息。考虑到通常将倒塌概率为 0.5 时对应的地震

强度作为评价结构抗倒塌性能的重要依据，为将其

包含在计算所得倒塌概率数据范围内，并最大限度

地降低所需地震反应分析次数，本例令用于终止动

力分析的倒塌概率阈值 Pth等于该值，以地面峰值加

速度（PGA）为地震强度指标，在分析过程中将初始

地震强度设为 5 m/s2（即令 x1=5 m/s2），每次调幅将

PGA 增加 5 m/s2，最终 PGA 调幅到 25 m/s2，由于本

文方法在进行某个地震强度下的动力时程分析时自

动排除了较低地震强度分析时出现倒塌的地震记

录，最终共计进行了 97 次动力时程分析，图 9（a）绘

制了所有地震激励下结构最大层间位移角随地震强

度的变化，图 9（b）为最终得到的结构倒塌易损性

曲线。

本文方法的总计算耗时为 1560.3 s，其中前处

理阶段（包括模型载入以及基于式（10）和（11）计算

相 关 系 数 矩 阵）耗 时 3.54 s，仅 占 总 计 算 时 间 的

0.227%，这说明本文方法在前处理阶段引入的额外

计算对总体分析效率的影响极小。此外，在所有地

震 反 应 分 析 中 ，Woodbury 公 式 的 计 算 耗 时 共 计

115.5 s，仅为总计算耗时的 7.4%，其余计算消耗主

要用于单元状态确定及执行其他迭代求解所必须的

程序代码，本文方法由于能够避免整体刚度的更新

和分解，迭代求解过程中用于方程组求解的计算耗

时（对于本文方法为 Woodbury 公式计算耗时）降低

到了可忽略不计的水平。为进一步验证本文方法的

计算高效性，选取表 1 中的 4 号地震记录。表 2 给出

了分别使用本文方法和基于固定时间步长的 Wood‐
bury 公式对算例结构进行不同强度地震反应分析的

表 1 地震记录列表

Tab. 1 List of selected earthquake records

编号

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

地震事件

Northridge
Northridge
Duzce, Turkey
Hector Mine
Imperial Valley
Imperial Valley
Kobe, Japan
Kobe, Japan
Kocaeli, Turkey
Kocaeli, Turkey
Landers
Landers
Loma Prieta
Loma Prieta
Manjil, Iran
Superstition Hills
Superstition Hills
Cape Mendocino
Chi-Chi,
Chi-Chi
San Fernando
Friuli, Italy

震级

6.7
6.7
7.1
7.1
6.5
6.5
6.9
6.9
7.5
7.5
7.3
7.3
6.9
6.9
7.4
6.5
6.5
7.0
7.6
7.6
6.6
6.5

地震分量

NORTHR/MUL009
NORTHR/LOS000
DUZCE/BOL000
HECTOR/HEC000
IMPVALL/H-DLT262
IMPVALL/H-E11140
KOBE/NIS000
KOBE/SHI000
KOCAELI/DZC180
KOCAELI/ARC000
LANDERS/YER270
LANDERS/CLW-LN
LOMAP/CAP000
LOMAP/G03000
MANJIL/ABBAR-L
SUPERST/B-ICC000
SUPERST/B-POE270
CAPEMEND/RIO270
CHICHI/CHY101-E
CHICHI/TCU045-E
SFERN/PEL090
FRIULI/A-TMZ000

PGA/
g

0.52
0.48
0.82
0.34
0.35
0.38
0.51
0.24
0.36
0.22
0.24
0.42
0.53
0.56
0.51
0.36
0.45
0.55
0.44
0.51
0.21
0.35

图 9 倒塌易损性分析结果

Fig. 9 Results of collapse fragility analysis

图 8 非线性自由度占比变化曲线

Fig. 8 History of inelastic DOF ratio
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计算耗时，可以看出，地震强度较低时，使用较大的

固定时间步长即可完成分析，此时固定时间步长法

与本文方法的计算耗时基本相当，然而，当 PGA 增

大至 25 m/s2时，由于结构出现强非线性导致使用固

定时间步长将出现迭代不收敛现象，为此需将时间

步长缩小至 0.002 s 才能保证顺利完成分析，尽管此

时每个计算步中 Woodbury 公式均可实现高效计

算，且 Woodbury 公式的总计算耗时也较少，但过多

的计算步数使得整体计算耗时显著高于本文方法，

这主要是由于较多的计算步数使得单元状态确定所

需计算耗时大幅增加。这表明本文方法能够显著提

升强震作用下的迭代稳定性和整体求解效率，对于

倒塌易损性这类需进行大量强震作用分析的计算问

题尤为适用。综上可见，本文方法的计算高效性不

仅来源于 Woodbury 公式的使用，还来源于时间步

长自适应更新策略对总分析步数的有效控制。

6　结  论

本文结合纤维梁单元基本理论，提出了框架结

构考虑 P‐Δ 效应的隔离非线性控制方程，该方程可

直接采用 Woodbury 公式进行高效求解，进一步通

过建立动力分析条件下与 Woodbury 公式数值特征

适配的时间步长自适应更新策略，克服了该公式在

时间步长选取方面的限制，进一步结合多条带法，提

出了一种高效的框架结构倒塌易损性分析方法，本

文主要研究结论如下：

（1）为实现基于 Woodbury 公式的高效计算，需

同时满足结构整体刚度恒定和非线性自由度规模小

两个条件。本文根据地震反应分析的初始状态对考

虑 P‐Δ 效应的几何刚度进行分解并在分析过程中对

刚度变化项进行摄动展开，可将结构的几何非线性

行为和材料非线性行为进行统一的隔离表达，从而

使 整 体 刚 度 在 分 析 过 程 中 保 持 不 变 ，这 满 足 了

Woodbury 公式对于刚度恒定的要求。此外，通过对

各单元几何非线性状态进行识别，并仅激活少量对

计算结果影响显著的非线性自由度，满足了 Wood‐
bury 公式对非线性自由度规模的要求。上述基本实

施步骤和计算原则亦可推广应用到更为一般的结构

几何非线性问题高效分析中，此时需首先结合适当

的几何非线性表达格式推导出相应几何刚度矩阵的

摄动展开表达式，然后建立对应几何非线性自由度

的非线性程度判别模型，通过仅保留少量对计算结

果影响较大的几何非线性自由度，即可直接构造出

具有隔离局部非线性特征的结构控制方程和相应的

Woodbury 高效求解公式。

（2）尽管本文所提自适应时间步长更新策略适

当增加了前处理阶段的计算量，但由于对结构进行

倒塌易损性评价时需进行大量动力时程分析，而前

处理相关计算仅需执行一次，因此额外增加的计算

量对于整体分析效率的影响极小。

（3）本文方法中 Woodbury 公式的使用能够保

证每个计算步的高效性，提出的时间步长自适应更

新策略不仅有助于在结构进入强非线性状态后提高

迭代求解过程的收敛性，也能够显著降低总计算步

数，从而使得整体分析效率得到大幅度提升。本文

方法在地震强度较高时效率优势尤为明显，因此尤

其适用于倒塌易损性这类需进行大量强震分析的计

算问题。
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Efficient structural dynamic analysis and fragility solution methods for 
frame using adaptive Woodbury method

YU Ding-hao， LI Gang， LI Hong-nan
（State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering， Faculty of Infrastructure Engineering， 

Dalian University of Technology， Dalian 116024， China）

Abstract: Fragility analysis is of important in the evaluation of seismic safety of building structures under earthquake excitation. 
Such analysis usually involve a large number of dynamic time history analyses which indicate that the computational process is inef‐
ficient. This study focus on developing highly efficient dynamic nonlinearity analysis and collapse fragility analysis methods for 
frame structure. To this end， this study firstly use the fiber beam column element to establish the numerical model of the frame and 
use the inelasticity separated theory to model local material nonlinear behavior. The P-Δ effect is simulated by decomposing the cor‐
responding geometric stiffness and formulating the decomposed stiffness as perturbation expansion form. Thus， a novel governing 
equation of fiber beam column element that can uniformly depict the material nonlinear behavior and P-Δ effect using a separated 
way is developed and it can be solve by adopting the Woodbury formula directly. Because the proposed method can avoid the re‐
peatedly updating of global stiffness matrix in tradition method， the computational efficient is improved greatly. Then， to overcome 
the limitation of the dynamic Woodbury formula in the selection of time interval， a preconditioning mechanism and an adaptive 
scheduling mechanism for the coefficient matrices relating the implementation of Woodbury formula corresponding to various time 
intervals are established. Based on the above investigation， an adaptive Woodbury solution method for highly efficient dynamic non‐
linear analysis of frame structure is presented. Furthermore， by incorporating the multiple-stripe method， a fast collapse fragility 
analysis method of frame structure can be developed. Finally， the proposed method is verified by a nine-story frame structure.

Key words: fragility analysis；frame structures；highly efficient dynamic analysis method；Woodbury formula；inelasticity-separated   
finite element method
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