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非完全覆盖双层微梁谐振器热弹性阻尼建模
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摘要: 热弹性阻尼是决定微机械谐振器品质因子上限的关键参数之一。以往热弹性阻尼解析解只适用于完全覆盖

多层微梁结构。由于制造工艺和实际功能需求，非完全覆盖双层梁为代表的复杂结构形式更普遍。基于傅里叶传

热定律，推导出非完全覆盖双层微梁谐振器热弹性阻尼的解析解。同时利用数值方法和实验验证了该解析解的有

效性。并分析了镀层厚度、长度和位置对热弹性阻尼的影响。
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引  言

微机械谐振器用途广泛，常作为加速度传感器、

陀螺仪、滤波器、能量收集器等微机电系统的核心元

器件。品质因子是微谐振器性能参数的核心参数之

一，与其频率稳定性、相位噪音及分辨率密切相

关［1］。决定品质因子的因素是微谐振器工作过程出

现的各种能量损耗，主要包括空气阻尼、支撑阻尼和

热弹性阻尼等阻尼机制。空气阻尼可通过真空封装

消除，支撑阻尼可通过合理结构设计降低到可忽略。

空气阻尼和支撑阻尼属于外部阻尼，热弹性阻尼是

谐振器内部产生的不可逆热流导致的能量损失。热

弹性阻尼已被实验证实属于固有阻尼［2］，只能通过

合理的结构设计优化减小，而不能完全消除。因此，

热弹性阻尼决定了挠性微谐振器的品质因子上限，

成为近年来研究热点之一［3］。

Zener 最先认识到热弹性阻尼的重要性 ，自

1937 陆续发表了一系列成果，为热弹性阻尼研究奠

定了理论基础。Zener 利用三角函数级数叠加法得

到矩形梁厚度方向的温度场函数，最终推导出热弹

性阻尼的精确解。Lifshitz 和 Roukes（L‑R）［4］利用矩

形梁的复数形式温度场函数，通过复频率法得到热

弹性阻尼解析解。L‑R 解析解还可计算由于热弹性

阻尼造成的频率偏移。L‑R 解析解与 Zener 解析解

吻合很好，是后续研究热弹性阻尼机理应用最广泛

的两个理论框架。矩形梁是微谐振器件常采用的结

构形式之一，Zener和 L‑R 均以矩形梁为对象展开研

究。Kumar 和 Haque［5］考虑静态轴向拉应力对微梁

谐振器的影响，推导出热弹性阻尼解析解。研究发

现：轴向拉应力可提高谐振频率，同时降低热弹性阻

尼。Prabhakar 和 Vengallatore［6］开发了中空和开槽

的单层微梁的热弹性阻尼解析解，研究发现开槽可

阻断不可逆热流扩散，有效降低热弹性阻尼。马航

空等［7］利用复频率法推导出 Mindlin 矩形微板的热

弹性阻尼解析解。Kumar 和 Mukhopadhyay［8］提出

了一种基于 Moore‑Gibson‑Thompson 广义热弹性理

论和修正偶应力理论分析微梁谐振器的热弹性阻尼

和动力学特性。Gu 等［9］研究了应力非局部和高阶

应变梯度效应对微梁谐振器热弹性阻尼的影响。

随着 MEMS 制造工艺的精进，多层结构因其功

能多样性应用越来越广，比如：金属膜经常用于电

极、质量检测器、光学反射、磁性单元和热导体等［10］。

SiO2 层可用于提高微谐振器的温度频率性能等。

Nourmohammadi 等［11］提出了双层微梁谐振器考虑

厚度热传导的一维热弹性阻尼解析解，首次发现

SiO2/Si 梁双德拜峰现象并作了相应分析。左万里

等［12］建立了双层矩形板微谐振器热弹性阻尼解析

解。Yang 等［13］推导得到考虑长度和厚度热传导的

热弹性阻尼解析解，并总结出导致二维热弹性阻尼

模型与一维模型差异的两个因素。

以上双层及多层微梁的热弹性阻尼解析解均以
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上下层完全覆盖为出发点进行研究。实际上，由于

机械夹紧或电绝缘，镀层很难完全覆盖于基底层。

Sandberg 等［14］通过实验证实，即使很薄的金属镀层

也将导致品质因子剧烈下降。文中建议可在基底选

择性镀膜，而非完全覆盖基底层，以实现对热弹性阻

尼的有效控制。本文从理论层面推导出非完全覆盖

双层微梁谐振器热弹性阻尼解析解，并考虑了沿长

度和厚度两个方向热传导产生的能量损失。该解析

解可退化到 Yang 等［13］提出的完全覆盖双层微梁热

弹性阻尼解析解。利用数值方法和实验验证了当前

解析解的有效性。通过分析镀层厚度、长度和位置

对热弹性阻尼的影响，为降低微谐振器热弹性阻尼

提供了一种思路。

1　理论模型的建立

1. 1　动力学方程及求解过程

非完全覆盖双层微梁谐振器结构示意如图 1 所

示，基底层的长度和厚度分别为 L1和 h1，镀层的长度

和厚度分别为 L2和 h2。镀层左端与基底层左端距离

为 a，且在宽度方向重合，均为矩形截面，组成材料

均质且各向同性。

镀层改变了覆盖区域的刚度，因此可将该结构

整体分为三个子区域：左侧单层区域{1}、双层区域

{2}及右侧单层区域{3}。图 1 的直角坐标系中，x，y

和 z分别代表梁的长度、厚度和宽度方向。

简谐激励下谐振器横向垂直位移可表示为：

W { }p ( x，t )= w{ }p ( x ) ejωt （1）
式中  w 为谐振频率，上标  p = 1，2，3，与左侧单层

区域、中间双层区域和右侧单层区域一一对应。

振动时欧拉‑伯努利梁的曲率半径远大于振幅，

可忽略单层与双层区域过渡位置处应力集中的影

响［6］。因此，动力学控制方程可根据线弹性振动理

论方程设为［15］：

(EI ) { p } ∂4W { p } ( x，t )
∂x4 + ( ρA) { p } ∂2W { p } ( x，t )

∂t 2 = 0（2）

式中   (EI ) { p }
和 ( ρA) { p }

为等效参数。
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( )ρA
{ 1 }

= ( )ρA
{ 3 }

= ρ1 A 1

( )ρA
{ 2 }

= ρ1 A 1 + ρ2 A 2

（4）

式（3）和（4）中，E1和 E2分别表示基底层和镀层材料

的弹性模量。ρ 表示材料密度，I，A 分别表示截面惯

性矩、截面面积。后续出现的下标 1 和 2 均分别代表

基底层和镀层。

将式（1）代入式（2），化简后得到：

∂4 w { p } ( x )
∂x4 - ( β { p }) 4

w { p } ( x )= 0 （5）

其中，

( β { p }) 4
= ( )ρA

{ p }

( )EI
{ p }

ω2 （6）

方程（5）的通解可设为：

w { p } ( x )= A{ p } sin ( β { p } x) + B { p } cos ( β { p } x) +
C { p } sinh ( β { p } x) + D { p } cosh ( β { p } x) （7）
悬臂和双端固支是微梁谐振器最常使用的两种

支撑方式，其结构边界条件分别为：

图 1 非完全覆盖双层微梁谐振器结构示意图

Fig. 1 Structural schematic diagram of the partially covered micro-beam resonator
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w { 1 } ( 0 )= 0， ∂w { 1 } ( 0 )
∂x

= 0

∂2 w { 3 }( )L 1

∂x2 = 0， ∂3 w { 3 }( )L 1

∂x3 = 0
（8）
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w { 1 } ( 0 )= 0， ∂w { 1 } ( 0 )
∂x

= 0

w { 3 }( )L 1 = 0， ∂w { 3 }( )L 1

∂x
= 0

（9）

此外，单层区域过渡到双层区域需要满足以下

边界连续性条件：

① 位移连续性：

w { 1 } ( a )= w { 2 } ( a )，
 w { 1 }( a + L 2) = w { 2 }( a + L 2) （10）

② 转角连续性：

∂w { 1 } ( a )
∂x

= ∂w { 2 } ( a )
∂x

，

 ∂w { 2 }( )a+L 2

∂x
= ∂w { 3 }( )a+L 2

∂x
（11）

③ 弯矩连续性：

           (EI ) { 1 } ∂2 w { 1 } ( a )
∂x2 = (EI ) { 2 } ∂2 w { 2 } ( a )

∂x2 ，

(EI ) { 2 } ∂2 w { 2 }( )a + L 2

∂x2 = (EI ) { 3 } ∂2 w { 3 }( )a + L 2

∂x2  （12）

④ 剪力连续性：

(EI ) { 1 } ∂3 w { 2 } ( a )
∂x2 = (EI ) { 2 } ∂3 w { 2 } ( a )

∂x2 ，

( EI ){ 2 } ∂3 w { 2 }( )a + L 2

∂x2 =( EI ){ 3 } ∂3 w { 3 }( )a + L 2

∂x2  （13）

将几何边界条件（8）或（9）和连续条件（10）~
（12）代入通解（7）中，得到 12 个线性方程。可将该

12 个方程组装成矩阵形式：

M ( β { p }) ⋅ u= 0 （14）
为求非平凡解，M ( β { p })行列式值应为 0：

| M ( β { p }) | = 0 （15）
式（15）仅包含一个未知变量，即谐振频率 ω。

式（15）是一个复杂超越方程，可利用二分法等寻根

方法求解。求得 ω 后，利用式（6）和（14）可分别求解

特征值 β { p } 和振型参数 u。

1. 2　温度场求解

依据热弹性耦合理论［16］，弯曲振动时体积变化会

产生不均匀温度场。根据熵增原理，该温度场存在一

个平衡温度 T0，温度场的相对增量函数可表示为：

ì
í
î

ïï

ïï

θ { p }
1 ( x，y，t )= T { p }

1 ( x，y，t )- T 0 = θ̂ { p }
1 ( x，y ) ejωt

θ { 2 }
2 ( x，y，t )= T { 2 }

2 ( x，y，t )- T = θ̂ { 2 }
2 ( x，y ) ejωt

（16）
式中  T { p }

1 和 T { 2 }
2 是瞬时温度场函数。

Euler‑Bernoulli梁中沿厚度方向的应变为：

ì
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ï
ïï
ï
ï
ï

ε { p }
xx，1 = ε̂ { p }

xx，1 ejωt=-( )y- h { p }
0

∂2 w { p } ( x )
∂x2 ejωt+ ε { p }，thermal

1

ε { 2 }
xx，2 = ε̂ { 2 }

xx，2 ejωt=-( )y- h { 2 }
0

∂2 w { 2 } ( x )
∂x2 ejωt+ ε { 2 }，thermal

2

（17）
其中，h { p }

0 表示各子区域中性面位置：
ì
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ï

ï
ïï
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h { 1，3 }
0 = 1

2 h1

h { 2 }
0 = 1

2
E 1 h2

1 + E 2( )2h1 h2 + h2
2

E 1 h1 + E 2 h2

（18）

根据胡克定律，子区域的应力可表示为：
ì
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ï
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ï
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ï
ï

σ { p }
xx，1=σ̂ { p }

xx，1 ejωt=-E 1 ( )y-h { p }
0

∂2 w { p } ( x )
∂x2 ejωt+ε { p }，thermal

1

σ̂ { 2 }
xx，2 ejωt=-E 2( )y-h { 2 }

0
∂2 w { 2 } ( x )

∂x2 ejωt+ε { 2 }，thermal
2

（19）
在高品质因子 MEMS 谐振器中，与外界施加的

应力相比，由温度变化产生的热应力小到可以忽略
不计。因此，方程中轴向应力可近似为：
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

σ { p = 1，2，3 }
xx，1 = σ̂ { p }

xx，1 ejωt ≈ -E 1 ( )y - h { p }
0

∂2 w { p } ( x )
∂x2 ejωt

σ̂ { 2 }
xx，2 ejωt ≈ -E 2( )y - h { 2 }

0
∂2 w { 2 } ( x )

∂x2 ejωt

（20）
通常，耦合温度场是复数形式的，表示与施加的

应力存在相位差。温度场沿长度和厚度方向的二维
热传导控制方程为：
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

κ1 ∇2 θ { p }
1 ( x，y，t )+ g { p }

1 ( x，y，t )= CV，1
∂θ { p }

1 ( x，y，t )
∂t

κ2 ∇2 θ { 2 }
2 ( x，y，t )+ g { p }

2 ( x，y，t )= CV，2
∂θ { p }

2 ( x，y，t )
∂t

（21）

其中，∇2 θ ( x，y，t )= ( ∂2 θ ( x，y，t )
∂x2 + ∂2 θ ( x，y，t )

∂y 2 )为
拉普拉斯算子。此外，κ 表示材料的导热系数，CV为
体积热容，g ( x，y，t )为热源函数：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

g { p }
1 ( x，y，t )= jωαT，1T 0 E 1 ( )y - h { p }

0
∂2 w { p } ( x )

∂x2 ejωt

g { 2 }
2 ( x，y，t )= jωαT，2T 0 E 2( )y - h { 2 }

0
∂2 w { 2 } ( x )

∂x2 ejωt

（22）
式中  αT表示材料热膨胀系数。

为求解温度场，需确定热边界条件。假设微谐
振器真空封装，空气阻尼可忽略不计。梁上下表面
与外界不发生热交换，可认为是绝热态：

ì
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ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
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|

|

|
||
|∂θ { 2 }

1 ( x，y，t )
∂y

y = 0

= 0

|

|

|
||
|∂θ { 1，3 }

1 ( x，y，t )
∂y

y = h1

= 0

|

|

|
||
|∂θ { 2 }

2 ( x，y，t )
∂y

y = h

= 0

（23）
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根据结构边界条件，悬臂梁固定端为等温态，自

由端为绝热态：

|θ { 1 }
1 ( x，y，t )

x = 0
= 0，

|

|

|
||
|   ∂θ { 3 }

1 ( x，y，t )
∂x

x = L

= 0    （24）

固支梁相应热边界条件为：

|θ { 1，3 }
1 ( x，y，t )

x = 0，L
= 0 （25）

此外，由于涉及到层与层之间的热传导，需确定

基底层与镀层界面处的传热连续性条件。由于微机

电系统通常采用蒸镀、沉积等先进制造工艺，界面处

可认为是理想的热边界条件，温度和热通量均是连

续的，可表示为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

|θ { 2 }
1 ( x，y，t )

h1
= |θ { 2 }

2 ( x，y，t )
h1

|

|

|
||
|

κ1
∂θ { 2 }

1 ( x，y，t )
∂y

h1

=
|

|

|
||
|

κ2
∂θ { 2 }

2 ( x，y，t )
∂y

h1

（26）

式（21）给出的热传导控制方程本质上属于非齐

次线性偏微分方程。格林函数是求解此类方程的重

要工具之一。首先，给出式（21）的齐次形式：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

( )∂2 θ { p }
1 ( x，y，t )

∂x2 + ∂2 θ { p }
1 ( x，y，t )

∂y 2 = 1
α1

∂θ { p }
1 ( x，y，t )

∂t

( )∂2 θ { 2 }
2 ( x，y，t )

∂x2 + ∂2 θ { 2 }
2 ( x，y，t )

∂y 2 = 1
α2

∂θ { p }
2 ( x，y，t )

∂t

（27）
式中  α＝κ/CV，1和 α2=κ2/CV，2表示材料热扩散率。

利用分离变量法可设方程（27）解的形式为

ì
í
îïï

θ { p }
1 ( x，y，t )= X ( x )Y { p }

1 ( y ) γ { p } ( t )
θ { 2 }

2 ( x，y，t )= X ( x )Y { 2 }
2 ( y ) γ { 2 } ( t )

（28）

将式（28）代入式（27）可得：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

1
X ( x )

∂2 X ( )x
∂x2 + 1

Y { p }
1 ( y )

∂2Y { p }
1 ( )y

∂y 2 =

        1
α1

1
γ { p } ( t )

∂γ { p } ( t )
∂t

1
X ( x )

∂2 X ( )x
∂x2 + 1

Y { 2 }
2 ( y )

∂2Y { 2 }
2 ( y )
∂y 2 =

       1
α2

1
γ { 2 } ( t )

∂γ { 2 } ( t )
∂t

    （29）

沿长度方向热传导特征方程设为：

1
X

∂2 X ( x )
∂x2 = -γ2 （30）

时间 t特征方程设为：

1
γ { p } ( t )

∂γ { p } ( t )
∂t

= -( λ{ p }) 2
（31）

根据长度方向热边界条件（24）或（25），特征方

程（30）的解为：

Xm ( x )= sin ( γm x)， γm = m
L 1

π （32）

单层区域的热传导特征方程为：

1
Y { 1，3 }

1 ( y )
∂2Y { 1，3 }

1 ( )y

∂y 2 = -(φ { 1，3 }) 2
（33）

根据厚度方向热边界条件（23），特征方程为：

Y { 1，3 }
1，n ( y )= cos (φ { 1 }

n y)，  φ { 1 }
n = n

h1
π （34）

将式（30）~（34）代入方程（29）可得时间函数

γ { 1，3 } ( t )为：

γ { 1，3 } ( t )= e-( )λ { 1，3 }
mn

2
t

（35）
其中，系数 λ { 1，3 } 

mn 为：

λ { 1，3 } 
mn = α1

é
ë

ù
ûγ2

m + ( )φ { 1 }
n

2
（36）

对于双层区域，厚度方向热传导特征方程为：

ì
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î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

1
Y { 2 }

1，n ( y )
∂2Y { 2 }

1，n ( y )
∂y 2 = -( )φ { 2 }

n

2

1
Y { 2 }

2，n ( y )
∂2Y { 2 }

2，n ( y )
∂y 2 = -ζ 2

n

（37）

将式（30），（31）和（37）代入方程（29）可得特征

值之间的关系式：

ì
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ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

φ { 2 }
n = 1

α1
( )λ { 2 }

mn

2
- γ2

m

ζn = 1
α2
( )λ { 2 }

mn

2
- γ2

m

（38）

根据厚度方向热边界条件（23），式（37）的解设为：

ì
í
î

ïï

ïïïï

Y { 2 }
1，n ( y )= cos ( )φ { 2 }

n y

Y { 2 }
2，n ( y )= A 2，n sin ( )ζn y + B 2，n cos ( )ζn y

（39）

利用式（23）第三个条件以及式（26），共计三个

热边界条件可得：

      

é
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ê
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ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê
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ê ù
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ú

ú

ú
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úcos ( )φ { 2 }
n h1 -cos ( )ζn h1 -sin ( )ζn h1

κ1 φ { 2 }
n

κ2 ζn
sin ( )φ { 2 }

n h1 -sin ( )ζn h1 cos ( )ζn h1

0 sin ( )ζn h cos ( )ζn h

⋅

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú1
A 2，n

B 2，n

=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0
0
0

（40）

求解矩阵方程（40），需要满足系数矩阵的行列

式为 0：
|

|

|

|

|

|

|
|
||
|

|

|

|

|

||

|

|

|

|

|

|
|
||
|

|

|

|

|

| cos ( )φ { 2 }
n h1 -cos ( )ζn h1 -sin ( )ζn h1

κ1 φ { 2 }
n

κ2 ζn
sin ( )φ { 2 }

n h1 -sin ( )ζn h1 cos ( )ζn h1

0 sin ( )ζn h cos ( )ζn h

= 0

（41）
化简后得到超越方程为：
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tan ( φ { 2 }
n h1 )

tan ( ζn h2 )
= - κ2 CV，2

κ1 CV，1

（42）

再结合式（38）可得三个特征值 φ { 2 }
n ，ζn 和 λ { 2 }

mn 由

于热边界条件极具对称性，可给出以下格林函数的

形式，如下式所示：

N mn = CV，1 ( J { 1 }
I + J { 2 }

I + J { 3 }
I ) + CV，2 J { 2 }

II （43）

其中：
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J { 1 }
I =∫

0

a∫
0

h1[ ]X m ( )γm，x
2 [ ]Y { 1 }

1，n ( )φ { 1 }
n ，y

2
dxdy

J { 2 }
I =∫

a

a + L2∫
0

h1[ ]X m ( )γm，x
2 [ ]Y { 2 }

1，n ( )φ { 2 }
n ，y

2
dxdy

J { 3 }
I =∫

a + L2

L1 ∫
0

h1[ ]X m ( )γm，x
2 [ ]Y { 3 }

1，n ( )φ { 1 }
n ，y

2
dxdy

（44）

J { 2 }
II =∫

a

a + L2 ∫
h1

h

[ ]X m ( )γm，x
2 [Y 2，n ( ζn，y) ] 2

dxdy  （45）

初始温度场为 0，得到温度场解积分形式为：
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11
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t

d t ′∫
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h

G 12
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t
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a
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h

G 22
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2
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dx′dy′

（46）

式（44）~（46）中不包含任何自由参数。
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    ∑
m = 1

∞

∑
n = 1

∞

e-( )λ { p }
mn

2
( )t - t ′ CV，1

N mn
[ X m ( )γm，x Y 1，n ( )φ { p }

n ，y ⋅

    ]X m ( )γm，x′ Y 1，n ( )φ { 2 }
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G { p }
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∞

∑
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∞

e-( )λ { p }
mn

2
( )t - t ′ CV，2

N mn
[ X m ( )γm，x Y 1，n ( )φ { p }

n ，y ⋅

]    Xm ( )γm，x′ Y 2，n ( )ζn，y′

G { p }
21 ( )x，y，t|x′，y′，t ′ =
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m = 1
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∑
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e-( )λ { p }
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N mn
[ X m ( )γm，x Y 2，n ( )ζn，y ⋅

    ]X m ( )γm，x′ Y 1，n ( )φ { p }
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G { p }
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N mn
[ X m ( )γm，x Y 2，n ( )ζn，y ⋅

    ]X m ( )γm，x′ Y 2，n ( )ζn，y′

（47）
将格林函数（43）和热源项（22）代入式（47）得：
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∞ jωT 0
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P { p }
mn ( )t R { p }
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∞ jωT 0
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（48）
其中：
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（49）
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H { 2 }
2，n = αT，2 E 2∫

h1

h

( y′- h { 2 }
0 ) Y 2，n ( ςn，y′) dy′（52）

时间项函数 P { p }
mn ( t )为：

P { p }
mn ( t ) = ejωt

( )λ { p }
mn

2
+ jω

- e-( )λ { p }
mn

2
t

( )λ { p }
mn

2
+ jω

（53）

式中  第一项
ejωt

( )λ { p }
mn

2
+ jω

是周期变化的稳态项。

第二项
e-( )λ { p }

mn

2
t

( )λ { p }
mn

2
+ jω

是一个随时间增大逐渐趋于零

的瞬态项。由于谐振器在稳定的振动模式下工作，

瞬态衰减项可忽略，温度场函数可化简为：
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（54）
可得温度场函数（54）的虚部为：
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2
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（55）

1. 3　热弹性阻尼解析解

根据热弹性耦合理论［16］，弹性应变与应力场同相，

因此弹性应变没有能量损失。但热应变场与应力场不

同相，导致在每个振动周期内引起能量损失。根据

Bishop和 Kinra提出的理论框架［17］，对于不规则结构，

可将结构划分为若干个规则子区域，计算每个子区域

的能量耗散，然后叠加得到总的耗散能。因此，部分覆

盖双层梁的热弹性阻尼解析解可通过以下方法计算：

Q -1
TED = 1

2π
ΔŴ

Ŵ max

= 1
2π

Δw { 1 } + Δw { 2 } + Δw { 3 }

w { 1 }
max + w { 2 }

max + w { 3 }
max

 （56）

式中  ΔŴ { p } 代表一个振动周期内子区域的能量损

失，Wmax 代表在一个振动周期内的最大应变能。

ΔW { p } 可通过以下公式计算：

ΔŴ = -π∭[ σxx ⋅ Im ( ε̂  thermal 
xx ) ] dV =

    -π∭é
ë

ù
ûσxx ⋅ Im ( )αT ⋅ θ̂ dV （57）

将式（17），（20）和温度场函数虚部（55）代入式

（57），化简后可得每个子区域内的能量耗散公式：

Δw { p } = -π ∑
m = 1

∞

∑
n = 1

∞ T 0

N mn
( )R { p }

mn ∑
p = 1

3 ( )λ { p }
mn

2
ω

( )λ { p }
mn

4
+ ω2

R { p }
mn

（58）
将各子区域能量耗散叠加得到：

ΔW total = ∑
p = 1

3

Δw { p } =

-π ∑
m = 1

∞

∑
n = 1

∞ T 0 ℜmn

N mn
∑
p = 1

3 ( )λ { p }
mn

2
ω

( )λ { p }
mn

4
+ ω2

R { p }
mn （59）

其中：

ℜ mn = ∑
p = 1

3

R { p }
mn （60）

一个振动周期内各子区域最大应变能为：

w { p }
max = 1

2 (EI ) { p }∫éëêêêê
ù
û
úúúú∂2 w { p } ( x )

∂x2

2

dx （61）

叠加得到最大应变能为：

W max = ∑
p = 1

3

w { p }
max （62）

根据热弹性阻尼的定义（56），可得非覆盖双层

梁中热弹性阻尼解析解为：

Q -1
TED = ∑

m = 1

∞

∑
n = 1

∞

Ωmn ∑
p = 1

3

R { p }
mn

( )λ { p }
mn

2
ω

( )λ { p }
mn

4
+ ω2

（63）

其中：

Ωmn = T 0

2W max

ℜ mn

N mn
（64）

2　理论分析与讨论

2. 1　与已有实验对比及理论验证

Enderling 等［18］利用聚焦离子束工艺将金属 Pt
分别沉积在 13 μm×5 μm 的 SiC 和 Si 悬臂梁自由

端，Pt 的厚度为 0.5~2.6 μm，以实现微谐振器较大

幅度的频率调谐，图 2 为扫描电镜图。 Enderling
等［18］发现自由端淀积 Pt 后谐振频率与品质因子均

出现下降，且下降幅度随 Pt层的厚度增加而变大。

为验证本解有效性，以图 2 对象为例，同时用有

限元法做对比。微梁上表面受到简谐力 F0sin（ωt）
激励，以弯曲振动模式工作。

在 ANSYS 中，使用 8 节点 Plane223 单元，进行

热‑固耦合的谐响应分析，利用能量法即可得到有限

元法的热弹性阻尼值。图 3 给出了有限元模型及振

型和温度场云图。表 1 列出了本文用到的材料

参数。

图 4 给出了利用有限元法和解析解与实验值对

图 2 自由端被部分沉积悬臂梁微谐振器扫描电镜图［18］

Fig. 2 SEM image of a cantilever beam microresonator 
partially deposited on the free end［18］
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比的热弹性阻尼的计算结果。QPt 和 QnoPt 分别表示

有 Pt 镀膜和无 Pt 镀膜的品质因子。随着 Pt 层厚度

增加，品质因子的降低幅度逐渐增加，且几乎呈线性

趋势。同时，解析解与有限元数值解吻合很好，与实

验结果趋势保持一致。

此外，完全覆盖双层微梁谐振器是部分覆盖双

层梁的特例。镀层与基底层长度相同时，即 L1=L2，

当前热弹性阻尼解析解可以退化为完全覆盖双层梁

的解。由于推导过程简单，此处不再赘述。综上所

述，当前解析解是可靠有效的。

2. 2　镀层厚度、长度和位置对热弹性阻尼的影响

为方便分析，对尺寸参数进行无参化表示，hr表

示镀层与基底层的厚度比，hr=h2/h1；Lr 表示长度

比，Lr=L2/L1；Pr表示位置比，Pr=a/L1；Tr表示基底

层的长度与总厚度之比，Tr=L1/h。本文以下分析

均基于 Tr=40，h1=10 μm 的假设。

微机械谐振器通常工作在第一阶固有频率（基

频）附近。图 5 绘制了基频下长度比 Lr 从 0~1 的

图 3 有限元模型及谐响应分析后振型和温度场云图

Fig. 3 The finite element model， the vibration mode and 
temperature field after harmonic response analysis

表 1 常用材料参数

Tab.  1 Material coefficients

材料

Si
SiO2

Pt
Cu
Al

弹性模量 E/
GPa
160
70

168
120
70

密度 ρ/
(kg·m-3 )

2300
2200

21500
8900
2700

热传导系数 κ/
(W·m-1·K-1)

150
1.2
72

400
220

热膨胀系数 αT/
(K-1)

2.6×10-6

0.5×10-6

9.0×10-6

20.0×10-6

24.0×10-6

体积热容 C/
(J·m-3·K-1)

1.6×106

1.5×106

3.0×106

3.8×106

2.4×106

泊松比 ν

0.22
0.18
0.38
0.44
0.34

热扩散率

α/(m2·s-1)
9.4×10-5

8.0×10-7

2.3×10-5

1.1×10-4

9.2×10-5

图 4 自由端被部分沉积悬臂梁的品质因子降低幅度对比

Fig. 4 Reduction of Q-factor of cantilever beam with free end 
partially deposited by Pt layer

图 5 基频下长度比 Lr 从 0 增长到 1 的 Al/Si 悬臂梁热弹性

阻尼值

Fig. 5 TED values of Al/Si cantilever beam with length 
ratio Lr increasing from 0 to 1 at fundamental frequency
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Al/Si 悬臂梁中热弹性阻尼曲线。镀层常用两种布

置方案：（a） Pr=0，即从固定端延长到自由端；（b） 
Pr=1-Lr，从自由端延伸到固定端。厚度比为 hr=
0.01，0.05 和 0.1。如图 5（a）所示，随着 Lr从 0 增加到

0.6，热弹性阻尼值急剧增加。然而，当 0≤Lr≤0.6
时，图 5（b）中的热弹性阻尼值几乎保持不变。当

Lr≥0.6 时，其值迅速增大。Pr=0.6 时 Lr=1 的热弹

性阻尼值比 Lr=0.6 增大 206%。此外，随着 hr增大，

其值随之增大。

图 6 给出了基频下位置比 Pr 从 0 增加到 1− Lr

的 Al/Si悬臂梁中热弹性阻尼值，长度比为 Lr=0.6。
可看出，随着 Pr增大，即镀层从夹紧端（Pr=0）向自

由端移动（Pr=0.4），阻尼值几乎呈线性下降。Al镀
层在夹紧端处阻尼值比在自由端处高 253%。

此外，图 5 和 6 均给出有限元结果，可看出本解

析解与有限元数值解吻合很好，证明了其有效性。

更重要的是，图 5 和图 6 提示我们：布置在悬臂梁自

由端（Pr=1−Lr）的金属镀层长度在 Lr≤0.6 范围内

不会引起热弹性阻尼的显著增大。

2. 3　镀层长度和位置对 SiO2/Si双德拜峰的影响

频率谱是实验中确定微谐振器品质因子的关键

依 据 。 Nourmohammadi 等［11］发 现 在 h1/h2=1 的

SiO2/Si 完全覆盖双层梁的热弹性频率谱中有两个

显著的阻尼峰。图 7 给出了长度比 Lr 从 0 增长到 1
的 SiO2/Si 悬臂梁热弹性阻尼频率谱：（a） Pr=0，
（b） Pr=1−Lr。

从图 7（a）可看出，当 Lr≥0.2 时，频率谱中便出

现了明显的双峰。但随着 Lr增大，高频峰值没有增

大，反而降低。在 Lr=1 时，高频峰值最小，说明

SiO2对热弹性阻尼有明显的拟制作用，但在低频处

引入了一个额外峰。图 7（b）显示，当 SiO2层覆盖基

底夹紧区域时（Lr≥0.8），才出现双峰现象。

通过对比发现，相同长度比 Lr 时，采用图 7（b）
镀层布置方案的热弹性阻尼峰值要低于图 7（a）。

因此，为降低热弹性阻尼，应优先把镀层布置在悬臂

梁基底自由端位置。

单层梁的弛豫时间 τ =h2/（π 2 α），在频率 f=
1/ τ =（π2α）/h2 时，热弹性阻尼达到峰值［4］。故推

断：双峰现象是由于 SiO2和 Si 的热扩散率 α 相差过

大导致的。从表 1 可知 SiO2和 Si的热扩散率之比为

αr=α1/α2=117。为解释该推断，有必要研究镀层与

基层之间不可逆热流的耗散机理。

图 8 绘制了单层 Si梁、单层 SiO2梁和双层 SiO2/
Si （hr=1）梁在临界频率处沿厚度方向耦合温度场

虚部函数曲线。图 8（a）显示了低频峰对应频率处

的温度场虚部。从图 8（a）可知，单层 Si梁和 SiO2梁

中均存在显著的温度梯度。假设 SiO2/Si 双层梁的

界面热接触是完美的，界面热阻为 0。由于 αr=117，
Si 层的热扩散率远大于 SiO2 层。在 SiO2 层的临界

频率处，SiO2层的能量耗散达到峰值，温度梯度驱动

SiO2层的热流扩散到 Si 层，从而引起在低频范围内

出现峰值。

图 8（b）显示了高频峰对应频率处的温度场虚

图 6 基频下位置比 Pr 从 0 增加到 1− Lr 时 Al/Si 悬臂梁中

热弹性阻尼

Fig. 6 TED values of Al/Si cantilever beam with the posi‑
tion ratio Pr increasing from 0 to 1− Lr at fundamen‑
tal frequency.

图 7 长度比 Lr从 0 增长到 1 时 SiO2/Si悬臂微梁热弹性频率

谱

Fig. 7 TED spectra in SiO2/Si cantilever microbeam with 
the length ratio Lr increasing from 0 to 1
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部。由于高临界频率远大于低临界频率，单层 SiO2

梁处于绝热态，能量耗散极小，温度增量几乎为 0。
但单层 Si 梁在临界频率处耗散最大，达到峰值。至

于双层 SiO2/Si 梁，由于 SiO2层的热扩散率极低，因

此在高频处抑制了 Si 层的热流耗散。因此，热弹性

阻尼在高临界频率处的峰值显著减小。

3　结  论

本文提出了考虑沿厚度和长度方向热传导的非

完全覆盖双层微梁谐振器热弹性阻尼解析解。根据

综合分析，简要概括出以下结论：

（1）该解析解可退化为完全覆盖双层梁热弹性

阻尼解，并且与有限元数值解吻合很好。

（2）为减少热弹性阻尼，金属镀层应远离梁夹紧

端。对于悬臂梁，应将镀层放置在自由端而不是夹

紧端。镀层与基层的长度比不超过 0.6 为宜。

（3）镀层 SiO2 对热弹性阻尼频率谱具有显著

的拟制作用，但在低频段引入一个额外低频峰。

双峰现象是 SiO2 和 Si 的热扩散率 α 相差过大引

起的。
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Thermoelastic damping in microbeam resonators partially 
covered by coatings

YANG Long-fei1， LI Pu2， YE Yi-zhou3

（1.School of Intelligent Manufacturing， Nanjing University of Science and Technology， Nanjing 210094， China； 
2.School of Mechanical Engineering， Southeast University， Nanjing 211189， China； 3.College of Optoelectronic Engineering， 

Chongqing University， Chongqing 400044， China）

Abstract: Thermoelastic damping （TED） is one of the key coefficients that determines the upper limit of the quality factor of the 
micromechanical resonator. In the past， the TED model was only suitable for fully covered multi‑layer microbeam structures. How‑
ever， due to the manufacturing process and actual functional requirements， complex structural forms represented by incompletely 
covered double‑ layer beams are more common. Based on Fourier's law of heat conduction， this paper derives an analytical model 
for the TED of the partially covered bilayer microbeam resonators with the heat conduction along the length and thickness direc‑
tions. Meanwhile， numerical methods and experimental data are used to verify the effectiveness of the model. The effects of the 
thickness， length and position of the coating on the TED is also analyzed. The results provide a new idea for reducing TED by opti‑
mizing the length and position of the coating.
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