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复杂边界条件下半球壳受迫振动响应分析
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摘要: 基于半解析法求解得到中厚半球壳的稳态振动与瞬态振动响应。基于一阶剪切变形理论推导球壳结构能量

表达式，引入 Jacobi多项式和傅里叶级数表示半球壳结构的轴向和径向位移，利用 Ritz 法得到半球壳的稳态振动响

应，与有限元法结果对比验证了本文方法的有可行性。在此基础上，对半球壳在不同边界条件、截顶角和壳体厚度

下稳态振动与瞬态振动特性规律进行了分析总结。
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引  言

半球壳结构作为应用于航空、航海、土木、机械

等工程领域中的一类常见结构，在设计应用中由于

结构的特殊性，很少单独使用，通常在自身一端或两

端开口后与其他结构或设备进行连接。这不仅改变

了球壳的原始结构形状，也导致其自身固有特征发

生改变。此外，在实际应用中球壳结构会暴露在载

荷相对复杂的环境中而引起结构的疲劳和振动，与

自身两端开口处连接的设备形成相互耦合作用并有

可能发生共振，同时伴随产生较大的结构振动噪声

而对生产生活造成不利影响。因此，准确分析球壳

结构及其开口状态下自身振动响应，对于指导其结

构设计具有重要意义。

针对球壳振动特性的研究，国内外学者先后提

出了不同的分析方法，并对这些方法进一步开展组

合分析，提高求解的速度和有效性，比如有限元法、

动力刚度法、Ritz 法、区域分解法等［1⁃3］。 Thomas
等［4］推导了大振幅位移作用下浅球壳的非线性振动

方程，并将理论分析结果与试验结果进行比对分析

后进行补充。 Hosseini⁃Hashemi 等［5］和 Tornabene
等［6］分别基于一阶剪切变形理论（FSDT）提出了中

厚球壳的自由振动特性分析方法，并用有限元法验

证了数值模拟的收敛性。Menaa 等［7］采用混合有限

元法对不同几何形状、边界条件和半径厚度比的球

壳自由振动特性进行分析。Tornabene 等［8］对不同

求解方法进行对比，并利用广义微分求积法（GDQ）

研究了球壳结构的自由振动特性。Hou［9］推导出扁

球壳的自由振动频率微分求解方程，对扁球壳的三

阶频率和模态曲线进行数值模拟分析。Hu 等［10］提

出一种基于 Ritz 法求解环形球壳自由振动的解析

法，引入 Jacobi 多项式和傅里叶级数表征结构轴向

和周向位移，数值模拟结果验证了方法的高效性和

精确性，并进一步分析了各向同性中厚环形球壳的

振动特性。赵伟东等［11］采用 Kantorovich 时间平均

法简化微分方程，探讨了均布压力作用下扁球壳的

自由振动特性规律。陈旭东等［12］利用动力刚度法获

得了不同边界条件下中厚椭球壳体的自由振动频率

特征，并延伸到椭球壳领域。 Gan 等［13］和李善倾

等［14⁃15］讨论应用 Green 函数法求解夹紧和简支边界

下不同底面形状的扁球壳自由振动，并构造出合适

的边界条件方程用于改善积分求解方程的奇异性。

此外，提出了一种解析法用于分析双参数基础上的

不规则扁球壳的自由振动问题。池旭帆等［16］引入

Bezier 函数来模拟球壳结构中面位移，基于一阶剪

切变形理论建立一种半解析法用于求解开口球壳的

自由振动与受迫振动，并对结构的受迫振动进行重

点分析。

由以上文献分析可知，上述研究较少考虑结构

厚度变化和开口特征的变形影响，同时现有研究多

基于经典薄壳理论对球壳结构自由振动响应进行分

析，缺少对球壳结构受迫振动情况下半解析法的研

究，其求解方法尚待进一步丰富。薄壳的厚度需要

小于壳体变形模态波长或曲率半径的 1/20，该范围

内一阶剪切变形理论与经典薄壳理论相比，由于薄
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壳理论忽略了横向剪切变形以及法向应力对壳体变

形的影响，在计算求解精度方面存在不足，而一阶剪

切变形理论引入剪切修正因子来弥补薄壳理论忽略

剪切变形的影响，求解精度更高，适用于球壳结构在

集中力下的振动响应分析［17⁃18］。为此，本研究以半

球壳结构为研究对象，基于一阶剪切变形理论推导

开口球壳能量表达式，引入人工弹簧模拟半球壳结

构的边界条件，采用 Jacobi 多项式和傅里叶级数分

别表示结构的轴向位移和径向位移，基于 Ritz 法推

导出球壳结构的振动微分方程，开展一般边界条件

下球壳受迫振动特性研究，分析了结构边界条件、开

口大小和壳体厚度对半球壳体稳态振动与瞬态振动

响应的影响。

1　理论公式

1. 1　半球结构模型

图 1 为半球壳结构几何模型，坐标系为（φ， θ， 
δ），其中 φ 表示结构底边对应的圆心角，φ 0 = π 2，球
壳环向封闭，θ 为环向角，δ 为结构法线方向，半球壳

半径为 R， γ 表示半球壳截顶角，u， v 和 w 分别表示

φ，θ 和 δ 方向的位移。引入人工弹簧用于模拟半球

壳的边界条件，连接示意图如图 2 所示，线性边界约

束采用三组线性弹簧进行模拟，旋转边界约束采用

两组角弹簧进行模拟。

1. 2　球壳能量泛函建立

运用区域分解法理论［19］，将半球壳结构沿轴

向分为等长的 H 段，于每一段的首尾处分别设置

五组人工弹簧，通过调节弹簧刚度值来模拟连续

性条件以及半球壳的边界条件，基于 FSDT 理论

建立结构能量泛函。边界弹簧中假设第 i 段位移

场表示为：
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式中  εi
φ，εi

θ 和 γi
φθ，γi

φδ，γi
θδ 为中性面处正应变和剪切

应变；κ i
φ，κ i

θ 和 κ i
φθ 为中性面处的曲率值。

球壳结构应力可表示为：
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式中  σ i
φ，σ i

θ 和 τ i
φθ，τ i

φδ，τ i
θδ 分别表示正应力和剪应

力；Q 11，Q 22 和 Q 66 为应力和应变的关系系数。

Q 11 = Q 22 = E
1 - μ2 ，Q 66 = E

2( 1 + ε )
（6）

式中  E 和 ε表示弹性模量和泊松比。

图 1 半球壳结构模型与坐标系

Fig. 1 Structural model and coordinate system of hemisphere shell

图 2 人工弹簧连接示意图

Fig. 2 Schematic diagram of artificial spring connection

375



振   动   工   程   学   报 第  37 卷

力和力矩可表示为：
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式中  Nφ，Nθ和 Nφθ为面内力；Mφ，Mθ和 Mφθ为力矩；

Qφ，Qθ 为横向剪切力，其中剪切修正因子 κ̄=5/6。

Aij，Bij 及 Dij（i，j=1，2，6）为拉伸、拉伸⁃弯曲耦合及

弯曲刚度，分别为：

( A ij，Bij，Dij )=∫
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第 i段应变能表示为：
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结构应变能可用参考面位移和转角表示：
-
U
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半球壳分段后每段两端耦合边界条件的控制方

程表达式如下：

壳段下端边界和壳段上端边界分别为：
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式 中  ku，kv，kω 为 线 性 弹 簧 刚 度 ；kφ，kθ 为 角 弹 簧

刚度。

半球壳的边界条件模拟通过控制连接弹簧的刚

度值来实现，因此存储在边界弹簧中的势能 Ub可表

示为：
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总势能表示为：
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第 i段的动能如下所示：
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其中，

( I0，I1，I2)=∫
-h/2
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ρ (1 + δ
R ) 2
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集中载荷对第 i圆环壳段所做的功为：

W i =∫ fω，i w i dσ （19）

式中  fω，i 为在 σ方向施加的外部集中荷载。
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1. 3　位移函数和系统特征方程求解

利用能量变分原理对球壳进行振动分析时，其

收敛速度和求解精度很大程度上取决于位移函数

的选取。常见结构位移容许函数类型有简单多项

式、幂级数、傅里叶级数、Jacobi 多项式等［20］，因此

基于多段划分原则，选择 Jacobi 正交多项式表征半

球壳体的轴向位移场，利用三角级数表征半球壳的

周向位移，推导出 Jacobi 多项式的递推公式为：
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式中  ϕ ∈[ - 1，1]；α和 β分别为定义在区间[ - 1，1]
的 Jacobi 参数；i=2，3，…。

结构的各个位移函数分量可以写成 Jacobi 多项

式和三角级数的形式，如下所示：
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m ( x ) [ A m sin ( nθ )+ Bm cos ( nθ ) ] eiωt

v= ∑
m = 0

M

∑
n= 0

N

P ( α，β )
m ( x ) [ Cm sin ( nθ )+ Dm cos ( nθ ) ] eiωt

w = ∑
m = 0

M

∑
n= 0

N

P ( α，β )
m ( x ) [ Em cos ( nθ )+ Fm sin ( nθ ) ] eiωt

ψx = ∑
m = 0

M

∑
n= 0

N

P ( α，β )
m ( x ) [ Gm cos ( nθ )+ H m sin ( nθ ) ] eiωt

ψy = ∑
m = 0

M

∑
n= 0

N

P ( α，β )
m ( x ) [ Im sin ( nθ )+ Jm cos ( nθ ) ] eiωt

（21）
式中  A m，Bm，Cm，Dm，Em，Fm，Gm，H m，Im 和 Jm 为 Ja⁃
cobi 展开系数；m 和 n 分别表示轴向和周向的半波

数；M 和 N  为最高阶数。

半球壳的拉格朗日能量函数为：

L= ∑
i = 1

H

( )T i - U i - U BS （22）

基于 Ritz 法对结构能量泛函待定系数做变分

处理：

∂L
∂ϑ

= 0，ϑ = U m， V m， W m，ψxm，ψθm （23）

因此，球壳的结构动力响应方程为：

(K- ω2M )Q= F （24）
式中  K，M，Q分别为刚度矩阵、质量矩阵和系数

矩阵，F为外激励矩阵。通过求解式（24），可以得到

球壳的自由振动结果。

外激励下半球壳的未知系数矩阵推导为：

Q= (K- ω2M )-1
F （25）

将上述结果代入式（24）可得半球壳的受迫振动

响应。

工程应用中通常考虑结构阻尼，本研究采用瑞

利阻尼［21］。瑞利阻尼为：

C= aM+ bK （26）
式中  C为阻尼矩阵；a，b 表示如下：

a = 2ωi ωj

ωi + ωj

ξ， b = 2ξ
ωi + ωj

（27）

式中  ωi 和 ωj 表示结构的第 i 和 j 阶频率；ξ为阻尼

比。本研究中，ωi=2 Hz，ωj=400 Hz，ξ=0.05，则设

a=2，b=0.00003。
假设加速度在［t，t+Δt］时间范围内为常数，同

时引入 η 和 μ 两个参数［22］，如下所示：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Δẋ i = [ ]( )1 - η ẍi + ηẍi + 1 Δt

Δxi = ẋ i Δt + é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú( )1

2 - μ ẍi + μẍi + 1 Δt 2
（28）

本文取 η=0.5， μ=0.25，可将上式求解得：
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ẍ i + 1 = 1
μΔt 2 Δxi - 1

μΔt
ẋ i - ( )1

2μ
- 1 ẍ i

ẋ i + 1 = η
μΔt

Δxi - ( )1 - η
μ

ẋi + ( )1 - η
2μ

ẍi Δt

（29）

增量平衡方程如下：

Mẍ i + 1 + Cẋ i + 1 + Kxi + 1 = F i + 1 （30）
将式（29）代入式（30）可得：

K̄xi + 1 = F̄ i + 1 （31）
其中，
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K̄=K+ 1
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μΔt
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F̄ i+ 1 =F i+ 1 +M
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μΔt 2 xi +
1
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ẋ i + ( )1

2μ
- 1 ẍ i +

C
é
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ê
êê
ê
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μΔt
xi + ( )η

μ
- 1 ẋ i + ( )η

2μ
- 1 ẍ i Δt

（32）
将式（31）代入式（29）得到 ẋ i + 1 和 ẍ i + 1，重复迭

代直到时间结束，即得到结构在任何时刻的响应。
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2　受迫振动特性分析

半球壳结构材料为钢，密度 ρ=7850 kg/m3 ，杨
氏模量 E=210 GPa，泊松比 ε=0.3，半径 R=2 m，

无特殊说明，本研究取半球壳厚度 h=0.005 m，α=
β=0。为了避免舍入结果，取固有频率的无量纲频

率参数 Ω = ωR ρ ( 1 - ε )2 E 。半球壳不同边界条

件模拟采用不同的人工弹簧刚度进行表示，其中自

由支承、固定支承、简支支承和弹性支承边界条件分

别用 F，C，S 和 E 表示。弹簧刚度与经典边界之间

的对应关系如表 1 所示。

2. 1　稳态振动分析

由理论表达式可知，计算精度与位移表达式中

的模型截断数大小密切相关。因此，为进一步验证

本文方法在计算结构受迫振动时的适用性，同时保

证数值计算的求解精度，需对模型截断数进行收敛

性分析。对半球壳体在（
1
4 π， 0）处施加幅值为 F0=

1 N 的径向激励载荷，结构边界条件为大端简支，

小端自由，选择半球壳结构（
1
6 π，π）与（

1
3 π，π）处作

为考核点。图 3 和 4 分别为不同模型截断数下振动

响应变化曲线和本文方法与有限元法计算精度对

比，分析频带为 2~400 Hz，间隔频率为 2 Hz。图中

La 为 振 动 加 速 度 级 ，La = 20 lg ( a a0 )，a0 = 1 ×
10-6 m/s2。

由图 3 可知，当结构模型截断数 H 趋近于 4 时，

在分析频段内本文方法收敛速度快，稳定性好，因此

取模型截断数 H=4。由图 4 可知本文方法与有限

元法结果吻合较好，曲线趋势基本一致，可以用来分

析球壳结构的稳态振动响应。

为充分探究不同边界条件下，不同结构厚度及截

顶角大小对半球壳结构动力响应的影响，本研究在数

理模型验证基础上开展半球壳稳态振动响应分析。

表 1 一般边界条件下球环弹簧刚度值

Tab. 1 Spring stiffness values of spherical shell for 
general boundary conditions

边界

条件

F
C
S
E

线性弹簧/(N·m-1)
ku

0
1015

1015

108

kv

0
1015

1015

108

kω

0
1015

1015

108

角弹簧/（N·rad-1）

kφ

0
1015

0
108

kθ

0
1015

0
108 图 3 不同截断数下计算精度对比曲线

Fig. 3 Comparison curves of calculation accuracy under 
different truncation numbers

图 4 本文方法与有限元法稳态振动响应比较

Fig. 4 Comparison of the steady vibration response of 
propsed method and FEM results
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表 2 和图 5 分别给出了不同边界条件下开口球

壳的结构固有频率和不同考核点的振动响应，截顶

角 γ = π 10。由表 2 可知，开口球壳结构的固有频

率参数受边界条件的影响较大，随着边界条件的增

强，结构刚度变大，固有频率升高。由图 5 可知开口

球壳结构的振动响应随着边界条件增强会减弱，此

外，对比不同考核点振动响应可知越靠近球壳中心

位置，振动响应越大。

图 6 给出了在不同边界条件下开口球壳结构不

同厚度对结构振动响应的影响，选择（
1
6 π，π）处作为

考核点，截顶角 γ = π 10。由图 6 可知，在 F⁃S 边界

条件下，随着结构厚度增加导致自身刚度变大，低阶

固有频率升高；在 E⁃C 边界条件下，结构厚度增加反

而降低了前三阶固有频率，第四阶固有频率变大，但

结构厚度增加都会造成结构振动响应的降低。

图 7 给出了不同边界条件下开口球壳截顶角对

结构振动响应的影响，选择（
1
3 π，π）处作为考核点。

由图 7 可知，半球壳在开口后使得自身刚度变低，其

低阶固有频率也降低，随着截顶角变大，固有频率低

频偏移现象更加明显，同时振动加速度响应曲线在

低频处峰值变大。横向对比可知，边界条件的增强

也提高了开口球壳的固有频率。

2. 2　瞬态振动分析

首先，对无阻尼的半球壳振动系统进行瞬态响

表 2 不同边界条件下半球壳结构的固有频率

Tab. 2 Natural frequencies of spherical shell structures under different boundary conditions

边界条件

F-E
F-S
E-C
C-C

固有频率/Hz
29.2
40.2

221.7
333.2

38.9
64.9

272.2
356.9

69.7
69.7

275.1
385.2

106.4
106.4
317.6
388.5

110.4
148.1
325.0
390.5

148.1
194.1
353.3
392.7

171.0
240.9
369.3
395.9

194.1
243.7
381.2
399.5

206.9
316.1
389.7
400.0

223.0
364.9
392.0
403.0

图 5 不同边界条件下半球壳振动响应对比

Fig. 5 Comparison of vibration responses of hemispherical 
shell under different boundary conditions

图 6 半球壳不同厚径比（h /R）振动响应对比

Fig. 6 Comparison of the vibration responses of hemispheri⁃
cal shell with different h /R ratios
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应分析。采用如图 8 所示的三角形脉冲载荷  q0=
1 N，t0=0.005 s，τ=0.005 s，Δt=0.0001 s， 截顶角

γ = π 10。图 9 为在三角形脉冲载荷作用下本文方

法与有限元法计算求解的无阻尼瞬态振动响应结

果。由图可见，本文方法与有限元计算结果吻合较

好，两曲线趋势基本一致，可有效研究半球壳结构的

瞬态受迫振动响应。

图 10 和 11 分别给出了在不同边界条件下半球

壳不同考核点及不同厚径比（h/R）下无阻尼瞬态振

动响应结果，其中截顶角 γ = π 10。由图 10 和 11 可

图 10 不同边界条件下考核点振动响应时间历程曲线

Fig. 10 Vibration response time history curves of test points 
under different boundary conditions

图 7 半球壳不同截顶角振动响应对比

Fig. 7 Comparison of vibration responses of hemispherical 
shell with different truncation angles

图 8 三角形脉冲载荷

Fig. 8 Triangular pulse load

图 9 本文方法与有限元法的无阻尼瞬态振动响应比较

Fig. 9 Comparison of the undamped transient vibration 
responses of present method and FEM
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知，开口球壳边界条件增强或自身结构厚度增加，振

动响应幅值均出现明显降低，但边界条件对振动响

应幅值影响相对较大。由图 10 横向对比可知，越靠

近结构的中心位置结构响应越大，且边界条件的增

强导致振动位移周期减小，表明结构固有频率变大，

这与稳态振动结论是一致的。

图 12 给出了在不同截顶角情况下开口球壳的

无阻尼瞬态振动响应结果，考核点在（
1
3 π， π）处。由

图 12 可知，随着截顶角变大，结构开口后振动响应

幅值变大，振动位移周期变大。同时横向对比可知

边界条件的增强也限制了结构的振动响应幅值，并

使得结构固有频率升高，这与不同截顶角下稳态振

动响应结论一致。

图 13 给出了在不同结构阻尼下开口球壳的瞬

态振动响应结果，截顶角 γ = π 10。由图 13 可知，

结构阻尼对振动响应有较大抑制作用，在自由⁃简支

边界条件下半球壳结构阻尼的增加并未使瞬态振动

响应幅值出现明显衰减，但在弹性⁃固定边界条件下

随着结构阻尼的增大，瞬态振动响应位移随时间出

现较大的幅值衰减。

图 11 不同厚径比下半球壳振动响应时间历程曲线

Fig. 11 Vibration response time history curves of hemispheri⁃
cal shell with different h /R ratios

图 13 不同结构阻尼下半球壳振动响应时间历程曲线

Fig. 13 Vibration response time history curves of hemispheri⁃
cal shells with different structural dampings

图 12 不同截顶角下半球壳振动响应时间历程曲线

Fig. 12 Vibration response time history curves of hemispheri⁃
cal shells at different truncated angles
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3　结  论

本文引入 Jacobi 正交多项式和傅里叶级数分别

表示半球壳的轴向位移和径向位移，从而建立半球

壳的强迫振动分析模型，基于 Ritz 法研究了边界条

件、结构厚度和截顶角对半球壳受迫振动特性的影

响。研究得出主要结论如下：

（1）本文方法具备较好的收敛性和求解精度。

当 Jacobi 多项式模型截断数超过 4 时，本文方法具

备较好的收敛稳定性，通过与有限元求解结果对比，

本文方法计算精度较好。

（2）半球壳结构固有频率不仅与结构参数属性

有关，还与边界条件有关。随着半球壳结构厚度变

大，其低阶固有频率在自由⁃简支边界下增大，在弹

性⁃固定边界下前三阶固有频率降低；截顶角变大降

低了结构的刚度，导致结构低阶固有频率降低，同时

边界条件的增强也会使得结构的固有频率提高。

（3）半球壳的振动响应受到边界条件、壳体厚

度、截顶角以及自身结构阻尼等多种因素的影响。

半球壳结构振动响应越靠近球壳自身中心位置，其

振动响应峰值越大。边界条件的增强和壳体厚度的

增加均会降低结构振动位移，而截顶角变大会导致

结构刚度降低，半球壳的振动响应位移会变大。结

构阻尼对壳体的位移响应与边界条件有关，在弹

性⁃固定边界条件下，阻尼对振动响应衰减影响较大。
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Forced vibration response analysis of hemispherical shell under 
complex boundary conditions

PANG Fu-zhen， ZHANG Ming， GAO Cong， ZHENG Jia-jun， LI Hai-chao
（College of Shipbuilding Engineering， Harbin Engineering University， Harbin 150001， China）

Abstract: The steady-state and transient vibration responses of a medium thick hemispherical shell are obtained based on semi-ana⁃
lytical method. According to the first-order shear deformation theory， the energy expression of the spherical shell structure is de⁃
duced. The Jacobi orthogonal polynomials and Fourier series are introduced to represent the axial and circumferential displacements 
of the hemispherical shell structure. The steady vibration response of the hemispherical shell is obtained by Ritz method. The re⁃
sults are compared with the finite element method to verify the feasibility of the presented method in this paper. On this basis， the 
characteristics of steady and transient vibration of the hemispherical shell under different boundary conditions， truncated angle and 
shell thickness are summarized and analyzed.

Key words: hemisphere shell；steady state vibration；semi analytical method；transient vibration

作者简介: 庞福振（1980—），男，博士，教授。  E-mail：pangfuzhen@hrbeu.edu.cn。

383


