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摘要 非线性隔振系统的有效隔振频率区间要求越过跳跃区间，大于向下跳跃频率。然而，在跳跃区间内，当系统响应振幅位于幅频曲线的非共振支上时，系统具有隔振效果，问题在于如何将振幅保持在非共振支上。当初始条件或激励频率变化使系统响应幅值位于共振支时，提出利用最优时延反馈控制将幅值从共振支切换至非共振支。时延反馈控制虽然使系统处于混沌状态，但振幅得到了充分降低。待混沌状态稳定，且系统状态位于趋向于非共振支的流域中时，撤除反馈控制，系统将恢复简谐振动且振幅最终落在非共振支上，实现了在跳跃区间内的有效隔振，从而拓宽了非线性隔振的频率区间。通过数值仿真计算，验证了本方法的有效性；同时，也证实了基于最优时延反馈控制和准零刚度的非线性隔振系统适用于低频隔振。
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引  言

非线性隔振系统具有诸多线性隔振系统无法比拟的优点，譬如变工况条件下，线性隔振系统无法避免地要经过共振区，采用非线性隔振系统则可避免线性共振危害。鉴于线性隔振系统的诸多局限性，近二十年来，非线性隔振系统越来越受到重视，但受限于非线性动力学的研究进展，非线性隔振系统的设计理论及应用仍处于探索阶段[1]，低频隔振仍是工程领域面临的难题[2]。Ravindra和Mallik[3]利用谐波平衡法系统地研究了单自由度非线性隔振系统的动态响应和传递率，考虑了各种非线性阻尼和刚度的组合对系统动态响应和稳定性的影响。研究结果表明硬弹簧将解的不稳定性推向了高频，不利于隔振。陈泳斌和陈树辉的研究[4]也得到了类似的结论。Milovanovic等[5]利用平均法研究了各种阻尼和刚度组合的非线性隔振系统的位移传递率，讨论了非线性隔振的优越性。Ravindra和Mallik[6] 进一步利用数值方法研究了非线性隔振系统中的复杂动力学特性，观察到了混沌现象，以及通向混沌的两条途径，即倍分岔和阵发混沌，并指出调整非线性阻尼可控制混沌。Carrella等[7]将线性或非线性弹簧进行几何组合通过参数化建模和优化设计得到一种具备准零刚度（quasi-zero stiffness）的隔振器，这种隔振器具有较大的静刚度，能承受被隔离设备的重量，而设备在静平衡位置振动时刚度非常低，甚至趋于零，即隔振系统固有频率很低，十分有利于低频隔振。进一步，Carrella等[8]利用谐波平衡法得到了这种隔振器的力传递率近似解析表达式，并与线性隔振系统进行了比较，当向下跳跃频率（jump-down frequency）小于相应的线性隔振系统的固有频率时，准零刚度隔振系统具有更好的隔振效果。Kovacic等[9] 对准零刚度隔振系统进行了稳定性和分岔分析，观察到了倍分岔通向混沌的现象，并指出混沌的出现增加了系统的复杂性，导致系统振幅增大，不利于隔振，应通过合理设计系统参数，避免混沌的产生。

    考虑到非线性振动的多解性，即在幅频曲线某个频率区间存在跳跃现象，故一般非线性隔振的有效频率区间为
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，向下跳跃频率）[8]；而且，对于简谐激励作用下的非线性隔振系统，阻尼越小，传递率越低，隔振性能越好，但
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越大，跳跃区间越大[3]，该矛盾制约了非线性隔振器的设计与应用。然而，在跳跃区间内，当系统响应振幅位于幅频曲线的非共振支上时，系统具有隔振效果，问题在于如何将振幅保持在非共振支上。当初始条件或激励频率变化使系统响应幅值位于共振支时，本文拟采用最优时延反馈控制[10]将系统响应幅值从共振支切换至非共振支。时延反馈控制将使系统处于混沌状态，但振动幅值较共振支上的幅值有较大幅度的降低。待混沌状态稳定后，进一步，借助范德玻尔平面判定系统状态是否位于趋向于非共振支的流域，确定撤除时延反馈控制的时刻，恢复系统简谐振动状态，并使响应幅值位于非共振支，以期实现在跳跃区间内的有效隔振，拓宽非线性隔振的有效频率区间。
1 理论模型与方法

非线性隔振系统如图1所示，由非线性弹簧和线性阻尼组成，还包括实现反馈控制的作动器。由于准零刚度弹簧[7]具有较大的静刚度，保证在设备自重作用下的静变形很小，而在静平衡位置刚度为零，且在静平衡位置附近较小范围内刚度很小，超出一定振幅后，刚度又变得很大，有利于低频隔振。因此，采用准零刚度弹簧作为非线性弹簧，其刚度曲线如图1b中实线所示。为和线性弹簧进行对比，图1b绘出了相应线性弹簧的刚度曲线，如图中虚线所示，即要求两种弹簧在设备自重作用下的静变形相同[8]。
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图1 （a）隔振系统示意图和（b）隔振器刚度曲线。
隔振系统在坐标系
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下运动的控制方程为
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其中，
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为设备自重
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作用下的静变形，
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分别反馈控制增益和时延。令
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，那么运动方程在坐标系
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下可表示为如下无量纲形式
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式中，
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)

¢

·

表示对无量纲时间的导数，系统无量纲参数为：
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其中，
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为相应线性弹簧的刚度系数，且
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不考虑时延反馈控制项的情况下，利用谐波平衡法近似地分析系统响应，假设系统响应频率由激励频率主导，仅取一阶谐波，即设
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得幅频关系
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关于
[image: image22.wmf]W

的两个正根为
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假设阻尼很小，即
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表示的两个根相等时的频率为向下跳跃频率 GOTOBUTTON ZEqnNum583542  \* MERGEFORMAT ，其对应的幅值为
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，可表示为
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向上跳跃（jump-up）频率受阻尼的影响非常小，所以在计算向上跳跃频率时可令
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。根据文献[11]，令
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，求得对应于向上跳跃频率的幅值
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，并将其代入式(4)

得到向上跳跃频率
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略去高阶谐波项，非线性隔振系统的传递率近似地表达为
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相应线性隔振系统的传递率为
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频率区间
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为跳跃区间，不包含控制项的方程[image: image35.wmf]d
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的解具有多解性，振动幅值取决于初始条件。当初始条件或激励频率随时间的变化使振幅落在共振支上，不仅无隔振效果，反而使系统置于非常危险的境况，因此，在不施加任何控制的情况下，具有刚度渐硬特性的非线性隔振系统的隔振区间一般为 GOTOBUTTON ZEqnNum890875  \* MERGEFORMAT [3, 8]。

然而，在跳跃区间内，当系统响应幅值位于幅频曲线的非共振支上时，系统具有良好的隔振效果，问题在于如何将幅值保持在非共振支上。本文的基本思想是：在跳跃区间，当系统响应幅值位于共振支时，施加时延反馈控制，将幅值从共振支切换至非共振支。虽然反馈控制使隔振系统处于混沌状态，但充分降低了振动幅值。待混沌状态稳定后，借助范德玻尔平面，判定此时系统状态是否位于趋于非共振支的流域中，当系统状态位于该流域中时撤除反馈控制，系统幅值将趋于非共振支，从而将非线性隔振系统的隔振区间由
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扩大至
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控制方法采用作者提出的最优时延反馈混沌化方法[10]。该方法基于系统响应的频谱构造混沌化性能指标，要求频谱幅值最小，频谱宽度最大；将时延作为设计变量，针对强非线性优化问题，考虑到寻优效率因素，采用直接寻优算法寻求最优时延使系统处于最优品质的混沌状态。其优化列式可写为



[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

211

max1

211

1

Find

max{}

Minimize1,2,,

norm{}

opt

N

jkiN

i

i

N

jkiN

norm

i

i

xe

y

IkN

y

xe

p

p

t

---

=

---

=

ì

ï

ï

ï

í

===

ï

ï

ï

î

å

å

K


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9)

其中，
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为频谱幅值的最大值；
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为幅值的模，描述频谱的宽度；
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为系统响应的离散数据点，可以是位移、速度或反力的时间历程，本文取位移。

当系统振动幅值位于共振支时，施加时延反馈控制虽然使系统处于混沌状态，但响应的最大幅值将较大程度地降低。控制撤除后，系统运动状态又将恢复简谐振动。那么，以撤除控制时的系统状态作为初始条件，能否使振幅趋于并最终位于非共振支？我们借助范德玻尔平面来分析这个问题[12]。将幅值和相位随时间变化的系统响应表达式
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将式[image: image44.wmf](
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并忽略高阶谐波项，得到关于GOTOBUTTON ZEqnNum890875  \* MERGEFORMAT (10)

代入不含控制项的运动方程 GOTOBUTTON ZEqnNum703558  \* MERGEFORMAT 和
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的一阶微分方程组
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初始条件为
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，求解该初值问题，即为不含控制项的方程[image: image49.wmf](
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在范德玻尔平面上的解，根据解 GOTOBUTTON ZEqnNum890875  \* MERGEFORMAT 的轨迹可判断初始条件是否能使系统振动幅值趋于非共振支，即借助范德玻尔平面可以确定满足要求的初始条件的流域Dd。也就是说，要求撤除控制时刻系统状态
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必须位于流域Dd内。

2 数值算例

隔振系统参数：质量
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，时延反馈增益
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。隔振系统的传递率如图2所示，两条竖向切线（虚线）对应的频率分别为向上和向下跳跃频率，
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，数值计算结果与式(5)

中的近似解析解基本吻合，误差分别为0.0658%和0.0068%。
(6)

、式
初始条件取为
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时，系统响应为简谐振动，见图3第Ⅰ部分（
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）及局部放大（图4-Ⅰ），振幅为
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，位于幅频曲线的共振支上（图2的Ⅰ点），相应的传递率为
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图2 隔振系统传递率
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图3 隔振系统响应，Ⅰ无控制；Ⅱ施加控制；Ⅲ撤除控制。
从第20s开始施加时延反馈控制，时延量的选取由最优时延反馈混沌化方法确定[10]，对于本算例，反馈增益
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，最优时延量为
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。时延反馈控制将系统响应幅值从共振支切换至非共振支，虽然此时系统状态为混沌振动，但与共振支上的响应幅值（图3第Ⅱ部分的前段）相比，振幅有较大程度的降低，见图3第Ⅱ部分的后段（
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）及局部放大（图4-Ⅱ）。相应地，隔振系统传递率也有比较明显地降低，如图2的Ⅱ点，但此时依然无隔振效果。需要说明的是，当系统响应为混沌时，传递率无解析解，用隔振前后相应的振动能量的比值描述传递率，即激励和响应的均方根之比值[13]。
待混沌状态稳定后，从112s撤除时延反馈控制，系统响应由将恢复为简谐振动，见图3的第Ⅲ部分（
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]

112,160s

t

Î

）及局部放大（图4-Ⅲ）。相对第Ⅰ部分未加控制系统的响应来说，幅值降低了很多，此时振幅为
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，位于非共振支上（图2的Ⅲ点），传递率为
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，与初始系统的响应相比，隔振系统的传递率降低了43.43dB。
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图4 隔振系统响应，图3中Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ时间段的局部放大图。
混沌振动状态最大位移和最大速度分别为
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，撤除控制后系统的所有可能的初始条件均包含于如图5所示的虚线椭圆内（含边界）。图中实线轨迹表示从初始条件出发最终趋向于与非共振支对应的稳定焦点Ⅲ；点划线轨迹则趋向于与共振支对应的稳定焦点Ⅰ。不同初始条件的轨迹被分隔成两个流域，如图5虚线所示椭圆被分成两个流域，Dd和Du。当初始条件位于Dd区时，振幅将趋于非共振支，而位于Du区时，振幅将趋于共振支。从范德玻尔平面上的解可看出：大部分初始条件均使振动幅值落于非共振支。本算例中，在第112s撤除控制时系统状态为：
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，位于区域Dd中，经历暂态后，系统幅值将趋于非共振支。
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图5 不含控制项的方程(2)

在范德玻尔平面上的解
3 讨  论

3.1 不同激励频率的切换控制效果
在跳跃区间内，取四种不同的激励频率，即
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，并与
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的情况进行比较，讨论不同激励频率下的切换控制效果。不同激励频率下，反馈增益固定为
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，最优时延量分别为
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，初始条件均使系统振动幅值位于共振支。混沌振动状态最大位移和最大速度分别为
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，撤除控制时所有可能的初始条件如图6虚线椭圆所示。图6a中趋向于稳焦Ⅲ的流域在整个椭圆中的比例很小，意味着选择撤除控制时刻的空间很小；而图6d中从所有可能的初始条件出发的轨迹都将趋向于稳焦Ⅲ，意味着待混沌振动状态稳定后，任意时刻均可以撤除控制，实现由共振支到非共振支的切换。结合图5比较可知，在跳跃区间，反馈增益不变，随着激励频率增加，椭圆越来越小，趋向于稳焦Ⅲ的流域占整个椭圆的比例越来越大，也就是说，激励频率越大越容易实现将振幅从共振支切换至非共振支。
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图6 不同激励频率下，方程[image: image86.wmf]0.75
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(2)

（不含控制项）在范德玻尔平面上的解。(a) GOTOBUTTON ZEqnNum890875  \* MERGEFORMAT ; (b)
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; (c)
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3.2与线性系统比较及系统阻尼的影响

图7比较了不同阻尼情况下非线性隔振系统与相应的线性隔振系统的传递率。首先，系统阻尼越大，向下跳跃频率
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越小，其对应的传递率
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d

TT

=

也越小，但向上跳跃频率
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几乎不受阻尼的影响，这与式[image: image93.wmf]d

W

(6)

中(5)

和式 GOTOBUTTON ZEqnNum283083  \* MERGEFORMAT 和
[image: image94.wmf]u

W

的近似解析表达式是一致的。阻尼越大，跳跃区间越小，共振支越短。根据文献[3, 8]的判断标准，即
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和
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越小越利于隔振设计，那么，由式[image: image97.wmf]d
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可知，阻尼越大隔振性能越优异。然而，传递率是随阻尼增大而增大的，也就意味着阻尼越小隔振效果更好。通过调节阻尼同时减小 GOTOBUTTON ZEqnNum283083  \* MERGEFORMAT （
[image: image98.wmf]max
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）和降低传递率是矛盾的。我们通过施加时延反馈控制，将系统响应幅值从共振支调节到非共振支，从而将隔振区间从
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扩大至
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，选择较小的阻尼也不会影响到隔振区间，又保证了较低的传递率。
其次，和相应的线性隔振系统相比，其优势很明显。一方面，对于线性隔振系统只有当
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才有隔振效果，当系统阻尼比为
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时，非线性隔振系统的隔振频率区间为
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，而本文的主-被动非线性隔振系统的隔振区间为
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。因此，就本文算例而言，采取本文方法，与线性和无控非线性隔振系统相比，非隔振频带缩短了56.99%和58.67%。另一方面，在隔振区间内非线性隔振系统的传递率比线性隔振系统低得多。因此，准零刚度主-被动非线性隔振系统非常适用于低频隔振。
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图7 阻尼对传递率的影响。非线性隔振系统的传递率曲线，实线：稳定分支，点线：不稳定分支；虚线：线性隔振系统传递率曲线。
4 结  论

本文对准零刚度主-被动非线性隔振系统的隔振特性进行了分析，重点探讨了在跳跃区间采用时延反馈控制将系统响应幅值保持在非共振支的方法，得出如下结论：

(1)  在跳跃区间内，当初始条件或激励频率变化使系统响应幅值位于幅频曲线共振支上时，最优时延反馈控制能有效地将系统幅值从共振支切换到非共振支。虽然控制使系统处于混沌状态，但幅值得到充分降低。结合范德玻尔平面判定撤除控制的时间，以此刻系统状态为初始条件，系统恢复简谐振动，且振幅趋于且最终位于非共振支，成功实现了对跳跃区间内共振的控制，达到了在跳跃区间内隔振的目的。
(2)  通过比较准零刚度系统和线性系统的隔振性能，及讨论阻尼对隔振性能的影响，证实了基于最优时延反馈控制和准零刚度的非线性隔振方法是一种良好的低频隔振方法。
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An active-passive nonlinear vibration isolation method based on optimal time-delay feedback control
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Abstract： The effective frequency of nonlinear vibration isolation is generally greater than the jump-down frequency, i.e. the jumping frequency range due to the multiple solutions of the nonlinear dynamic equations is excluded. However, when the oscillation amplitude is on the non-resonance branch of the response curve, the nonlinear isolator is capable of reducing the transmitted force efficiently. How to make the response amplitude be on the non-resonance branch by control strategy is the key for isolator design in the jumping frequency range. In this paper, an optimal time-delay feedback control method is proposed to shift the amplitude from resonance branch to non-resonance branch, when the amplitude is on the resonance branch due to certain initial conditions or variation of excitation frequency against time. Although the control makes system chaotic, the oscillation amplitude is reduced significantly. Furthermore, the control is removed, when the transient response of chaotic vibration dies away and the system state (displacement, velocity) is in the basin approaching to the steady focus, corresponding to the non-resonance branch, in the Von der Pol Plane. After the halt of the control, the system will recover harmonic vibration and the amplitude will be on the non-resonance branch. Consequently, the nonlinear isolator will be active in the jumping frequency range under any conditions by mean of optimal time-delay feedback control. The efficiency of this method is verified by numerical simulations. Comparisons between the nonlinear isolator and the corresponding linear one and discussions on the effects of damping factor are carried out, which shows that the nonlinear isolator, including quasi-zero stiffness springs and optimal time-delay feedback control, is favorable for low frequency isolation. 
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