面内弹性绳系卫星系统的内共振*
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摘要：本文研究了绳系卫星系统因系绳弹性和俯仰运动相耦合而引起的非线性内共振问题。首先应用Kane方程建立了面内椭圆轨道两体弹性绳系卫星系统在状态保持阶段的非线性动力学模型，分析了可能发生的内共振条件。然后，基于多尺度方法获得内共振下的调制方程及其Jacobi椭圆函数表示的解析解。结果表明，轨道摄动因素不会影响内共振，系统参数引起的内共振耦合振动会在两个模态之间相互传递，其调制周期取决于初始模态幅值。当一定的调谐参数上，模态振幅出现饱和现象。
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引  言

绳系卫星作为一种新型空间技术具有巨大潜力，正日益受到学术和航天界的关注[1-5]。绳系卫星系统为高维非线性动力学系统，由于绳系卫星在工作状态往往需要稳定的状态保持，因此研究状态保持阶段绳系卫星的非线性行为具有重要意义。Nixon对于绳系卫星面内外动力学行为进行了解析和数值研究，给出了系统参数对于周期、概周期及混沌运动的影响[6]。Fujii等研究了系绳弹性和轨道偏心率引起的绳系卫星状态保持阶段的分叉问题[7]。Misra等研究了状态保持阶段的面内非线性动力学[8]。此后，他们又考虑了面内外耦合的三维绳系卫星系统，结果表明圆轨道和椭圆轨道均存在混沌运动且混沌区随Hamilton函数的增加而增大。Celletti和Sidorenko等研究了“哑铃”型绳系卫星系统在圆轨道及椭圆轨道上的姿态动力学。研究表明，圆轨道绳系卫星系统的局部平衡位置是稳定的，而椭圆轨道的平衡位置呈现出周期时变性[9]。此后，他们还研究了不计系绳质量时弹性连接的绳系卫星系统面内周期运动的分叉及其稳定性问题[10]。
当考虑系绳弹性时，由于系绳纵向和面内俯仰运动耦合，使得绳系卫星系统成为一复杂的含陀螺项的非线性动力学系统。在现有的研究中，人们大多集中于周期、概周期、混沌及其运动稳定性分析，而对绳系卫星系统运动耦合导致的非线性共振尚未有深入研究。本文针对一弹性绳系卫星系统的非线性耦合振动问题，应用多尺度方法研究了其在状态保持阶段的非线性共振，分析了可能的参数组合所导致的共振问题，获得了基于Jacobi椭圆函数的绳系卫星系统2:1内共振的解析解。
1 系统模型
研究“弹簧-质点”型面内绳系卫星系统。点质量分别为
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沿偏心率为
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的未扰Kepler椭圆轨道运动，考虑整个系统在轨道面内运动，如图1所示。设弹簧仅发生沿其自身的纵向振动，只考虑重力梯度且重力场局部呈线性。建立固连于地心的惯性坐标系O-XY和固连于系统质心的

轨道坐标系
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。轨道坐标系单位矢量
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分别指向天顶和绳系卫星系统的质心飞行方向。
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图1 面内绳系卫星简化模型
Fig.1 A simplified model for in-plane tethered satellite

根据图1可知，系统质心和卫星的位矢分别为
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为卫星相对系统质心的位矢，其中
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为弹簧的线弹性应变。系统的广义主动力
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为弹性系数。
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为卫星关于广义坐标的伪速度。根据Kane方程
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，可得状态保持阶段系统动力学方程
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式中“.”表示对真近点角
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为椭圆轨道半长轴。其中
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式中
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。方程(3)为绳系卫星系统俯仰运动和系绳弹性变形相互耦合的自治非线性动力学系统，可能存在非线性共振现象。

2 共振条件分析
轨道偏心率的作用是在动力学方程中引入了一参数激励。考虑小轨道偏心率情形以致可令
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[image: image35.wmf]111

2223

2sin

10cos

ck

ck

qeqan

eqean

++=

-+=F

ì

í

î

&&

&

&

&&


(5)
式中
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是派生系统的固有频率，满足特征方程
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考虑一次近似解的情况，系统固有频率
[image: image43.wmf]1,2

w

和激励频率
[image: image44.wmf]1

w

=

可能出现2:1内共振、2次超谐共振、1/2次亚谐共振以及参激组合共振的情况。选取两组典型参数分析上述共振发生的可能性。取弹簧线密度0.04kg/m，长度
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的变化如图2(a)、(b)所示。可见，
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的变化如图2(c)、(d)所示。
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远大于固有频率
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和激励频率
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。可见，系统可能会发生2:1内共振和1/2次亚谐共振，但轨道偏心率所引起的亚谐共振并不会与系统内共振同时发生。
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图2 椭圆轨道共振分析
Fig.2 Resonance analysis for elliptical orbit

3 内共振分析
考虑到计入轨道偏心率后并不会影响系统的内共振，下面具体分析圆轨道内共振情形。此时系统动力学方程简化为
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为消除常数项，可令
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式中
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式中
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。方程(8a)为一含有陀螺项的耦合振动系统，设其解为

   
[image: image82.wmf]1020

1020

jj

11121

jj

1111221

()()

()()

TT

TT

ATeATecc

ATeATecc

ww

ww

q

xGG

=++

=++

ì

ï

í

ï

î


(9)
式中
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根据可解性条件，有
          
[image: image90.wmf]12

12

(0

/)

rrr

QQ

cc

G

-=


(11)
式中
        
[image: image91.wmf]1

1

j

1111112

j

2

221221

T

rrr

T

rrr

QmDAnAAe

QmDAnAe

s

s

-

=-

=-

ì

í

î


(12)
其中
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整理后获得消除永年项的条件是
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利用全微分关系将方程(19)整理后，有
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式中的一元函数
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图3 周期和非周期振动条件
Fig.3 The conditions for periodic and non-periodic oscillations

通常，函数
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作为特例，当函数
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此时原系统对应周期振动。然而，任意小扰动都会导致函数
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有三个交点，使其成为非周期振动。
4 算例研究
首先分析实现完全内共振的条件，即
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的时间历程，结果如图5所示。结果显示在
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的解析结果为0.0174，数值结果为0.0172。在整个时间历程内，
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取参数
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，图6给出了振幅最大值随参数
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图4 完全内共振条件

Fig.4 The conditions for fully resonance
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图5 周期振动响应

Fig.5 Periodic oscillation responses versus 
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图6 参数
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对周期振动最大幅值的影响

Fig.6 The effect of parameter 
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非线性振动周期依赖于振幅。给定
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均与图6给出的算例一致。图7(b)给出了根据解析表达式得到的周期随初始振幅的变化情况。从图7(b)可见，模态振幅运动的周期随
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图7 初始模态幅值对周期的影响
Fig.7 The effect of initial mode amplitudes on the period
5 结论
考虑弹性的绳系卫星系统可发生非线性2:1内共振，其模态幅值可借助Jacobi椭圆函数表示。结果表明，系统的周期运动只是临界稳定，任何微小的扰动都会使其成为非周期运动。在非线性共振时，模态振幅的周期与其初值有关，振动能量在两个模态幅值间相互传递。在一个小的调谐参数范围上，有一个模态振幅会出现饱和现象。
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Resonance of an in-plane Elastic Tethered Satellite System
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Abstract: This paper is devoted to the nonlinear resonance of an in-plane tethered satellite system connected by an elastic tether. A planar dynamical model of the tethered satellite system that moves in an elliptical orbit during station-keeping phase is established using Kane’s equation method first. And then, the modulation equations are obtained based on the method of multiple scales, and the analytical solutions of which in terms of Jacobi elliptic function are given as well. Subsequently, the parameter conditions for periodic and non-periodic oscillations are analyzed through use of a graphical solution method. The results show that orbital eccentricity does not affect the resonance. Under resonant responses, the system energy would have an exchange between the two modes of oscillation; the period of mode amplitude would vary with the initial values of mode amplitudes. It is found that there exist the saturation phenomena for mode amplitude once the detuning parameter falls within a small region.
Key words: tethered satellite system, elliptic function, resonance, saturation
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