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摘要:利用分数导数本构模型描述材料的粘弹性特性，建立了粘弹性浅拱在横向荷载作用下的动力学方程。利用

Galerkin截断法并结合边界条件分别得到了一阶和二阶 Galerkin系统的控制微分方程。通过数值计算，分析了简谐

激励下一阶 Galerkin系统的非线动力学行为。研究表明：随着外激励幅值的变化，粘弹性浅拱系统可以通过倍周期

分岔或阵发性两条路径进入混沌；另外，固定外激励幅值、频率以及阻尼系数等状态参数，不同初始条件下，系统

可以出现多周期解共存、周期解与混沌解共存的现象。 
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Abstract: The dynamics equation of a viscoelastic shallow arch under lateral loads, in which fractional 
derivative model introduced to simulate the materials’ characteristics, is proposed. The simplified 
differential equations of the first and second order Galerkin systems are developed combined Galerkin 
method with boundary conditions. Dynamic behaviors of the first order Galerkin system with harmonic 
loads are discussed by numerical calculations. The results show that: the system may lead to chaotic motion 
via period-doubling bifurcations or intermittent routes; In addition, the coexistences of multiple periodic 
solutions and the coexistences of periodic solutions with chaos solutions are found in this system when the 
excitation amplitude, frequency and damping and other state parameters are fixed but the initial conditions 
are changed.  
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Coexistences of multiple solutions 

 

 

 

作者简介:李媛萍（1971-），女，博士，讲师，国家一级注册结构工程师，国家一级注册建造师.电

话:(020)85228352;E-mail:tliyp@jnu.edu.cn 

收稿日期: 2011-4-24                       修订日期:       

基金项目: 国家自然科学基金(10872079);广东省科技计划项目(2010B050900016) 

 

mailto::(020)85228352;E-mail:tliyp@jnu.edu.cn


 2 

引言 

近年来，随着材料科学的飞速发展，大量新型的聚合物材料或聚合物基复合材料被广泛应用于 

土木、机械、航空航天等工程领域，从而形成了一类具有特殊力学性质的粘弹性结构。由于粘弹性 

材料的性质依赖于时间、温度、加载历史，在动态情况下还明显地依赖于频率，因此这类粘弹性结

构的静、动力学行为较普通弹性或弹塑性结构复杂得多，给工程设计带来了相当的难度，目前在设

计该类结构时采用的简化处理办法不仅非常保守，而且存在一定的安全隐患
[1]
。目前，这类粘弹性

结构在各种承载与使用条件下的非线性动力学行为以及稳定性机理分析和预报成为现代工程中迫切

需要解决的问题。 

在粘弹性材料的本构描述方面，分数导数本构模型由于具有良好的记忆功能，且能较好地预测

材料的长时间蠕变行为
[2]
，并能在较大频率范围内描述材料的力学性能而备受关注

[3, 4]
，近年来，分

数导数本构模型在粘弹性结构中的应用研究已成为粘弹性领域的研究热点，涉及到的结构类型包括

粘弹性梁、柱、板、壳等
[5-12]
，已有的研究成果也证实了分数导数本构模型在粘弹性结构中的适用性

和优越性。由于目前对工程中应用较多的粘弹性浅拱的研究还较少
[13]
，因此本文选择了粘弹性浅拱

为研究对象并利用分数导数本构模型来描述材料的本构关系，首先根据动力平衡原理建立了粘弹性

浅拱的动力学方程；然后利用 Galerkin截断法并结合边界条件得到了关于响应的控制微分方程，最

后通过数值计算考察了一阶 Galerkin模态下系统的非线性动力学特性，揭示了粘弹性浅拱的复杂动

力学行为。 

1. 粘弹性浅拱的动力方程  

如图 1所示的两端铰支粘弹性浅拱，跨度为 L，矢高为 H，密度为ρ，扁拱横截面的宽度为 b，

厚度为 h，面积为 A，刚度为 I，回转半径为 i， ( , )F X T 为其上作用的横向分布荷载，浅拱的动力
方程为

[14]
 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2

, , ,
( , )

M X T Y X T Y X T
N A F X T

X X T
ρ

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
   (1) 

其中 ( ) ( ), , ,N X T M X T 分别表示任意时刻拱单元截面上的水平力和弯矩。利用分数导数本构模

型描述粘弹性材料的本构关系 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1q q
T T T TE E D E Dσ ε ε γ ε   = + = +     (2) 

其中 0 1, ,E E γ 为材料常数且 1 0E Eγ = ， qD 是 Riemann-Liouville分数导数算子， 0 1q< < 为分

数导数阶值。 
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图 1 两端铰支粘弹性浅拱 

 

拱单元截面上的弯矩可表示为 
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其中 ( ) ( )0 , ,Y X Y X T 分别为变形前后拱单元截面的竖向坐标。而拱的轴向应变可表示为 

 
( ) ( )2 2

0

0

,1
2

L Y X Y X t
dX

L X X

 ∂ ∂   
 ∆ = −   

∂ ∂     
∫  (4) 

拱的水平力为 
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 = −   
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∫  (5) 

将式(3)，(5)代入式(1)可得拱的动力方程(6) 
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两端铰支拱的边界条件为 

 
2 2

0 02 20, 0X X L X X L
Y YY Y

X X= = = =

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
 (7) 

任意时刻拱的竖向位移可用式(8)表示为 

 ( ) ( ) ( )0, ,U X T Y X T Y X= −  (8) 

将式(8)代入式(6)即可得到关于拱竖向位移 ( ),U X T 的动力学方程 
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 (9) 

引入无量纲量:
4

0 0
0 2

0

, , , ,
Y IEU X T FLu u x t f

i i L A IE iLρ
= = = = = ，则可得如下无量纲化动力方程 

 ( ) ( )
2122 4 2

0 0
2 4 2 2

0

11 1 2
2

q qu uu u u u uD D dx f
x x xt x x x

γ γ
  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + − + + + =    ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂      

∫  (10) 

无量纲边界条件为 0 1 0 1 0x x x xu u u u= = = =′′ ′′= = = =  (11) 

2. 控制微分方程  

鉴于方程（10）仍难以求解，这里结合边界条件并采用 Galerkin方法进行截断简化。考虑正弦

形拱受正弦分布荷载，即 1 1sin cosf p x tπ ω= ，设初始时刻拱的形状为 
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 ( ) ( )0 sin , 0 1u x x xµ π= ≤ ≤  (12) 

其中常数 µ 的大小反应了拱的弯曲程度。假设方程(10)的解可展开为 Fourier级数 

 ( ) ( ) ( )
1

, sin , 0 1n
n

u x t U t n x xπ
∞

=

= ≤ ≤∑  (13) 

式(12)，(13)显然是满足边界条件(11)的。为了比较不同阶 Galerkin截断对系统振动特性的影

响（即 Galerkin截断法对该问题的适用性），分别考虑 1阶和 2阶 Galerkin模态。取 1 2n n= =或 ，

则可分别得到关于 ( )1 1v U t= 或 ( ) ( )1 1 2 2v U t v U t= =， 的控制微分方程（组）。 

当 1n = 时，可得到 1阶 Galerkin模态的控制微分方程 

( )4 2 4 2 4 3 4 2 4 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 1 1 1 1(1 ) (1 ) ( ) cos
2 4 4 2 2 4

q qv v v v v D v v D v p tπ µ µπ π γπ µ µ γπ µ ω+ + + + + + + + + =&&  (14) 

令
2 1 1

2 4 2, , ,q
pt p ωγ

τ π η ω
π π π

= = = = ，方程(14)可进一步简化为 

( )

2 2 3
1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

1 3 11
2 4 4

1 1 11 ( ) cos
2 2 4

q q

v v v v

v D v v D v p

µ µ

η µ µ µ ωτ

 ′′+ + + + + 
 
       + + + + =    

 (15) 

当 2n = 时，可得到 2阶 Galerkin模态的控制微分方程组 
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令
2 1 1

2 4 2, , ,q
pt p ωγ

τ π η ω
π π π

= = = = ，则方程(16)可进一步简化为 
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篇幅所限，本文仅对 1阶 Galerkin系统的动力学行为进行探讨，关于 2阶 Galerkin系统的动力
学行为以及 Galerkin截断法的适用性将另文分析。 
方程(15)是具有二次和三次非线性项的振动方程，令 

 2 2
0 2 3

1 3 11 , ,
2 4 4

k kω µ µ= + = =  (18) 

由判别式 2 2
3 0 29 10k kω∆ = − 的正负号可判断系统属于具有哪一类弹簧特性的系统

[15]
：若 0∆ > ，即

2 0.5µ < 则属于具有“渐硬”弹簧特性的系统，其频率-振幅响应曲线将呈右向弯曲的态势；若 0∆ <
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即 2 0.5µ > 则属于具有“渐软”弹簧特性的系统，其频率-振幅响应曲线将呈左弯曲的态势。由于浅

拱的μ值通常比较小， 2 0.5µ < ，因此考虑扁拱的非线性振动时，可视其为具有“渐硬”弹簧特性

的系统，本文数值计算时取 0.2µ = 。 

3. 数值计算 

对无量纲化方程（15）进行数值计算并揭示系统的非线性动力学行为。 ,qη 均是反映系统阻尼

特性的量，当 0.5q = 时系统的阻尼最大
[2]
。不失一般性，本文取 0.01η = , 0.5q = ，外激励频率 0.8ω = ，

外激励幅值 (31,60)p ∈ ，分别考虑外激励幅值 p从 31以步长 0.02增加到 60（称之为正向加载）和

从 60以步长 0.02减小到 31（称之为反向加载）两种情形，两种情形下均将前一幅值下计算所得的

位移和速度作为后一幅值下的初始位移和初始速度。 

3.1  分岔与混沌路径 

3.1.1 倍周期分岔路径 

首先考虑正向加载情形。图 2a 为 (31,60)p ∈ 区间内正向加载的分岔图。在 (31,33.8)p ∈ 区间，

系统作单周期振动，Poincare截面为一个不动点，功率谱在基频及倍频处出现尖峰（如图 3）；在 34p =

附近，系统发生倍周期分岔而进入周期二振动状态，此时 Pioncare截面为两个不动点，功率谱除在

基频及倍频处出现尖峰外还出现了 1
2分频响应（如图 4）。随后，系统又多次出现倍周期分岔现象，

为了更清楚地了解系统的倍周期分岔过程，在区间 (36,36.7)p ∈ 和 (39.2, 40.3)p ∈ 内取更小步长进行

计算，计算结果见图 2b和图 2c，图中明显可见多次倍周期分岔过程。 

从图 2b可知，周期 16、周期 8和周期 4分岔分别发生在： 16 8 436.5, 36.42, 36.06λ λ λ= = = ，计算

可得 4.55δ = ；从图 2c可知，周期 16、周期 8和周期 4分岔分别发生在： 16 8 440.02, 39.89, 39.3λ λ λ= = = ，

计算可得 4.54δ = ，均接近 Feigenbaum 常数
[16]
，因此我们可以确定在该粘弹塑性拱中确实存在倍周

期分岔路径。 
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图 2  正向加载时位移随外激励幅值变化的分岔图 
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图 3  P=32时系统的 Poincare截面和功率谱 
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图 4  P=34时系统的 Poincare截面和功率谱 

3.1.2 阵发性混沌路径 

除倍周期分岔之外，在该系统中还存在阵发性混沌路径，其表现为周期解与混沌的突变，此时

系统的状态不再具有规律性，而是发生随机的波动
[17]
。例如：在 (51.6,58.4)p ∈ 区间，系统再次进入

混沌状态（如图 5为 55p = 时的 Poincare截面和功率谱）；当外激励幅值大于 58.4时，系统由混沌

突变为单周期振动（如图 6为 60p = 时的 Poincare截面和功率谱）。 
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图 5  P=55时系统的 Poincare截面和功率谱 
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图 6  P=60时系统的 Poincare截面和功率谱 

3.2  多解共存现象 

图 7a是反向加载时位移随外激励幅值变化的分岔图。图 7b是正向和反向加载时位移的最大最

小值对比曲线，图中篮圈和绿圈分别代表正向加载时的最大最小值，黑点和红点分别代表反向加载

时的最大最小值，箭头表示加载方向，重合部分表示不同加载情形下的解相同，而未重合区域即为

多解共存区域。对比图 2a和图 7a、图 7b明显可见：该系统存在多次多解共存区域，说明：即使外

激励幅值、频率以及阻尼系数等状态参数完全相同；在不同的初始条件下，该系统在某些区域将呈

现不同的振动状态。 

 

图 7 反向加载时系统位移随外激励幅值变化的分岔图（左） 

及正向和反向加载情形下位移的最大最小值对比曲线（右） 
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3.2.1 周期二与周期一解共存 

在 (33.8 ~ 55.6)p ∈ 区间，可以观察到周期二与周期一解共存的现象，图 8是正向加载 P=34.8时

系统的相图，Poincare 截面和功率谱，其中相图中的小红圈代表 Poincare 点，此时系统的无量纲

化初始位移和初始速度分别为5.0460 1.3657 和 ；图 9为反向加载 P=34.8时系统的相图，Poincare截

面和功率谱，此时系统的无量纲化初始位移和初始速度分别为1.7848 1.0507 −和 。从图可知，尽管外

激励幅值、频率以及阻尼系数等状态参数完全相同，由于初始条件不同导致正向加载时系统呈周期

二振动，而反向加载时系统则为周期一振动。 
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图 8 正向加载 P=34.8时系统的相图，Poincare截面和功率谱 
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图 9 反向加载 P=34.8时系统的相图，Poincare截面和功率谱 

3.2.2  倍周期分岔区间与周期三解共存 

在 (36 ~ 40.6)p ∈ 区间，系统在正向加载时因多次倍周期分岔而出现了周期 2，4，8，16…解，

而反向加载时则均为周期三解。例如：图 10和图 11以及图 12和图 13分别为正向加载和反向加载，

P=38和 p=40时系统的相图，Poincare截面和功率谱，图中明显可见周期二和周期三以及周期八与

周期三解共存的现象。 
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图 10 正向加载，P=38时系统的相图，Poincare截面和功率谱
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图 11 反向加载，P=38时系统的相图，Poincare截面和功率谱 

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-15

-10

-5

0

5

10

15

Displacement

V
el

oc
ity

phase diagram

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
10

-10

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

100

102

Frequency

P
ow

er

Power Spectral

 

图 12 正向加载，P=40时系统的相图，Poincare截面和功率谱 
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图 13反向加载，P=40时系统的相图，Poincare截面和功率谱 

3.2.3  混沌和周期一解共存 

在 (54.4 ~ 58.4)p ∈ 区间，可以观察到混沌与周期一解共存的现象，图 14 为正向加载 P=56 时系

统的 Poincare截面和功率谱，从 Poincare截面上看相点已在相平面上扩散开来形成具有规则边界

的几何形状，功率谱上出现无数谐波分量且由原来的离散谱变为非光滑的连续谱，这些现象均说明

这是一个混沌运动。图 15为反向加载 P=56时系统的相图、Poincare截面和功率谱图，从图中明显

可知其为周期一振动。 
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图 14 正向加载，P=56时系统的 Poincare截面和功率谱
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图 15 反向加载，P=56时系统的相图，Poincare截面和功率谱 
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4. 结语 

本文假定粘弹性浅拱的材料满足分数导数型本构关系，通过建立动力平衡方程及无量纲化和

Galerkin 截断等简化处理得到了关于结构响应的控制微分方程。通过数值计算，探讨了一阶

Galerkin模态下系统的动力学行为随简谐荷载幅值的变化规律，发现了粘弹性浅拱的复杂非线性动

力学特性。主要表现为：随外激励幅值的变化，系统存在倍周期分岔和阵发性两种通向混沌的路径；

固定外激励幅值、频率以及阻尼系数等状态参数，在不同初始条件下，系统可以出现多周期解共存、

周期解与混沌解共存的现象。 
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