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摘要：基于Rayleigh-Ritz法，分析了置于无限大障板中、单面临水、带有边缘径向裂纹的固支圆板的固有频率和振型。文中引入角函数对裂纹的影响进行描述，采用薄板假设计算裂纹深度等于板半径的边缘径向裂纹圆板振动的最大动能和最大势能；在无旋、无粘、不可压和板微幅振动的假设条件下，采用速度势描述水体运动并获得了由位移基函数表达的附加动能，并通过Rayleigh-Ritz过程获得流固耦合振动系统的特征矩阵，进而求得湿模态对应的固有频率和振型。结果表明，固有频率降低率整体上随模态阶数的增大而减小，而干、湿模态振型的差别则整体上随模态阶数的增大而增大；水体对对称模态和反对称模态的影响有明显的区别。计算结果与ANSYS数值仿真的结果符合的较好。
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引  言
对于船舶、潜艇、水轮机、水闸、液体容器及其他部分或完全浸于液体的结构，水体的影响使结构振动特性发生变化。另一方面，当结构由于疲劳等原因出现裂纹后，振动特性也会发生变化。结构的固有振动特性与设备的运行状态紧密相关，所以设备的设计、状态监测和安全运行等都要求解决上述两种情况下结构的振动问题。鉴于板在工程领域的广泛应用，很多学者对裂纹板的干模态和完整板的湿模态进行了丰富的研究。而在一些特殊的领域，结构振动特性会同时受到水体和裂纹的影响，比如带有裂纹的水轮机叶片的振动问题。这种情况下，需要在模型中同时包含水体和裂纹，这方面的研究较少。
裂纹板振动分析的方法有基于断裂力学的有限元法和基于能量原理的Ritz法等。 基于Ritz方法，Leissa等[1]结合Williams[2]提出的角函数分析了不同角度，不同深度的V型槽对周边自由圆板固有振动的影响。对于流固耦合振动问题，研究较多的是基于干、湿模态等同假设的近似方法[3~6]、Rayleigh-Ritz法[4~8]和数值方法[9]。Kwak [8]的计算结果表明，水体对低阶模态影响很小，但对某些高阶模态影响显著。邹元杰等[9]建立了浅水域声学边界元方程和流固耦合振动的有限元/边界元方程，分析了水深对结构振动固有频率的影响。同时考虑裂纹和水体影响的研究较少，石焕文等[10~12]在干、湿模态等同假设的基础上，通过迭代获得了裂纹板与水体接触时振动的固有频率。
本文在薄板假设的基础上，采用包含角函数的位移基函数描述板的法向位移，计算裂纹圆板振动的最大动能和势能，采用速度势描述水体运动并获得采用位移基函数表达的水体附加动能，通过能量变分原理获得裂纹板对称模态和反对称模态对应的固有频率和振型。与ANSYS数值仿真结果的对比表明本文提供的方法是一种有效而且精度较高的分析方法。
1  模型与分析方法
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图 1  边缘径向裂纹圆板-流体耦合振动系统
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本文所考虑的振动系统如图1所示，裂纹圆板置于无限大障板中，单面临水，水域无限大。坐标系 Orθz的原点位于裂纹尖端，裂纹位于直线
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。为了简化计算，本文所考虑的裂纹起始于边缘并指向圆心，定义为边缘径向裂纹，且裂纹长度等于圆板半径。
为了简化分析，模型的建立过程中采用以下假设： 
(1) 板由均质、各向同性、线弹性材料构成，且等厚度，满足Kirchhoff假设；
(2) 水体无旋、无粘、不可压，振动为微幅运动，水体重力势能可以忽略。
1.1  边缘径向裂纹固支圆板的自由振动
裂纹圆板在z方向上的自由振动可以表示为
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其中，
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为振动的圆频率，t为时间，位移基函数
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可写为
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其中，Wp为代数-三角多项式，对于对称模态和反对称模态分别为[1]
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Wc为用来描述裂纹行为的角函数，对于对称模态和反对称模态分别为[13]
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其中，μ为泊松比, 
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使位移基函数满足边界条件，对于本文中所涉及的周边固支圆板
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其中，a为圆板的半径。因为本文考虑的裂纹沿径向发展，板的振动关于裂纹所在直线对称或者反对称，所以计算中将对称模态和反对称模态分开来考虑。板振动过程中最大势能和最大动能的计算参考文献[1,13]。
1.2  水体的附加质量密度
根据假设(2)，水体的运动可以采用速度势进行描述，水体的附加质量密度可由基于源理论的Green函数法求得。圆板振动过程中，耦合面上任意一点
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的速度势可以写为[8]
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其中，
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为点
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处板振动的法向速度，S为板的面域，l为点
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的距离。则板振动过程中，水体在点
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产生的压力幅值为
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其中，ρw为水的质量密度。则水体的附加质量密度ρwa可以表示为
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其中，hp为板的厚度。

1.3  Rayleigh-Ritz解
根据假设(2)，附加动能是水体对振动系统的唯一影响，其最大值为
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耦合系统自由振动的总能量为 
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其中，(Tp)max和(Up)max 分别为振动过程中板的最大动能和最大势能。 

对(8)式应用能量变分原理，可得出以下方程：
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其中，K和M分别为对应于(Up)max、(Tp)max的刚度阵和质量阵，Ω为无量纲频率系数：
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EV为对应于各阶固有频率的特征向量，
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 为水体的附加虚质量阵：
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采用石焕文提出的方法[11]计算(15)式。
采用标准的特征值过程求解(13)式，可得出各阶固有频率对应的无量纲频率系数Ωii及相应的EVii，将EV代入(2)式可获得各阶模态对应的振型。

2  数值计算结果与讨论

表1  周边固支圆板无量纲频率系数
	板类型
	模态

类型
	环境
	模态阶数

	
	
	
	1
	2
	3
	4
	5

	完整
	对称
	干
	10.22
	21.26
	34.88
	39.77
	51.03

	
	
	湿
	4.469
	12.38
	22.61
	25.06
	35.22

	
	反对称
	干
	21.26
	34.88
	51.03
	60.83
	69.66

	
	
	湿
	12.38
	22.61
	35.22
	42.23
	50.18

	裂纹
	对称
	干
	9.718
	20.39
	32.50
	38.45
	48.14

	
	
	湿
	4.274
	11.92
	21.14
	24.27
	33.34

	
	反对称
	干
	19.27
	26.31
	40.19
	56.12
	57.04

	
	
	湿
	11.59
	18.02
	28.10
	39.66
	41.17


本节分析了单面水体对完整圆板和裂纹圆板的固有频率和振型的影响，参数选择为：μ = 0.3，hp /a = 0.02，ρw/ρp = 5/39，其中ρp为板的质量密度。裂纹和水体对固有频率的影响如表1和图2、3所示，其中表1、图2(b)、图3(b)中的模态阶数是对于对称模态或反对称模态而言的。
为了便于描述裂纹和水体对固有频率的影响，定义两种频率降低率：Rr_ck = (1－Ωck/Ωit)×100%，Rr_w = (1－Ωw/Ωd)×100%。其中，Ωck和Ωit分别为裂纹板和完整板对应的无量纲频率系数，Ωw和Ωd分别为湿模态和干模态对应的无量纲频率系数。
图2(a)显示，裂纹对固有频率的影响随着模态阶数的变化没有明显的规律，但干模态中裂纹引起的频率降低率大于湿模态。图2(b)中的曲线表明，对于干模态和湿模态，反对称模态中裂纹引起的频率降低率都明显大于对称模态。由图3(a)可看出，对于完整圆板和裂纹圆板，由于水体引起的频率降低率整体上随着频率的增大而减小。另一方面，裂纹板对应的固有频率降低率稍大于完整版对应的固有频率降低率。将对称模态和非对称模态区分开来，如图3(b)所示，可看出，无论是完整版还是裂纹板，对称模态的频率降低率都大于反对称模态的频率降低率。
水体对模态振型的影响如图4所示，其中振型由节线表示，虚线代表裂纹所在位置，S1和A2分别代表第一阶对称模态和第二阶反对称模态。
对比两种板的结果可以发现，裂纹出现后，干、湿振型的差别变得更加明显。另一方面，裂纹出现
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     (a) 所有模态                                      (b) 对称或反对称模态

图2  裂纹对固支圆板固有频率的影响
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图3  水体对固支圆板固有频率的影响
	板类型
	模态阶数

	
	S1
	S2
	S3
	A1
	A2
	A3

	完整
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	裂纹
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图4  固支圆板干、湿模态节线对比  (——：干模态；—0—：湿模态) 

后，对于第一阶对称模态和第一阶反对称模态，干、湿振型的差别很小，但对于其他高阶模态，干、湿振型的差距则相对明显。
为了对裂纹板的干、湿模态振型差别进行定量分析，根据 (16) 式计算了两种振型的模态置信准则(modal assurance criterion，MAC)[14]，
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其中，EVdii和EVwii分别为干、湿模态对应于各阶Ωii 的特征向量。

从图5(a) 可以看出，MAC 值整体上随着模态阶数的增加而减小，但并不单调。所以，干、湿模态的差别整体上随模态阶数的增大而增大。图5(b) 显示了前五阶对称模态和反对称模态对应的MAC值。可以看出，整体上对称模态对应的MAC值要大于反对称模态，所以反对称模态对应的干、湿模态差别要大于对称模态，从图4中也容易得出这一点。

3  验  证

为了检验本文方法的适用性和精度，采用基于ANSYS的流固耦合模态分析对固有频率进行验证。分别采用Shell63和fluid30单元对板和水体进行建模，流固耦合通过FSI操作进行。裂纹所在的位置被处理为两条重合但独立的线，即裂纹的两条边界具有独立的节点，并采用KSCON命令保证裂纹尖端单元的奇异性。仿真中采用以下参数：板弹性模量Ep = 220GPa，a = 1m，μ = 0.3，hp = 0.02m，ρp = 7800Kg/m3，ρw = 1000Kg/m3，水体声速Cw = 1400m/s，结果如表2所示。
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       (a) 所有模态                                     (b) 对称或反对称模态
        图5  周边固支边缘径向裂纹圆板的MAC

表2  单面临水固支圆板的固有频率 (Hz)
	板
类型
	方法
	模态阶数

	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	完整
	ANSYS
	23.1
	63.5
	63.5
	116
	116
	129

	
	本文
	22.9
	63.3
	63.3
	116
	116
	128

	裂纹
	ANSYS
	22.0
	59.6
	61.4
	92.3
	109
	124

	
	本文
	21.9
	59.3
	61.0
	92.2
	108
	124


可以看出对于完整板和裂纹板湿模态对应的前六阶固有频率，本文计算结果与ANSYS结果的最大相对误差分别为0.86 %和0.93 %，所以对于固支边缘径向裂纹圆板湿模态，本文提供的方法是一种有效而且精度较高的分析方法。
4  结  论
采用速度势描述水体的运动，基于格林函数法获得水体附加动能，并引入角函数描述裂纹尖端的奇异性，研究了单面临水的周边固支边缘径向裂纹圆板的自由振动，其中，水体区域无限大，圆板处于无限大障板中，且裂纹深度等于板半径。
根据数值分析的结果，可得出以下结论：
(1) 水体作用下，相对于完整板，裂纹板的固有频率降低率更大，而且干、湿振型的差别也更加明显。
(2) 干模态中裂纹引起的频率降低率大于湿模态；对于干模态和湿模态，反对称模态中裂纹引起的频率降低率都明显大于对称模态。
(3) 对于裂纹板，水体引起的固有频率降低率整体上随模态阶数的增大而减小，对称模态对应的固有频率降低率大于反对称模态；而干、湿模态振型的差别则整体上随模态阶数的增大而增大，反对称模态对应的干、湿模态差别大于对称模态。
基于ANSYS数值仿真的验证表明，本文提供的方法是一种适用于处于障板中的周边固支边缘径向裂纹圆板湿模态分析的精度较高的方法。
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Wet mode analysis of completely clamped circular plate with a side radial crack 

SI Xiao-hui, LU Wen-xiu, CHU Fu-lei
(Department of Precision Instrument and Mechanology, Tsinghua University, Beijing 100084, China)

Abstract: In this paper, the free vibration of a completely clamped circular plate with a side crack and in contact with water on one side is investigated based on the Rayleigh-Ritz method. The plate is located at a hole of an infinite baffle and the crack whose depth is equal to the radius of the plate develops along the radial direction. First, the corner functions are introduced to describe the behavior of the cracks, and the Kirchhoff hypothesis is used during the calculation of the maximum strain energy and kinetic energy of the vibrating plate. Second, based on the hypothesis that the plate vibrates in small amplitude and the water is incompressible, inviscid and irrotational, the velocity potential is used to describe the motion of water and the added virtual mass increment expressed by the displacement trial functions is calculated by utilizing Green function method. Then, the characteristics matrix of the vibration system is obtained through Rayleigh-Ritz technique, and the natural frequencies and the corresponding modes are calculated. It is found that the reduction rates of eigenfrequencies due to influence of water decrease with the increasing of mode order but not monotonically, while the differences between dry and wet mode shapes increase with the increasing of mode order on the whole, and the influences of water on the symmetric modes and antisymmetric modes are different. Finally, the results are compared with those gained by numerical simulation and good agreement has been shown. 
Key words: fluid-structure interaction; crack; completely clamped circular plate; free vibration; Rayleigh-Ritz
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