考虑小尺度效应的微圆轴扭转振动
李  成  朱忠奎
（苏州大学城市轨道交通学院，江苏，苏州215006）
摘要：在微机电系统中，微纳米构件常常表现出尺度效应。基于非局部弹性理论，建立了微圆轴的扭转振动模型，并结合三种常见的边界条件，给出了具体的算例。结果表明：对比于经典连续力学，非局部弹性理论预言的圆轴扭转振动固有频率下降，并且微圆轴的外特征尺度即横截面半径越小，二者相差越大；振动频率的阶数越高，影响也越明显。随着截面半径的增加，振动频率下降并且非局部尺度效应逐渐消失。同时考察了扭转振动的模态函数和相对转角，发现前者与经典弹性理论结果一致。此外还讨论了材料内禀尺度的选取问题，以数值算例证明了内禀尺度与材料晶格常数非常接近，晶格常数可近似用作微纳米力学中材料的内禀尺度参数。
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引  言
在车辆动力学及工程中，圆截面轴是一种常见结构。圆轴的扭转振动大量存在于工程实际中，并且有着广泛的应用。众所周知，圆轴的扭转振动问题可模型化为一维波动方程，波速即为固体中横波的传播速度。但对于微纳米尺度下的微圆轴的扭转振动问题，目前研究得还不多。随着微机电系统的迅速发展和广泛应用，对于系统地分析和研究微圆轴的扭转振动特性提出了更高要求。
材料的微结构特性是导致尺度效应的内在原因，当所研究问题的外特征尺度可与材料微结构的内禀尺度相比较时，其规律与宏观力学相比有着质的区别，此即尺度效应。该效应广泛存在于力学、物理、材料等学科中，微纳米器件中表现出的尺度效应已引起广泛的关注。
目前，考虑尺度效应的力学理论主要有表面效应理论、应变梯度理论、微极和微态理论以及非局部理论等。其中非局部理论是由Eringen[1]等人于上世纪70年代初提出的，该理论把原子间的吸引力是长程力的思想运用到连续介质力学中，认为一点的应力状态不仅与该点的应变有关，还与连续体内所有点的应变以及变形历史都相关，其本构方程可视为所有点变形历史的泛函。Eringen提出了影响系数，它是一个随着与参考点距离的变大而迅速衰减的函数，具体量化了非局部应力的计算[2]。非局部理论很好地解决了一些经典力学无法处理的尺度相关问题，比如根据经典弹性理论，裂纹尖端的应力是奇异的，这在物理意义上难以解释，同时与已有实验现象和原子模拟结果也背道而驰；然而根据非局部理论，可求得裂纹尖端的应力是非奇异的，这是一个合理的结果[3]。正因为此，非局部理论近年来得到了较广泛的应用[4-9]。比如Zhou[4-6]等人应用非局部理论研究了各种类型、尤其是压电材料中的裂纹扩展等。Wang[7]等人研究了非局部的弹性梁和壳模型，并将之引入到受压碳纳米管的屈曲问题中，结果表明屈曲行为中尺度效应明显。Wang[9]等人则进一步研究了碳纳米管热屈曲问题中的尺度效应。本文把非局部弹性理论引入到微圆轴的扭转振动问题中，重点考察固有频率及相对转角的变化并与经典理论结果对比，分析并讨论小尺度效应的影响。研究内容对于微尺度下此类结构器件的设计、生产和使用有一定的理论指导意义。
1 扭转振动的非局部模型
如前所述，与经典力学认为一点的应力仅是同一点应变的函数不同，非局部理论认为连续体内某一点的应力与所有点的应变都有关系。根据Eringen提出的非局部弹性理论，材料本构关系由下式确定[2]
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(1)
其中，tkl是非局部应力张量，εkl为应变张量，λ和μ为材料的拉梅常数，e0为材料常数，a为材料内禀尺度。对于梁、轴、杆等结构，长度方向尺寸远大于截面横向尺寸。因此非局部的弹性关系可以简化为一维形式。对于本文讨论的扭转变形，剪应力与剪应变关系是我们所感兴趣的，其非局部关系为[2]
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其中τl、γl分别表示圆截面上距离圆心为l处的剪应力和剪应变，G为材料的切变模量，物理量右上方的撇表示对x求相应阶数的偏导，x为轴坐标。剪应变满足
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其中θ为两端截面的相对转角，它是以弧度表示的无量纲量。根据(2)、(3)式，可得扭矩与相对转角的关系


[image: image4.wmf](

)

2

0

P

TeaTGI

q

¢¢¢

-=


(4)
这里
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为扭矩，
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为横截面对圆心的极惯性矩。
对圆轴受力分析，取长度为dx的微元体，由达朗贝尔原理可得
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其中ρ是材料的质量密度，物理量上方的点表示对时间t求偏导。由式(4)和(5)可得扭转振动控制方程
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(6)
当圆轴外特征长度r>>a (r为圆截面半径)时即宏观轴的情况，上式左边第二项可忽略，即退化为经典弹性理论下的扭转振动控制方程。方程(6)的无量纲形式为
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其中采用的无量纲变量
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。对方程(7)采用分离变量法求解，设
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其中Φ为模态函数，φ为转角中与时间相关的部分，代入(7) 式并整理得
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其中
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为无量纲的自由振动固有频率，Ωn为其有量纲形式。
根据振动理论，模态函数及相应的固有频率都有无穷多阶，解上面的常微分方程组(9)和(10)可得
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(11)
其中，c1n和c2n是待定的积分常数。
2
边界条件
本节将讨论上述非局部振动解在几种典型支撑条件下的结果，着重探寻非局部效应对于固有频率、振动模态及相对转角的影响。同时通过几个具体算例，直观给出非局部结果与经典解的关系。
2.1 两端自由
对于两端自由的微圆轴，要求两端不存在剪应力，即
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直接解非局部剪应力本构关系即式(2)，可得非局部的剪应力表达式为
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(13)

因此边界条件为
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(14)
将(11)式对
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求奇数阶偏导，然后再将结果代入(14)，可得
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(15a)
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(15b)
欲使(15a)成立，必须有
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，将之代入(15b)后，为了使得
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，则必有
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(16a)
从而
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(16b)
可见无量纲化的固有频率ωn将随着无量纲的内禀尺度与外特征尺度之比e0a / r的增加而减小，而且，n越大，其影响越大，具体关系将会在下面的算例中讨论。结合以上推导及(11)式可得相对转角为
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(17)
可以看出，非局部效应并不影响到微圆轴扭转振动的模态函数，但对固有频率和相对转角却有显著作用。我们可以给出相对转角的变化趋势，以两端自由条件为例，图1和图2分别为前两阶相对转角的实部、虚部随无量纲轴坐标及时间的走势，其中c1n取1，e0a / r取0.1。
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图1 两端自由时相对转角实部的时空变化
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图2 两端自由时相对转角虚部的时空变化
2.2 两端固定

边界条件由公式
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给出。由此可确定
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(19)
可见在非局部理论下，两端固定时固有频率与两端自由时一样。但是振动模态及相对转角有区别，即
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(20)
2.3 一端固定一端自由

现在考虑一端固定一端自由的微圆轴扭转振动特性，此时边界条件为
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同样可确定相对转角为
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3
算  例

考虑以上几种边界条件下振动频率的有量纲形式，即
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(23)
其中前者为两端固定或两端自由的固有频率，后者为一端固定一端自由时的情形。

以硅微轴为例，取如下的材料常数：晶格常数a=0.543nm，密度ρ=2330kg/m3， e0=0.39[2]。已有研究表明硅弹性模量及泊松比都有尺度效应[10]，由切变模量G与弹性模量E及泊松比μ的关系G=E/[2(1+μ)]，可得切变模量随截面半径的关系。据此可得硅微轴在几种典型边界条件下的前两阶频率随截面半径的关系，如图3、4所示，其中经典解对应于公式(23)中e0a =0，且其切变模量不考虑尺度效应，均取宏观值66.5GPa。事实上，一端固定一端自由条件下的经典解也可按后面的(23)式计算，两种途径得到的结果几乎一致。
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图3 两端自由时频率与截面半径关系
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图4 一端固定一端自由时频率与截面半径关系
可以看出，无论经典解还是非局部解，振动频率都是随着截面半径的增大而减小。尤其是在截面半径较小(比如本例中低于80nm)的时候，扭转振动频率变化非常剧烈，但是在尺寸逐渐变大时，频率趋于平稳。同时，对于给定截面尺寸的圆轴，考虑小尺度效应的振动频率低于经典频率，并且随着截面半径的减小，这种差别越来越大；当圆轴尺寸接近宏观时，经典解与非局部解非常接近。以第一阶频率为例，当截面半径为2nm时，二者差别高达30.96%（两端自由）和28.23%（一端固定一端自由）；而当截面半径为100nm时，二者差别仅仅为0.39%（两端自由）和0.38%（一端固定一端自由）。另外不难发现，两端自由时，振动频率（无论是经典解还是非局部解）稍高于一端固定一端自由的情形，当截面半径较小时，这种差别还是很明显的。本例中当微圆轴半径达到80nm时，尺度效应基本可以忽略。
如式(16b)所预言的，从图3和图4还可以看出：频率阶数越高，非局部解与经典解差别就越大。以两端自由边界条件为例，当半径为1nm时候，第一阶非局部频率低于经典频率45.44%，但第二阶频率则相差60.63%。一端固定一端自由边界条件下第四阶和第五阶频率如图5所示。值得一提的是，上述计算的逆过程，可用于确定材料的内禀尺度。只要知道某一半径下，材料非局部的振动频率与同样阶数下的经典频率之差，根据式(23)，便可推知材料的内禀尺度。
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图5 一端固定一端自由时高阶振动频率
4
关于内禀尺度的讨论
材料内禀尺度的存在是其表现出尺度效应的一个重要原因。当外特征尺度远大于内禀尺度时，尺度效应可以忽略；然而若二者相当时，尺度效应明显。对于内禀尺度的定义和选取，目前尚无确切定论，常见材料是否可取晶格常数作为其内禀尺度也存在一定争议。现将通过计算来判别这一点。
根据已有文献，切变模量与内禀尺度的关系如下[11,12]
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其中E1，E2，
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，
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的表达式详见文献[11]和[12]，式(24)将用于文献[11]给出的氯化钠晶体算例。另一方面，以一端固定一端自由边界条件为例，经典连续介质力学给出的圆轴扭转振动频率公式为
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其中J=πr4/2为截面极惯性矩，I=ρπr4/2单位长度转动惯量，λ=1.416对应第一阶频率。
将(24)分别代入(23)、(25)两式，令所得的两个频率表达式相等（公式(25)虽然是宏观尺度下的解，但是当剪切模量(24)考虑尺度效应后，二者结合依然可认为是考虑尺度效应的结果），可以计算出此时的内禀尺度a=0.181nm，与文献[11]、[12]中算例所设定的晶格常数值b=0.174nm（实际上这是由晶格动力学计算的结果），误差约为4%。这说明，内禀尺度比较接近晶格常数，但确实还有一定的差别。至于材料内禀尺度的确切取法，是一个值得继续探究的问题。但本部分从数值算例对比上，给出了内禀尺度选取的初步结论，对于微机电领域的工程师和技术人员有一定的参考价值。
5 
结  论

本文将非局部弹性理论引入到微圆轴扭转振动的控制方程中，主要研究了固有频率、振动模态及相对转角的变化。结论如下：
(1) 非局部效应不影响振动模态，但是对于固有频率及相对转角有很大影响。
(2) 考虑非局部效应后，微圆轴扭转振动固有频率相比于经典解降低，并且微圆轴尺寸越小，或者振动频率阶数越高，差别就越大；对于宏观轴的扭转问题，差别极小，小尺度效应可以忽略。因此，对微纳米器件，当尺寸很小(如本文中半径低于80nm)或具有较高固有频率时，须考虑其尺度效应。
(2) 算例中给出的氯化钠内禀尺度与其晶格常数非常接近，初步证明了非局部理论中内禀尺度可近似取作晶格常数。
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Twisting vibration of micro circular shafts accounting for small scale effects
LI Cheng, ZHU Zhong-kui
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Abstract: Micro/nano-components often exhibit size effects in micro-electro-mechanical systems. A twisting vibration model of micro circular shafts is established based on nonlocal elasticity theory in this paper. Concrete examples are presented for three kinds of boundary conditions. It is shown that nonlocal effects make natural frequency of the twisting vibration decrease in comparison with the results based on classical continuum mechanics, and the differences are much larger with a smaller external characteristic scale (radius of cross section of the circular shafts) or for higher mode frequency. Vibration frequency is lower and the nonlocal scale effects disappear with the increase of cross sectional radius. Vibration mode function and relative rotation are also observed, of which the former are consistent with those by classical continuum theory. A numerical example proves that lattice constant of material may be adopted as the internal characteristic scale in micro/nano-mechanics approximately.
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