矩形截面非圆柱螺旋弹簧的模态分析
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摘要：对矩形截面非圆柱（锥形、桶形、双曲形）螺旋弹簧的自由振动问题进行了研究。在弹簧的运动微分方程中，首次考虑了簧丝截面的翘曲变形对固有频率的影响。本文采用改进的Riccati传递矩阵法对包括14个自由度的一阶变系数常微分方程组进行了求解。为了证明理论的有效性，对两端固支矩形截面非圆柱螺旋弹簧的固有频率进行了求解，同时给出了各种参数变化对两端固支矩形截面锥形弹簧固有频率的影响。计算表明，翘曲变形对矩形截面非圆柱螺旋弹簧的固有频率有着重大的影响，在自由振动分析中必须加以考虑。
关键词：非圆柱螺旋弹簧；翘曲变形；改进的Riccati传递矩阵法；固有频率；模态
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Modal analysis of non-cylindrical helical springs 

with rectangular cross-section 
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Abstract：Free vibration analysis of non-cylindrical (conical, barrel, and hyperboloidal types) helical springs with rectangular cross-section is performed. The effect of the warping deformation of wire cross-section on the natural frequencies is first studied in the differential equations of motion of the springs. Improved Riccati transfer matrix method is introduced to solve the first order ordinary differential equations with variable coefficients, which consist of 14 degrees of freedom. The natural frequencies of non-cylindrical helical springs with rectangular cross-section and clamped-clamped boundary condition are simulated to validate the proposed method, and the effects of various parameters on the natural frequencies of the clamped–clamped conical springs with rectangular cross-section are also investigated. Calculations show that the warping effect upon the natural frequencies is prominent, which should be considered in the free vibration analysis of the springs.
Key words: non-cylindrical helical spring; warping deformation; improved Riccati transfer matrix method; natural frequency; mode shape
引言
车辆的悬架系统是提高车辆平顺性和安全性、减少由动载荷引起零部件损坏的关键。为使车辆悬架系统的布置更加紧凑，在汽车工业中广泛使用变刚度的螺旋弹簧，其中最受青睐的就是变中径、变节距的非圆柱螺旋弹簧。

簧丝截面为非圆形的非圆柱螺旋弹簧，具有蓄存能量大、有效平缓应力分布、压并高度低，压缩量大等优良性能，因此被广泛用于发动机阀门、离合器和自动变速等装置上。随着非圆截面非圆柱螺旋弹簧在工程中应用的日益广泛，对其计算方法提出了许多新的要求。Epstein
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研究了锥形弹簧的自由振动问题，他在理论上得到了在几种边界条件下该弹簧的一阶频率。继他的开创性工作之后，非圆柱螺旋弹簧振动特性的研究已经受到普遍的关注。Nagaya 等学者
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从实验分析和数值计算两方面研究了桶形和双曲形弹簧的自由振动问题，他们在数值分析中使用了传递矩阵法；Yildirim
[image: image5.wmf][3,4]

、Yildirim 和 Ince
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综合使用传递矩阵法、余函数法和动态刚度法研究了锥形、桶形和双曲形弹簧的自由振动特性；Wu和Hsu
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建立了作用于锥形弹簧的载荷和变形之间的关系，他们通过摄动法和其它数值方法对该问题的动力学方程进行了求解。最近，Busool和Eisenberger
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把动态刚度法用于分析具有任意形状和变截面螺旋梁的自由振动问题，研究中使用了文献[5]得到的非圆柱螺旋弹簧的动力学方程。

上述大部分工作虽然已经考虑了各种参数变化对非圆柱螺旋弹簧振动特性的影响，但它们的簧丝截面大多为圆形，只有少量文献涉及到簧丝截面为正方形的非圆柱螺旋弹簧的振动问题
[image: image9.wmf][3,7,8]

。值得注意的是，对于正方形截面的螺旋弹簧，无论它们是圆柱抑或是非圆柱螺旋弹簧，至今也未见到考虑翘曲变形对振动特性影响的研究工作。Calım
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也于2009年指出应该考虑簧丝截面的翘曲变形对弹簧固有频率的影响，而未及作进一步的研究。文献[9
[image: image11.wmf],

10]已经对非圆截面（矩形、椭圆形和正三角形）圆柱螺旋弹簧的自由振动问题进行了系统的研究，并首次考虑了翘曲变形对弹簧固有频率的影响。计算表明，即使对于非圆截面圆柱螺旋弹簧，翘曲变形对固有频率的影响也是非常显著的。本文以空间曲梁理论为基础，得到了用位移、内力、广义翘曲坐标和广义翘曲力矩作为未知函数的非圆截面非圆柱螺旋弹簧的运动微分方程，它们由14个具有变系数的一阶偏微分方程组成。由于方程呈现出很强的刚性，所以采用文献[11
[image: image12.wmf],

12]中改进的Riccati传递矩阵法来求解弹簧的运动微分方程。然后在一个较宽的范围内，给出了各种参数变化对弹簧固有频率的影响。
1 非圆柱螺旋弹簧的几何关系和运动微分方程
研究中假设弹簧材料是均质、各向同性和线弹性的；在弹簧的运动微分方程中，所有的位移函数和广义翘曲坐标均定义在形心主轴
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和
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上，且横截面的形心主轴和螺旋线的主法线和副法线方向重合（
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k

=

x

）。图1 给出了非圆柱螺旋线的几何性质：
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为螺旋角，
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分别表示螺旋线的中径和节距，它们皆为水平角
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的函数。
 [image: image21.png]hp)

R(B)





图1 非圆柱螺旋线的几何性质

在直角坐标系
[image: image22.wmf]Oxyz

中，螺旋线上任一点的位置向量可用
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方向的单位向量。而在局部坐标系
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中，Frenet单位向量则取决于位置向量
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分别是沿螺旋线切向、法向和副法线方向的单位向量。在直角坐标系中，微分弧长
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，而在局部坐标系中微分弧长则可表示为
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分别表示螺旋线的曲率和扭率。
     如图2所示，双曲形和桶形弹簧螺旋线上任意点的中径为：
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锥形弹簧的中径为：
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式中
[image: image42.wmf]n

为弹簧的有效圈数。
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 (a)锥形
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 (b)桶形
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 (c)双曲形
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图2  不同类型的非圆柱螺旋弹簧

众所周知，非圆柱螺旋弹簧可视为空间曲梁最一般的情况，应用自然弯扭梁理论
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，令
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即可得到弹簧的运动微分方程和关于广义翘曲坐标的微分方程
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式中，上标圆点和撇号分别表示对时间
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是圣维南扭转翘曲函数，
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是弹簧单位长度的质量，
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是材料的质量密度，
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分别是横截面关于
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把式(7)中第七式的应力分量、自然弯扭梁的等效本构方程
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和广义翘曲力矩
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中的应力分量用六个位移函数和广义翘曲坐标来表示，假设该弹簧作圆频率为
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然后定义如下的无量纲参数
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最终可以得到用位移、内力、广义翘曲坐标和广义翘曲力矩作为未知函数的非圆截面非圆柱螺旋弹簧无量纲的运动微分方程 
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2 单元微分矩阵的计算

    无量纲方程(10)写成矩阵形式：
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其中
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为状态向量。把非圆柱螺旋弹簧分成
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微分方程(11)在每一个小单元均表现出很强的刚性，因此采用文献[5]的方法来计算单元传递矩阵
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3 改进的Riccati传递矩阵法
传统的Riccati传递矩阵法具有计算精度和数值稳定性较高的优点，然而它在特征根的搜索过程中易产生“增根”和“漏根”的现象。文献[12]给出了消除这种奇点的方法，称之为改进的Riccati传递矩阵法。由于增加了广义翘曲坐标和广义翘曲力矩两个自由度后，方程呈现出很强的刚性，因此采用下述改进的Riccati传递矩阵法来求解弹簧的运动微分方程。
在得到单元传递矩阵
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之后，把运动微分方程(11)中由14个元素组成的状态向量分解成2组各由7个元素组成的状态向量，即：
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式中，向量
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则单元传递关系可以改写为
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引入Riccati变换：
[image: image118.wmf]{}[]{}
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，并代入到 (15)式中，最终得到Riccati变换的递推关系式
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显然，根据起始截面的边界条件，有
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根据(17)式和改进的Riccati传递矩阵法，当弹簧两端具有相同的边界条件时，其频率方程为
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据此即可求得两端固支非圆截面非圆柱螺旋弹簧的固有频率和振动模态。

4 数值算例 

设弹簧的材料和几何性质分别为：
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 非圆柱螺旋线的最大、最小半径
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 如图2所示。矩形截面沿
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 形状剪切因子
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 扭转翘曲函数为
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4.1算例1
取
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。表1-3给出了三种类型的弹簧在考虑与忽略翘曲影响得到的计算结果和ANSYS的结果。矩形截面锥形弹簧的模态则表示在图3中。
表1 矩形截面锥形弹簧的前五阶固有频率
	模态阶数
	有限元
	本文解

	
	
	忽略翘曲变形
	误差 (%)
	考虑翘曲变形
	误差 (%)

	1
	50.62
	 51.13
	 1.01
	50.98
	0.71

	2
	60.05
	 69.51
	15.75
	57.73
	3.86

	3
	65.67
	 71.83
	 9.38
	65.46
	0.32

	4
	67.84
	 89.40
	31.78
	67.08
	1.12

	5
	99.45
	100.12
	 0.65
	99.07
	0.38


表2 矩形截面双曲形弹簧的前五阶固有频率

 (
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image146.wmf]2

25

mm
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) 
	模态阶数
	有限元
	本文解

	
	
	忽略翘曲变形
	误差 (%)
	考虑翘曲变形
	误差 (%)

	1
	 62.82
	 64.13
	 2.09
	 60.41
	3.84

	2
	 63.35
	 74.47
	17.55
	 63.28
	0.11

	3
	 72.01
	 81.90
	13.74
	 71.59
	0.58

	4
	 80.04
	 93.59
	16.85
	 79.52
	0.65

	5
	111.40
	114.78
	 3.03
	110.87
	0.48


表3 矩形截面桶形弹簧的前五阶固有频率
	模态阶数
	有限元
	本文解

	
	
	忽略翘曲变形
	误差 (%)
	考虑翘曲变形
	误差 (%)

	1
	41.53
	41.31
	0.53
	41.13
	0.96

	2
	55.37
	63.51
	14.71
	51.76
	6.52

	3
	60.49
	63.62
	5.17
	59.60
	1.47

	4
	61.07
	80.25
	31.41
	59.72
	2.21

	5
	84.57
	83.98
	0.69
	83.77
	0.94
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图3 矩形截面锥形弹簧自由振动的模态 (a)-(e)分别代表1-5阶模态
结果表明:
1. 翘曲变形对非圆柱螺旋弹簧的固有频率的影响变得非常明显，如果忽略翘曲变形，误差之大就会变得难以接受。显然，在考虑翘曲变形后，用本文方法得到的解和有限元结果吻合得很好。
2. 当材料性质、螺旋线的最大和最小半径、螺旋角、有效圈数和截面形状都相同的情况下，双曲形弹簧的刚度最大，其频率最高，锥形弹簧次之，桶形弹簧的频率最低； 
3. 此外，随着模态阶数的升高，不同类型弹簧之间对应的频率之差也随之增大。

4.2算例2
取
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 表4考虑了矩形截面锥形弹簧不同的最小最大半径之比对固有频率的影响。

表4  最小最大半径比
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对矩形截面锥形弹簧固有频率的影响

	模态阶数
	1
	2
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	有限元
	 62.17
	 65.74
	 77.13
	 78.69
	119.29

	
	本文解
	 62.13
	 63.01
	 76.37
	 77.22
	118.74
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	有限元
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	本文解
	 76.27
	 79.23
	 94.46
	 97.25
	146.59
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	本文解
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	有限元
	111.65
	133.88
	146.21
	156.36
	219.30

	
	本文解
	113.07
	129.48
	146.52
	156.54
	220.87


结果表明，当材料性质、螺旋角、有效圈数和截面形状都相同的情况下，锥形弹簧的固有频率随着最小最大半径之比的减小而增大。

4.3算例3
取
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表5给出了不同的螺旋角对矩形截面锥形弹簧固有频率的影响。
表5 螺旋角
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对矩形截面锥形弹簧固有频率的影响
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	本文解
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	本文解
	76.27
	79.23
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	 97.25
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	本文解
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	71.22
	77.84
	 82.35
	139.17

	
	本文解
	68.71
	69.95
	77.83
	 79.05
	138.95


从表5可以看到，当材料性质、螺旋线最大和最小半径、有效圈数和截面形状大小都相同的情况下，矩形截面锥形弹簧的固有频率随着螺旋角的增大而减小。

4.4算例4
取
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 表6给出了不同的有效圈数对矩形截面锥形弹簧固有频率的影响。
表6  有效圈数
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对矩形截面锥形弹簧固有频率的影响
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	本文解
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	171.04
	227.48
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	本文解
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	本文解
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	 79.23
	 94.46
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	本文解
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计算表明，当材料性质、螺旋线最大和最小半径、螺旋角和截面形状都相同的情况下，矩形截面锥形弹簧的固有频率随着有效圈数的增加而减小。

5 结论

本文采用改进的Riccati传递矩阵法研究了矩形截面非圆柱螺旋弹簧的自由振动特性，并首次在弹簧的控制方程中考虑了簧丝截面的翘曲变形对固有频率的影响。计算表明，簧丝截面的翘曲变形对矩形截面非圆柱螺旋弹簧固有频率的影响是不容忽视的。从表4-6可以看到，随着螺旋线的最小半径、螺旋角和有效圈数的增大，弹簧的长度增加，而系统的刚度变小，则固有频率也随之减小。此外，随着这些参数的增加，频率开始变得相互接近。  

本文虽然以两端固支矩形截面非圆柱螺旋弹簧为例研究了翘曲变形对固有频率的影响，但给出的公式同样适用于其它支承条件和非圆截面的情况。
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