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摘要：本文主要研究了间隙行星齿轮非线性传动系的周期轨道及其稳定性。针对PNF方法在求解非线性动力系统时存在的两点缺陷，即研究对象必须光滑和迭代初始点要求距离周期轨道足够近，提出了改进措施使之能够适应本文间隙行星齿轮传动系统的周期轨道的求解以及判稳工作。改进后的PNF方法对算例的计算结果和直接数值积分结果的吻合证明了改进措施的有效性。采用改进后的PNF方法研究了行星齿轮系统在一组给定参数下共存的周期运动，并判断了各共存周期运动的稳定性；通过延续判断不同转速下系统周期轨道的稳定性，研究了行星齿轮传动系统的周期运动状态随无量纲转速的分岔特性。结果发现，行星齿轮非线性传动系统在某些参数组合下可以共存几个稳定或者是不稳定的周期轨道；转速的变化可以使行星齿轮系统通过倍周期分岔的形式最终通往混沌。
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引言
行星齿轮传动具有体积小、重量轻、速比大、效率高等特点，在航空、船舶、汽车、起重机械及其它机械传动中获得了越来越广泛的应用。作为一个强非线性系统，行星齿轮传动系的工况条件和内部参数的变化会使系统响应在不同运动轨道中进行跃迁，即发生分叉，甚至出现混沌运动[1]，对机械系统的工作稳定性和可靠性会造成极大影响。为了提高行星齿轮传动系统的稳定性和可靠性，需要对振动进行控制，其目的是将其振动响应稳定在期望的某一种周期轨道上，并限制其振动行为在不同吸引子间的跃迁或进入混沌。因此，确定非线性行星齿轮传动系统的周期轨道并判断其稳定性，为振动控制提供目标轨道，就具有非常重要的工程实际意义[2]。

众所周知，在同一组参数条件下，线性动力系统仅存在一个稳态轨道，而非线性动力系统则可能共存多个稳定或不稳定的周期轨道，这是造成非线性动力系统远远复杂于线性系统的重要原因之一。目前有影响的研究非线性系统周期轨道的方法主要有打靶法[3]、增量谐波平衡法[4]，不动点法[5]、谐波平衡法[6]以及PNF方法[7]等几种。其中，打靶法和增量谐波平衡法的本质是Newton-Raphson迭代，要求系统必需光滑；不动点法对迭代初始值的要求比较苛刻，只有当初始值距周期轨道足够近时，算法才能奏效；谐波平衡法由于受到所假设的激励和响应形式的限制，计算精度有限，并且难以应用到高维系统。

结合打靶法与Floquet稳定性理论的PNF方法则可以使周期运动的求解以及判稳工作同步进行，大大提高工作效率，当然，该方法也要求系统光滑并且迭代初始点距离目标周期轨道足够近。韩清凯 [8,9]运用PNF方法研究了碰摩转子系统的周期运动稳定性问题，罗跃纲 [10]运用PNF方法研究了含有裂纹以及碰摩耦合故障的转子系统的周期运动的稳定性问题，而关于行星齿轮传动系统的周期运动及其稳定性的研究尚未见报道。
本文将以行星齿轮传动系统的间隙非线性动力学模型为研究对象，引入有限差分形式Jacobi矩阵，解决了本文非光滑行星齿轮系统解析形式的Jacobi矩阵难以获得的问题，引入阻尼因子，解决了PNF方法迭代初值要求严格的问题，使之适合本文所研究的非线性系统，并以之研究行星齿轮系统在给定参数下共存的周期运动，判断其稳定性；通过PNF方法判断不同转速下系统的各个周期解的稳定性，研究行星齿轮传动系统运动状态随无量纲转速的分岔特性。

1力学模型及振动微分方程

1.1 系统力学模型

本文采用文献[1]中的2K-H型行星齿轮传动系纯扭转非线性动力学模型。2K-H型行星齿轮系统有1个太阳轮（以S表示），N个行星齿轮（第i个齿轮以pi表示），1个行星架（以C表示）和一个内齿圈（以R表示，固定于基础之上）组成，各齿轮为直齿圆柱齿轮。不考虑各轮之间的横向振动与各齿轮副之间的摩擦力，系统的扭转振动模型如图1所示。
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图中，太阳轮、行星架、第i个行星轮的角位移分别以
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表示；太阳轮、第i个行星轮、内齿圈的基圆半径分别以
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表示；行星架半径以
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表示，其值为太阳轮与行星轮的节圆半径之和，标准安装下亦即太阳轮与星轮的分度圆半径之和；太阳轮与第i路行星轮组成的外啮合副的啮合刚度、啮合阻尼系数、半齿侧间隙、综合啮合误差分别以
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表示；内齿圈与第i路行星轮组成的内啮合副的啮合刚度、啮合阻尼系数、半齿侧间隙、静传递误差分别以
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表示，各齿轮的压力角均为
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。

根据直齿轮啮合副刚度的变化特点，将其假定为矩形波变化规律[11]，进一步即可展开成为以啮频
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为基频的Fourier级数，取一次谐波项为   
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  （1）              
式中，
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分别表示第i路外啮合副上的平均啮合刚度、刚度变化幅值；
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分别表示第i路内啮合副上的平均啮合刚度、刚度变化幅值；
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为相应啮合副上的刚度变化初相位。

系统静传递误差，是引起行星齿轮系统振动产生的内部激励之一，其中第i路外、内齿轮副传动误差
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可以表示为按啮频周期性变化的正弦函数[12]：
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式中，
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为第i路外、内齿轮副的传递误差变化幅值；
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分别为第i路外、内齿轮副上传动误差变化的初相位；
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为同路外内啮合副之间的相位差。

系统第i路外、内啮合副上的弹性恢复力（以上标p表示）可以表示成：
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     （3）
系统第i路外、内啮合副上的阻尼力（以上标d表示）可以表示为：
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       （4）                              

(3)、(4)两式中，f为相应齿轮副上的间隙非线性函数[13]，X表示为相应齿轮副啮合点的相对位移，c表示相应啮合副上的啮合阻尼系数。  
1.2 相对坐标下的无量纲振动微分方程

引入一组（N+1）自由度相对位移：
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运用拉格朗日方程可列写图1所示系统在相对坐标（5）下的振动微分方程，并引入如下无量纲化参数
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其中，
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分别为太阳轮转动惯量、第i个行星轮转动惯量、行星架转动惯量，
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为位移标称尺度。

那么行星轮系（N+1）自由度的纯扭转无量纲振动微分方程为
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2 PNF方法及其改进
2.1 PNF方法原理
PNF(Poincaré-Newton-Floquet)法是基于打靶法和Floquet理论发展的一种可以同时进行周期运动的求解和判稳的数值算法[7]。把微分方程(6)改写为周期激励的n+1维状态方程
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式中，
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为系统激振力周期。系统的m倍周期运动满足
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式中，
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在n+1维状态空间中定义n维Poincaré截面
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然后在Poincaré截面上定义Poincaré映射
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那么动力系统(7)的周期运动就等价于求解如下代数方程的解向量uF
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方程(11)的求解可按打靶法思想进行：事先给出uF的一个近似
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，然后按照Newton-Raphson方法构成下述迭代公式，以确定更加接近uF的向量uk+1
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式中，I为单位方阵，P(uk)为uk的Poincaré映射，DP(uk)为Poincaré映射在处uk处的Jacobi矩阵。在实际计算当中，P(uk)可以通过如下初值问题求解
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方程(13)在T时刻的解就是uk的Poincaré映射，即
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。DP(uk)可以通过如下n个初值问题求解
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方程(14)在T时刻的解就是Poincaré映射在uk处的Jacobi矩阵，即
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为状态方程(7)在uk处对应Jacobi矩阵。

把uk+1作为下次迭代的初始值，反复迭代公式(12)，直到获得满足精度要求的不动点uF，亦即满足等式(8)的m倍周期运动
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按照Floquet理论[7]，周期不动点uF的稳定性由状态方程(7)在uF处对应扰动方程的状态传递矩阵C的特征值
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，即Floquet乘子模的最大值确定：当Floquet乘子模的最大值小于1，则uF稳定；当Floquet乘子模的最大值大于1，则uF不稳定；当Floquet乘子模的最大值等于1，则uF临界稳定。PNF迭代过程中的DP(uF)就是与周期解uF对应的离散形式的状态转移矩阵C，通过求解DP(uF)的特征值就可以完成周期解uF的稳定性判断，因而，PNF方法可以使周期运动的求解与判稳工作同步进行。

2.2 PNF迭代初始值问题的解决

PNF法对迭代初始值要求比较苛刻，只有当初始值uk距离周期不动点uF足够近时，算法才能收敛。为了放松算法对迭代初值的敏感性，引入阻尼因子
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，对PNF算法的迭代公式(12)做如下改进[10]
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定义如下标量函数
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计算过程中，首先取
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，若由(15)得到的uk+1是F(u)的下降点，则此时迭代公式就变为(12)，具有二阶收敛速度；若不然，则逐渐减小
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以便找到下降点，为了使步长与F(u)的下降速度相当，利用下式判断uk+1是否是F(u)的下降点
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式中，
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这样，采用迭代公式(15) 后的PNF方法对迭代初值的要求随即放宽。

2.3 有限差分形式的Jacobi矩阵

PNF方法中间采用了Newton-Raphson迭代法，需要计算状态方程的Jacobi矩阵
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是光滑的，即一次可微。机械系统中的间隙、预紧约束以及干摩擦等会造成系统的非光滑[14]。由于齿侧间隙的存在，本文所研究的行星齿轮传动系统是一个典型的非光滑系统。为了使算法继续，本文中
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采用有限差分形式近似代替，即
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为了保证计算精度，一般选
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为机器误差精度)。
3 确定参数下系统的周期运动及其稳定性

考查无量纲转速为
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时的周期运动及其稳定性。行星齿轮系统的其他参数如下：m=3mm，
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=20°，easpi=erspi=10μm，zs=15，zpi=24，zr=63，bc=10μm，N=3，kmspi=0.8256×109N/m，kmrpi=1.06×109N/m，
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忽略各啮合刚度以及误差的相位差异，并假设各齿轮副齿侧间隙情况完全一致。这样，方程(6)中的3路外啮合副的运动因为完全一致就可以用其中任意一路的运动方程统一表示，状态方程(7)就退化为一个4维非自治系统，令状态向量中各元素排列顺序为
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任取迭代初始点
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，通过PNF法迭代，获得了如下3个共存的周期不动点：
周期1P1= (1.2736,-2.7121,5.5371,-1.8586)；周期2P2= (0.3123,-2.9194,1.9841,-2.0372)；周期4P4=(0.05804,-2.3860,2.5962,-1.8208)。

从以上周期不动点开始分别积分相应的周期即可获得各周期轨道的相图，如图2- 图4所示。本文只给出外啮合副无量纲相对运动(
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)的相关周期轨道的相图，无量纲相对运动(
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)的相图与之类似。
[image: image107.wmf]sp

i

X

&


[image: image108.wmf]sp

i

X

&


C4=
[image: image100.wmf]0.26020.24330.25720.3956

0.47231.95120.40681.5675

2.00556.67081.85135.2010

0.27591.24380.26011.0095

--

éù

êú

--

êú

êú

--

êú

--

ëû

。

进一步分析以上3矩阵的特征值模的最大值，亦即Floquet乘子模的最大值，分别为1.2020、1.34450以及0.8481，显然在该组参数下，只有周期4运动是稳定的运动形态，周期1以及周期2运动均不稳定。
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    作为验证，在同组参数下，从一个任取的初始值出发，采用龙格-库塔直接数值积分一段较长的时间段（比如1000T0），去除瞬态响应后，以时域图和Poincaré图表达的系统的渐近稳定的稳态响应分别如图5和图6所示。
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PNF迭代过程中同步获得的周期1、周
期2以及周期4不动点在离散形式的状态转移矩阵C1、C2、C4分别为为：
C1=
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可以看到，在考查参数组合下，系统呈现渐近稳定的周期4运动状态，这与PNF方法分析结果吻合。采用PNF方法还可以获得不稳定的周期1与周期2运动，这些不稳定的周期轨道将可以丰富行星齿轮传动系的混沌控制的目标轨道，而这是直接数值积分

法无法做到的。
4系统周期运动稳定性的分岔

令行星齿轮传动系的无量纲转速
[image: image103.wmf]W

在0.9277-0.9648范围内连续变化，并采用PNF方法考查每个转速下的共存的周期轨道及其稳定性，计算结果总结如表1所示。

表1 不同转速区间内共存的周期轨道及其稳定性

Table 1 Coexisting periodic orbits and stability of the system at different
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考查量纲一转速
	共存周期解
	稳定周期解
	不稳定周期解
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0.9277-0.9388
	周期1
	周期1
	无

	0.9389-0.9475
	周期1、周期2
	周期2
	周期1

	0.9476-0.9639
	周期1、周期2、周期4
	周期4
	周期1、周期2

	0.9640-0.9648
	周期1、周期2、周期4、周期8
	周期8
	周期1、周期2、周期4


为了确定系统运动状态的具体分岔途径，以下分别考查周期1、周期2以及周期4运动在各自分叉点转速附近的模最大的Floquet乘子随转速的变化情况，汇总如表2所示。

表2 Floquet乘子随无量纲转速的变化

Table 2 Floquet multipliers of the stable periodic orbits at different 
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周期1运动考查的无量纲转速
	周期1运动在各转速下的Floquet乘子 
	周期2运动考查的无量纲转速
	周期2运动在各转速下的Floquet乘子
	周期4运动考查的无量纲转速
	周期4运动在各转速下的Floquet乘子 

	0.9376
	-0.91819258
	0.9463
	-0.88558789
	0.9627
	-0.77358715

	0.9380
	-0.92665412
	0.9467
	-0.92014008
	0.9631
	-0.95897817

	0.9384
	-0.99603380
	0.9471
	-0.92679428
	0.9635
	-0.92679428

	0.9388
	-1.00311880
	0.9475
	-1.01678213
	0.9639
	-1.01678213

	0.9392
	-1.01009468
	0.9479
	-1.09316504
	0.9641
	-1.22044798

	0.9396
	-1.01696734
	0.9483
	-1.05448110
	0.9645
	-1.38956123


根据Floquet分岔理论[7]，非线性动力系统的周期运动存在三种失稳分岔方式，如图7所示：

[image: image115.wmf]t


(1)随着分岔参数的变化，系统模最大的Floquet乘子经过实轴正半轴超出复平面上的单位圆，那么考查周期运动将会以鞍结分岔的形式发生运动失稳。

(2)随着分岔参数的变化，系统模最大的Floquet乘子经过实轴负半轴超出复平面上的单位圆，那么考查周期运动将会以倍周期分岔的形式发生运动失稳，即当分岔参数经过分岔点后，原来稳定的T周期轨道将会失稳而裂变成稳定的2T周期轨道，而倍周期分岔的结果最终将导致混沌的出现。

(3)随着分岔参数的变化，系统模最大的Floquet乘子以共轭复数的方式超出复平面上的单位圆，那么考查周期运动将会以Hopf分岔的形式发生运动失稳产生拟周期运动。

从表2中的数据可以看到，周期1运动Floquet乘子在转速0.9388附近经实轴负半轴超出复平面上的单位圆，周期2运动Floquet乘子在转速0.9475附近经实轴负半轴超出复平面上的单位圆，周期4运动Floquet乘子在转速0.9639附近经实轴负半轴超出复平面上的单位圆，结合Floquet分岔理论可以判定，在考查的转速范围内，行星齿轮传动系统的周期运动都是通过倍周期分岔的形式失稳产生新的周期轨道的。可以预测，0.9648以后的转速区段，行星齿轮传动系统一定会经过更加充分的倍周期分岔最终进入到混沌状态。

总结以上分析，可以大致勾勒出转速在0.9277-0.9648之间以及0.9648以后转速区间上系统运动状态稳定性的分岔情况，如图8所示。图中实线表示稳定周期运动，虚线表示不稳定周期运动。
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作为验证，可以采用直接数值积分方法求解状态方程，得到转速在0.9277-0.9895之间，系统渐近稳定的运动状态随转速的分岔特性如图9所示。为了验证混沌的发生，绘制了
[image: image106.wmf]0.9895

W=

时的系统Poincaré映射图，如图10所示。

5结论

(1) 本文针对PNF方法存在的两点缺陷，即要求研究对象必须光滑和迭代初始点必需距离周期解足够近，提出了改进措施使之能够适应本文所研究的间隙行星齿轮传动系统的周期轨道的求解以及判稳，改进方法对算例的计算结果和直接数值结果的比较证明了改进措施的有效性。

(2) 行星齿轮非线性传动系统在某些参数组合下可以共存几个稳定或者是不稳定的周期解，不稳定周期解的发现丰富了行星齿轮传动系的控制目标轨道；转速的变化可以使行星齿轮系统通过倍周期分岔的形式最终通往混沌。
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Study on coexisting periodic solutions and

stability of a nonlinear planetary gear train
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Abstract: Coexisting Periodic solutions and their stability for a nonlinear torsional vibration model of a planetary gear train with gear backlashes are studied by using the method of PNF. Some modifications are made for PNF to make it suit the non-smooth and nonlinear planetary gear train in this paper. All of the coexisting periodic solutions of the system with a certain dimensionless rotational speed are carried out by using the method of modified PNF and stability of each periodic solution is studied at the same time. The planetary gear train’s bifurcation characteristic about stability of the periodic trajectory is studied by using PNF at different speed. The study results reveal that a nonlinear planetary gear train with certain parameters may have several coexisting periodic trajectories, some of them may be stable and some of the may be unstable. The system’s motion state will change into chaos in the way of period doubling bifurcation as speed increase.
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Fig.1 Nonlinear vibration model of the system





图1 系统扭转非线性振动模型
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图2 周期1轨道相图
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图4 周期4轨道相图





图3 周期2轨道相图





Fig 2 Phase diagram of P1 motion state





Fig 3 Phase diagram of P2 motion state





Fig 4 Phase diagram of P4 motion state





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





图5渐近稳定的周期4解时域图





图6 渐近稳定的周期四解Poincaré图





Fig 5 Time history chart of the asymptotic P4 solution





Fig 6 Poincaré map of the asymptotic P4 solution








图7 Floquet乘子指示的周期运动的三种分岔方式
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Fig7 Three kinds of bifurcation way for periodic 


orbits indicated by Floquet multipliers
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图8 PNF方法预测的系统运动状态稳定性


随转速的分岔图
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Fig8 Bifurcation diagram about motion state 


stability predicted by PNF method
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图10系统在� EMBED Equation.DSMT4  ���时的Poincaré图
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图9系统随� EMBED Equation.DSMT4  ���的分叉图
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Fig.9 bifurcation diagram by ODE45





Fig 10 Poincaré map when� EMBED Equation.DSMT4  ���
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