最优有界控制下色噪声驱动多时滞拟线性系统瞬态响应
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摘要：基于Fokker-Planck-Kolmogorov方程瞬态求解研究了受最优有界控制的色噪声驱动的多时滞拟线性系统的瞬态响应。利用等价变换将时滞系统转化为非时滞系统。在弱扰动假设下应用标准随机平均法得到振幅过程的部分平均Itô随机微分方程。由动态规划原理和控制力界值条件得到最优有界控制率从而得到完全平均的Fokker-Planck-Kolmogorov方程。通过原系统的退化线性系统导出一组正交基并在该基空间内进行Galerkin变分得到近似瞬态响应。最后将该方法应用到受最优有界控制率和色噪声共同作用的时滞Duffing-Van Der Pol振子进行理论求解并综合讨论了色噪声、时滞、控制力和共振对系统瞬态响应的影响，采用Monte-Carlo模拟验证了所有理论和计算结果的正确性。
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引  言
随机因素在自然界中广泛存在。随机振子的响应问题是理论研究及工程应用中的热点问题[1-3]。瞬态响应是响应问题的一个重要方面，研究系统的瞬态响应可以从时域方面诠释随机振子的运动性态。Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK) 方程方法是扩散过程理论的主要方法，通过求解FPK方程得到系统的转移概率密度可用以分析系统响应控制[4]、信息熵[5]等问题。由于FPK方程的复杂性，只有少数特殊的系统具有理论精确解[6]。虽然相关领域的学者们在稳态FPK方程理论求解方面进行了大量的研究工作[7][8]，但瞬态FPK方程的解仍是极难解决的一个问题，目前只能借助理论分析与数值计算相结合的方式进行近似求解[9][10]。1968年，Bhandari和Sherrer首次应用Galerkin法求解FPK方程的平稳解[11]，而后Wen将其发展到求解FPK方程的瞬态解[12]。2007年，Spanos结合基于等价线性化的随机平均法和Galerkin法研究了白噪声激励的非线性系统的瞬态响应[13]。
时滞现象广泛存在于物理、生物和控制等自然科学与工程实践领域中。研究瞬态响应概率密度时考虑到时滞的作用具有重要的理论及实践意义。文献[14]中基于广义谐和函数随机平均法和Galerkin法研究了白噪声激励的时滞强非线性系统的瞬态响应。虽然白噪声模型在理论上便于处理，但研究表明实际噪声模型应为有色噪声。与有色噪声相关的研究工作已经渗入到随机动力学的各个分支：文献[15]中研究了色噪声激励下非对称双稳系统的平均首次穿越时间，文献[16]中研究了色噪声激励的双稳Duffing-Van Der Pol振子的随机分岔，文献[17]中研究了色噪声激励的非线性系统的稳态响应，文献[18]中研究了非高斯色噪声作用下Van Der Pol-Duffing振子的稳定性。但是，色噪声激励的时滞非线性系统的瞬态响应相关研究却少见报道。当系统中含有时滞与非白噪声时，随机平均法是一种有力的理论分析工具。该方法不但可以避免非白噪声引起的FPK方程的扩维现象，而且可以降低FPK方程的维数，从而简化理论分析和数值计算。

考虑到工程安全，瞬态响应需要被控制在安全范围内，因此考虑瞬态响应的最优控制问题是非常有必要的。鉴于实际控制器发生装置只能产生有限的控制力，故而研究最优有界控制是符合工程实际的。很多学者已经关注到随机非线性振子的最优有界控制问题，例如文献[19]中利用最优有界控制率成功地降低了系统的稳态响应。然而基于瞬态求解FPK方程技术研究随机时滞拟线性系统的最优有界控制问题未见报道。
综上所述，本文提出了色噪声激励的时滞拟线性系统瞬态响应的最优有界控制问题。将时滞系统转化为等价的非时滞系统后应用标准随机平均法得到振幅过程的部分平均Itô随机微分方程。再由动态规划准则导出最优有界控制率进而得到完全平均的FPK方程。利用Galerkin方法近似求解此FPK方程即得到系统近似瞬态响应。最后将该方法应用到受最优有界控制率作用的色噪声激励的时滞Duffing-Van Der Pol振子得到理论解并利用Monte-Carlo模拟方法证明理论解的有效性，利用该方法综合讨论了色噪声、时滞和控制力参数以及共振对瞬态响应的影响。

1  模型提出和化简
色噪声激励多时滞拟线性受控系统的方程为：
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其中：
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是正常数，分别代表系统角频率和阻尼系数，
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为非线性项(包括非线性阻尼和非线性刚度), 
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是时滞项：
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的相互独立的零均值色噪声，
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表示控制力。
1.1 时滞化简

假设存在小量
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，当
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阶小量且
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阶小量时，系统(1)是拟线性系统[20], 采用标准随机平均法，引入如下变换：
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其中：
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均为随机过程，
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的表达式如下：
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利用(3)和(4)系统(1)可转化为如下非时滞系统：
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1.2 部分平均Itô随机微分方程
将(2)代入(5)得到
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的方程组,如下：
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其中：
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的具体表达形式为：
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由(6)中第一式的系数
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看出，关于
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的微分方程不显含
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收敛于一维Markov扩散过程[22]：
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其中：
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方程(10)对应的FPK方程为：
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其中：
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方程(14)的初始条件设为：
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2  最优有界控制和完全平均FPK方程
振幅可以代表系统响应程度，降低振幅可降低系统响应。以减小振幅为目标，在
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上考虑最优遍历控制，假设控制力满足如下约束条件：
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其中：
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表示控制力界值。

性能指标函数为：
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值函数为：
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由动态规划准则[23]和(10)，得动态规划方程为：
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终值条件为：
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最优控制率
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将(21)代入(11)并按(13)完成所有平均过程，得到如下完全平均的漂移系数：
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将(22)代入(14)即得到全平均FPK方程。
3  FPK方程近似瞬态解

3.1 正交基空间
首先考虑系统(1)的退化线性系统：
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在(22)中令
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并代入(14)得到退化线性系统的FPK方程为：
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由FPK方程本征函数法[24]得关于(24)的本征方程：
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其中：
[image: image80.wmf]n

l

为特征值，
[image: image81.wmf]Z

l

为特征函数。

令
[image: image82.wmf]23

00

,1

0

()

m

kr

krrk

a

q

ffS

xw

w

=

=

p

å

并代入(25)得：


[image: image83.wmf]2

00

d(1)d0

2

n

qq

qZqZZ

lll

l

xw

+-+=

       (26)
(26)满足Laguerre多项式微分方程，由此可得一组特征值
[image: image84.wmf]n

l

和基函数
[image: image85.wmf]n

A

：


[image: image86.wmf]00

2

n

n

lxw

=

                         (27)

[image: image87.wmf]22

1

exp

!22

nn

sss

aaa

AL

n

sss

æöæö

=-

ç÷ç÷

èøèø

         (28)

[image: image88.wmf]3

000

,1

()2

m

skrrk

kr

ffS

swwx

=

=p

å

           (29)
其中：
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由(28)和Laguerre多项式性质得基函数满足：
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其中：
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(24)的解可以表示为：
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3.2 近似瞬态解
首先将(14)的解近似写成如下形式:
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将(31)(32)代入(14)并整理得如下误差参量：
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选择
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将(33)代入(34)并结合(30)进行化简得到关于
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的常微分方程组如下：
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联合(15) (32)可得(35)的初始条件：
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系统 j 阶响应矩表达式为： 
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4  算例分析
本章用一个例子具体分析理论求解过程。色噪声模型为高斯白噪声的二阶滤过过程，表示为：
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其中：
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其中：
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4.1 理论分析
   将(39)和(40)代入(22)整理可得：
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由(14)得与系统(41)相应的FPK方程为：
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由(27)-(29)得到相应的特征值和基函数为：
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由(33)(39)(40)得相应的误差参量为：
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结合Laguerre多项式的性质得到如下化简关系式：
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由将(39)(40)代入(35)并利用(49)(50)化简最终得到关于
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当
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的下标为负时认为其不存在。实际计算中应当对(51)式进行合理截断以便数值求解，将
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的近似解代入(32)得到
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4.2 数值分析
本节利用数值计算直观说明色噪声、时滞、控制力参数以及共振对系统瞬态响应的影响，并对系统(1)进行MCS来验证理论求解的有效性。数值计算中固定的系统参数为：
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图2 
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图3 
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图1至图3讨论了控制力参数
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得到的结果。如图所示：理论解和MCS解吻合程度好，证明了理论和数值求解的有效性。比较图1至图3看出：
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图4 
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Fig.4 Curves of
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图5 
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Fig.5 Curves of
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图2、图4和图5讨论了在相同条件下，不同的时滞参数对
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的影响，计算过程中(51)式截断到
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，即时滞作用主要通过影响系统的线性阻尼部分来影响系统的瞬态响应。
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图6 
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Fig.6 Curves of
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图7 
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Fig.7 Curves of
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图6和图7讨论了不同色噪声参数对系统瞬态响应的影响，计算过程中(51)式截断到
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图 8 
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MCS: 
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Fig.8 Curves of
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图8中给出了当系统频率
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与激励频率
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相接近时系统的瞬态响应，计算过程中(51)式截断到
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j
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。由图可见：理论解和MCS解拟合程度高证明了共振条件下理论求解方法的也是有效的。
图1至图8的综合讨论说明了文中所提的理论方法可有效计算受最优有界控制的色噪声激励的时滞拟线性系统的瞬态响应。
5 结论
本文系统地研究了最优有界控制力作用下色噪声激励的多时滞拟线性系统的瞬态响应概率密度。主要包括以下两个部分：(1)引入最优有界控制率来控制色噪声激励的多时滞拟线性系统的瞬态响应，并提出了求解其瞬态响应概率密度的近似方法。该方法包括如下四个方面：首先将时滞方程转化为等价的非时滞方程；其次利用标准随机平均法得到系统振幅过程的部分平均Itô随机微分方程；利用动态规划原理并结合控制力有界的条件导出了最优有界控制率，将其代入部分平均Itô随机微分方程并完成所有平均过程得到完全平均的FPK方程；利用FPK方程本征函数法得到一组正交基空间并在此基空间内进行Galerkin变分得到系统的近似瞬态响应。(2)以受最优有界控制率作用的色噪声激励的Duffing-Van Der Pol振子为算例实现上述求解过程，利用数值计算综合讨论了控制力、时滞和色噪声参数以及共振条件下系统的瞬态响应概率密度并采用MCS证明了所有理论解的有效性。本文涉及的系统是拟线性系统，关于受控的强非线性系统的瞬态响应问题还有待于进一步研究。
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The transient response of the multi-delayed quasi-linear system with colored noise excitations and optimal bounded control
QI Luyuan 1   XU Wei 1  GAO Weiting 2
(1. Department of Applied Mathematics, Northwestern Polytechnical University, Xi'an 710129；
2. Department of Electronic Information, Northwestern Polytechnical University, Xi’an, 710129)  

Abstract: The transient response of the optimally controlled multi-delayed quasi-linear system driven by colored noise excitations are studied based on solving the Fokker-Planck-Kolmogorov equation. The system with time delay is firstly transformed to an equivalent system without time delay. The standard stochastic averaging method is adopted to obtain the partially averaged Itô stochastic differential equation for the amplitude process of the original system. Based on the dynamical programming principle, the dynamical programming equation is built and the optimal control algorithm for minimizing the system response is obtained combined with the control bounded value. The completed averaged FPK equation for the system amplitude process is then deduced. A set of orthogonal basis functions are obtained by applying the eigenfunction method to the degenerated linear FPK equation. The approximate probability densities are obtained by applying the Galerkin method to the completed averaged FPK equation in the orthogonal basis space. The time-delayed Duffing-Van Der Pol oscillator with optimal bounded control and a colored noise excitation is given as an example to show the proposed procedure. The results obtained by the analytical method are verified by those obtained from Monte Carlo Simulation. The effects of the colored noise, the time delay, the control force and the resonance on the system nonstationary response are discussed. Results obtained show that the proposed procedure can be used to obtain the nonstationary response of the multi-delayed quasi-linear system with optimal bounded control and colored noises effectively. 
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