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移动荷载列作用下简支梁振动响应参数研究
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(北京交通大学土木建筑工程学院 北京100044）

摘  要：推导了移动荷载列作用下简支梁位移响应的精确解，在此基础上引入三个无量纲参数，研究了荷载移动速度、荷载频率及结构阻尼对桥梁响应的影响，分析了简支梁在一定荷载速度下的共振和消振现象发生机理。结果表明：桥梁跨中的最大位移响应并非随着荷载速度的增大而单调地增大，而是表现出一种类似正弦但波幅逐渐变大的方式；当移动荷载列以消振速度通过桥梁时，引起的桥梁余振响应趋近于零；简支梁的共振速度与移动荷载列的间距有直接关系，当共振速度同时又是消振速度时，共振现象被抑制；当简谐荷载移动速度较低时，梁体位移在荷载频率等于梁体第一阶自振频率时达到最大响应，随着荷载移动速度的增大，梁体位移达最大响应不再发生于荷载频率等于梁体第一阶自振频率的情况。
关键词：简支梁；移动荷载；无量纲参数；共振速度；消振
中图分类号：U24       文献标识码：A
随着车速的提高，高速铁路多采用“以桥代路”的政策以满足列车对线路的高要求，使得桥梁占有很高的比例，因此研究移动列车引起的桥梁动力问题具有重要的意义。在分析这个问题时，可以把列车简化为由移动集中力组成的荷载列模型 [1~3]。移动集中力作用下简支梁的动力响应是一个基本的动力问题，在很多文献中都有研究，一般是列出动力方程以后，直接利用数值积分的方法进行求解，如Duhamel积分求解[1~3]。这种方法有着很强的适用性，但在仅有积分表达式的情况下，如需求解某一时刻桥梁的动力响应，需要从时间零点开始积分，列车行驶速度越低，积分工作量越大。本文基于Duhamel积分求解方法直接给出简支梁在移动恒定荷载P及移动简谐荷载
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作用下位移响应的精确解，并通过引入三个无量纲参数研究了荷载移动速度、桥梁阻尼、荷载间距及简谐荷载的荷载频率等因素对桥梁动力响应的影响规律。
1 分析模型                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    
1.1 问题描述

假定简支梁为等截面(EI为常数)，恒载质量均匀分布(
[image: image2.wmf]m

为常数)，荷载P(t)以匀速V在梁上移动，如图1所示。假设梁体的位移满足小变形理论且在弹性范围内，粘滞阻尼系数为c，此时梁体的运动方程为[1]
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 (1)
式中，y(x,t)为梁体的竖向位移；δ为Dirac函数。
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图1 移动集中力作用下的简支梁模型

Fig. 1 A moving load passing through simply-supported beam
1.2 问题求解
式(1)可以采用振型叠加法进行求解。对于一维的连续体，有变换表达式
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式中：qi(t)为振型的广义坐标，φi(x)为结构振型，对理想简支梁有φi(x) = sin(iπx/L)[4]。
将式(2)带入式(1)，同时式(1)两边都乘上φn(x)并沿梁长进行积分，利用振型的正交性，整理可以得到第n阶振型的广义坐标qn(t)的运动方程

[image: image6.wmf]2

b

2

()2()()()sin

nnnn

qtqtqtPtnt

mL

www

++=

&&&

    (3)
式中：ωb= ξnωn；
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为梁的第n阶圆频率；
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为第n阶振型的阻尼比；ω = πV/L为荷载激励圆频率。

通过Duhamel积分方法求解式(3)，在低阻尼及临界阻尼情况下，第n阶振型广义坐标qn(t)的特解为
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式中，
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为第n阶有阻尼自振圆频率。

根据求得的广义坐标qn(t)，利用振型叠加法得到移动荷载作用下简支梁振动位移特解的表达式
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由于车辆-桥梁动力相互作用简化分析中，常将列车荷载简化为移动恒定荷载列或移动简谐荷载列，在此对外荷载P(t)为移动恒定荷载P或简谐荷载
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两种特殊情况进行讨论。
为了便于讨论各种因素对桥梁振动响应的影响，现引入两个无量纲参数α、β，以分别考虑荷载移动速度及桥梁阻尼的影响
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式中：
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为临界速度，当荷载速度等于此值时，会引起桥梁的共振响应。
2 特殊情况求解及讨论
2.1  P(t)为移动恒定荷载 (P(t) = P)
当荷载P(t)为移动恒定荷载P时，利用三角函数积化和差公式和分部积分方法求解式(4)得到qn(t)的精确解，再利用振型叠加法得到移动荷载P作用下简支梁振动位移特解的表达式，整理得到
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式中：
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，即在刚度为EI的简支梁跨中L/2处作用一个集中力P时，梁体跨中位移的大小；
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式(7)是单个移动荷载时的桥梁响应。一般将列车荷载简化为N个等间距为车辆全长lv的移动集中力荷载列，见图2。由于假定梁体变形为小变形，此时移动荷载列作用下梁体振动位移特解可表示为
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式中，yi(x, t)通过式(7)进行计算。
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图2 通过桥跨的车辆荷载列

Fig.2 Moving train load passing through beam
根据式(7)再详细地讨论几种特殊情况：

2.1.1 无阻尼情况及消振、共振分析( β = 0 )
    a) α不为整数，β = 0

如果让β = 0，则式(7)可化为：
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(9)
实际工程中，一般有α << 1，根据式(10)可知此时梁体第一阶振型对位移的贡献最大。因此，在求解动力作用下梁体的位移响应时，仅使用第一阶振型即可以达到很高的求解精度[5]。
对式(9)中括号内的部分进行分析，如果令此项在荷载出桥时刻为零( t = L/V )，则有
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通过式(10)可以发现，当α = n2/k的时候，梁体第n阶振型的位移分量会在荷载出桥时刻归零，本文称式(10)中的速度VD = 2n2f1L/k为消振速度。在实际工程中，第一阶振型的位移分量占梁体位移的大部分，如果令n = 1，此时梁体的位移会在荷载出桥时刻趋近于零。
荷载出桥以后( t > L/V )，梁体处于自由振动状态，此时梁体的运动方程为：
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式中：
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当荷载以消振速度VD出桥时，梁体的速度却不一定为零。荷载出桥时，梁体的振动速度如下所示
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  (12)
从式(12)中可以看出，当n、k同奇偶时，式(12)等于零，即荷载出桥时刻，梁体第n阶振型的位移分量与速度分量同时为零；当n、k非同奇偶时，荷载出桥时刻仅有梁体第n阶振型的位移分量为零，因此在荷载出桥以后梁体第n阶振型对桥梁的后续振动依然有贡献。对于式(10)中给出的速度VD=2n2f1L/k，当n，k奇偶性相同时定义为全消振速度；当n，k奇偶性不同时定义为位移消振速度。
在线弹性阶段，梁体的位移等于各个荷载产生位移的线性叠加，当荷载列以全消振速度移动时，即α = 1/k（k为奇数），梁体的动力响应会在荷载列移出梁体以后趋近于零。

    b) α为整数，β = 0

如果让α = k、β = 0，此时式(7)的第n = k项为0/0型表达式，通过对该项求极限，可以得到简支梁振动位移特解的表达式
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(13)
根据式(13)可以发现，当α = k、β = 0时，梁体上任意点x处的位移是随着时间t的增大而增大的，并在t = L/V时位移达到最大值，但不会达到无穷大。这种情况相当于移动荷载P与桥梁发生了共振，说明不但移动荷载列以某个特殊速度通过桥梁时会引起桥梁共振 [1,2]，单个移动荷载以特殊的速度通过桥梁时也会使桥梁产生共振。
当k = n时，即荷载的加载频率是第一阶自振频率的n倍，有sin(nπVt/L) = sinn2ω1t，相当于移动荷载与简支梁的第n阶振型产生了共振，在此称速度VR = 2kf1L为共振速度，对于k=1的情况，位移的共振放大系数最大，这种共振速度在文献[1,6,7]中也有介绍。
2.1.2 低阻尼情况( β << 1 )
    a) α ≠ k，β << 1
当梁体的阻尼很小时，可以忽略式(7)中包含β及β2的项，这时式(13)可以化为下面的形式，其与式(9)是极其类似的
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       (14)
虽然当α → k时，式(14)计算误差较大不再适用，但由于列车的实际行驶速度很难达到α = k的情况(即V = kVcr )，同时实际桥梁结构的阻尼一般很小，因此，式(14)在工程实际中具有很高的实用性。
当荷载移动速度较低时( α << 1 )，且仅取桥梁的一阶振型来简化求解车辆在桥梁上行走时桥梁的位移响应，此时式(14)可简化为如下形式
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    b) α = k，β << 1
此种情况的推导与α = k、β = 0的情况是类似的，下面直接给出梁体位移表达式：
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低阻尼情况和无阻尼情况具有很多类似的性质，比如无阻尼情况下得到的消振速度VD和共振速度VR在低阻尼情况下同样适用。

2.1.3 临界阻尼情况( β = βcr = k2 )
当阻尼比ξk = 1时，说明此时桥梁的阻尼对于第k阶振型为临界阻尼，此时有
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当n = k时，振型广义坐标qn(t)的积分变换形式可进行简化，此时简支梁第k阶振型对位移的贡献为
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    (18)
当β = βcr = k2时，并非对桥梁所有振型都是临界阻尼。对于桥梁的第n阶振型，如果n > k，此时桥梁的阻尼为低阻尼情况，可以按照式(7)求解第n阶振型的广义坐标qn(t)；如果n < k，此时桥梁的阻尼为超阻尼情况，应按式(20)进行求解。
2.1.4 超阻尼情况( β > βcr = k2 )
根据上面的讨论，如果桥梁的阻尼对于第k阶振型为临界阻尼，则对于第n阶振型来说则为超阻尼情况( n < k )，即
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。对于超阻尼的情况有
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，此时振型广义坐标qn(t)的Duhamel积分求解式为
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同理，可得简支梁第n阶振型对位移的贡献为
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2.2  P(t)为简谐荷载 (
[image: image40.wmf]()sin
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此处再引入一个无量纲参数γ，以考虑简谐荷载的荷载频率
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对桥梁位移响应的影响。
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当外荷载为简谐荷载
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时，参考移动恒定荷载P的求解方法，很容易得到
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根据工程实际中常见的情况，可对式(22)进行简化。如，在求解梁体位移时，仅取第一阶振型即可以达到很高的求解精度，即仅取n = 1；工程实际中，无量纲参数α，β的值一般很小，即α << 1，β << 1。根据以上的附加条件，式(22)可以简化为如下形式[8]
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式中: 
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当外荷载的荷载频率
[image: image48.wmf]w

接近或等于桥梁的第一阶频率ω1时，桥梁的动力响应达到最大。在这种情况下，式(23)可以进一步简化为如下的形式
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3 数值计算分析
3.1模型参数
根据上面的理论，编制计算程序，研究移动荷载通过简支梁时桥梁位移响应的振动特性。
桥梁模型参数：跨度L = 32m；桥梁第一阶频率f1 = 4.5Hz，自振频率是其截面刚度EI及质量
[image: image50.wmf]m

的综合反映；桥梁的第一阶振型阻尼比ξ1 = 0.0、0.05，即阻尼系数取为β = 0.0、0.05。此时有临界速度Vcr = 2f1L = 1036.8 (km/h)，目前的铁路运营速度难以达到该速度，列车实际运营时的速度范围一般为V=0~300 km/h，即α = 0.0 ~ 0.3。

列车荷载列参数：列车荷载列按照（3动+1拖）×2编组的德国ICE3高速列车的轮对位置布置，即选取荷载个数N = 4×8 = 32；德国ICE3高速列车的动车和拖车轴距相同，具体如图3所示。
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图3 德国ICE3列车的轴距 (单位：m)

Fig.3 Wheelbase of ICE3 ( unit: m )

3.2 移动恒定荷载作用下桥梁的位移响应

对于简支梁跨中位移而言，梁第二阶振型的贡献量为零，因此以梁体1/4跨处的位移为例，研究荷载以不同速度过桥时简支梁各阶振型对梁体位移的贡献量。图4是利用不同桥梁振型阶数计算得到的梁体位移响应（相对值，以下同），图中实线及点线分别表示仅取简支梁的第一阶振型及前两阶振型计算得到的梁体位移。这里也计算了利用桥梁前三阶及三阶以上振型得到的梁体位移，它们与仅取前两阶振型得到结果几乎完全一致，说明其贡献很小，为简化分析，在此不再给出相应曲线。
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图4 跨中位移与振型阶数关系图( β=0 )

Fig. 4 Midspan displacements vs vibration mode number ( β=0 )

从图4中可以看出，当荷载移动速度较低时，梁体位移主要由桥梁的第一阶振型贡献，随着移动速度的提高，桥梁第二阶振型的位移贡献量逐渐增大，如当α = 2时，点线最大位移响应仅为实线最大位移响应的一半。由于简支梁的第二阶振型对跨中位移的贡献量为零，在速度系数α = 0 ~ 2的情况下，仅选取简支梁的第一阶振型计算梁体的跨中位移即可达到非常高的求解精度。

图5是无阻尼情况下，单个荷载以不同的速度过桥时梁体的位移响应。可以看出：在低速情况下，梁体跨中最大位移出现在荷载移动到跨中附近时，与文献[9]通过计算簧上质量过桥给出的结论一致；随着移动速度的增大，跨中最大位移出现时，荷载在桥上的位置逐渐向出桥方向移动；达到一定速度以后，跨中位移在荷载出桥时刻达到最大。
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图5 跨中位移与时间及荷载速度关系图( β=0 )

Fig. 5 Midspan displacements vs time and load velocity ( β=0 )

图6是无阻尼情况下，等间距移动荷载列以不同的荷载间距及速度过桥时梁跨中的最大位移响应，其中荷载间距lv = 0.1L ~ 1.5L。
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(a) 俯视图
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(b) 透视图

图6 跨中位移与荷载间距及荷载速度关系图(β=0)

Fig. 6 Midspan displacements vs load distance and velocity (β=0)
从图6(a)中可以看出，当荷载列以某些特定速度过桥时，简支梁会出现共振响应。其中，共振速度与荷载间距lv的关系如式(25)所示，当i = 1时，桥梁的位移响应最大。
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从图6(b)中可以看出，沿式(25)所示的关系曲线，随着荷载移动速度的增大，梁体跨中的最大位移响应并非呈现单调增大趋势，而是在某些速度点处（即α = 1/k，k为奇数）出现极小值，该速度即为本文定义的全消振速度。当荷载列以式(25)所示的速度通过简支梁时，两个相邻荷载的上桥时间间隔为iT1（T1为简支梁第一阶自振周期），说明移动荷载列引起的桥梁共振实质上是荷载列中单个荷载引起的桥梁余振响应的最大叠加。由于荷载以全消振速度通过简支梁时，桥梁的动力响应会在荷载出桥时刻趋近于零，因此，当由式(25)计算得到的共振速度同时为桥梁的全消振速度时，桥梁的共振响应将会被抑制。

图7是不同的桥梁阻尼情况下，荷载以不同速度通过简支梁时，梁体跨中的最大位移响应。可以看出：单个移动荷载通过桥梁时，桥梁最大位移响应并非随着速度的增大而单调增大，而是表现出一种类似正弦但波幅逐渐增大的形式，此趋势与文献[6,9,10]中通过计算簧上质量过桥得到的规律相同；列车荷载列过桥时，梁体的动力响应可视为由4个等间距移动荷载列引起动力响应的叠加，此时在某些速度点处桥梁出现共振[1]，表现出一种完全不同的响应规律；阻尼的存在会减小梁体的最大位移响应，其对共振时桥梁的动力响应抑制更为明显。
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(a) 单个移动荷载
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(b) 列车荷载列
图7 最大跨中位移与荷载速度及阻尼关系图

Fig. 7 Maximum midspan displacement vs load velocity and bridge damping

图8是在荷载出桥时刻(t = L/V)，不同速度系数α所对应的梁体跨中位移。正如前面的讨论，单个移动荷载过桥时，在某些特殊速度下，梁体位移在荷载出桥时刻归零，低阻尼情况和无阻尼情况有着相同的变化规律。列车荷载列过桥时，在共振速度点处，桥梁位移响应出现峰值，表现出一种完全不同的响应规律。
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(a) 单个移动荷载
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(b) 列车荷载列
图8 荷载出桥时跨中位移与荷载速度关系图

Fig. 8 Midspan displacement vs load velocity as load leaves the bridge 

根据图7、图8可以发现，当列车荷载列移动速度为α = 0.129时，会使桥梁产生强烈的共振响应；当α = 0.2时，桥梁位移处于一个低响应状态，而且此时α对应的是一个全消振速度。因此在设计桥梁时，可以选择合适的刚度EI、质量
[image: image61.wmf]m

和跨径L，使得列车正常运营时速度系数α保持在0.2附近为佳。

图9是不同的桥梁阻尼情况下，列车荷载列以不同速度过桥时，梁体跨中的位移时程。
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(a) 无阻尼 ( β = 0 )
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(b) 低阻尼 ( β = 0.05)
图9 跨中位移时程曲线

Fig. 9 Histories of midspan displacement
从图9可以看出，低阻尼情况和无阻尼情况比较类似；随着速度的提高，跨中振动幅值增大；无阻尼情况下，当列车速度系数α = 0.1、0.2时，梁体跨中位移在荷载列出桥时刻归零。
3.3 移动简谐荷载作用下桥梁的位移响应
当荷载为集中简谐荷载时，桥梁同时受到荷载频率
[image: image64.wmf]w

及由于移动产生的加载频率ω的作用，其位移响应表现出不同于移动恒定荷载的形式。

为了研究桥梁动力响应与荷载频率
[image: image65.wmf]w

及荷载速度的关系，在低阻尼情况下( β = 0.05)，让荷载以不同的荷载频率
[image: image66.wmf]w

及不同的速度系数α在桥上通过，计算桥梁跨中的最大位移响应，如图10所示。
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(a) 速度系数（运营区间）
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(b) 速度系数（大区间）

图10 动力放大系数与荷载频率及速度关系图( β=0.05 )
Fig. 10 Dynamic amplification factor vs load frequency and velocity ( β=0.05 )

可以看出，当速度系数很低时，有荷载移动产生的加载频率ω对桥梁位移的响应影响很小，位移响应表现出类似静力作用下的响应，即在速度系数α相同的条件下，当γ = 1时桥梁位移响应最大；随着速度系数α的增大，由荷载移动产生的加载频率ω对梁体位移响应的影响逐渐加大，梁体在γ = 1时的最大位移呈现逐渐减小趋势，而且在速度系数α相同的条件下，桥梁位移响应达到最大时，γ不再等于1。
4 结论
1）荷载移动速度较低时，简支梁的跨中位移主要由其第一阶振型贡献，随着移动速度的提高，高阶振型的位移贡献量逐渐增大。但在工程计算中，仅选取简支梁的第一阶振型计算梁体跨中位移即可达到非常高的求解精度；
2）无阻尼情况下，桥梁跨中出现最大位移响应时的荷载位置随着速度的增大逐渐由跨中向出桥方向移动；桥梁最大位移响应随速度的增大呈现出一个类正弦波的形式。

3）移动恒定荷载通过简支梁上时，在一定速度下会引起共振或消振现象。共振速度与移动荷载列的间距有直接关系，共振时桥梁的动力响应被放大；消振速度下，所引起的桥梁余振会在荷载出桥的时刻趋近于零。当共振速度同时又是消振速度时，共振现象会被抑制。

4）移动简谐荷载作用下桥梁的位移响应同时受到加载频率及荷载速度的影响：当速度系数很低时，梁体位移在γ = 1时达到最大响应；随着速度系数的增大，梁体在γ = 1时的最大位移呈现降低趋势，且梁体位移响应达到最大时，γ不再等于1。
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Dynamic Response Parameter Analyses of Simply-supported Beam under Moving Load Series
Wang Kun-peng, Xia He, Guo Wei-wei, Cao Yan-mei
(School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China)

Abstract: The exact displacement solution of the dynamic equation of a simply-supported beam under moving load series is derived. Three dimensionless parameters are introduced to study the influence of load speed, load frequency and structural damping on the dynamic responses of the beam, and analyze the mechanism of resonance and vibration cancelation mechanism of simply-supported beam under moving load. The results show that the maximum displacement at the mid-span increases in a sinusoidal form with gradually increasing amplitude, instead of in a monotonous way. The residual displacement and velocity of the beam close to zero when the load series pass through at a vibration elimination speed. The resonance speed obtained by the calculation of the load interval, the resonance will be suppressed, when the resonance speed is also the vibration elimination speed. When the speed of harmonic load is low, the displacement of the beam will achieve maximum under condition of the load frequency equals to the first-order frequency of the beam; while the displacement of the beam will achieve maximum under condition of the load frequency not equals to the first-order frequency of the beam, if the speed of harmonic load is high.
Key words: simply-supported bridge, moving loads, dimensionless parameter, resonance speed, vibration cancelation
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