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摘要：考虑带轮惯性质量对皮带纵向振动的影响，将皮带简化为质量分布均匀的弹性体，建立了两坐标系的弹性体纵向振动的力学模型；以力学模型为基础建立了皮带的纵向振动的数学模型；考虑皮带与带轮的相对运动对皮带各点瞬时振动形态的影响，根据皮带连续性条件给出了系统固有频率与振型函数的数值仿真模型；应用坐标变化法求解系统受迫振动的动态响应，仿真分析了系统转速波动激励与载荷波动激励下的系统响应特性。仿真结果表明：(1) 系统对转速波动激励与负载扭矩波动激励的响应曲线为简谐函数，其振动幅值受到带轮惯性质量的影响；(2) 带轮瞬时振动位移与其惯性质量成反比；带轮瞬时转差的波动使皮带瞬时传动比不恒定，皮带与带轮之间存在相对滑差。皮带纵向振动特性的研究方法对带轮附件驱动系统的动态特性的设计与分析具有理论与实际意义。
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引言
游梁式抽油机皮带传动系统具有如下特点：负载扭矩波动大、双向交变；电动机转速存在波动，特别是超高转差电动机驱动的游梁式抽油系统，电动机转速波动率可达到20%以上。负载扭矩以及电动机转速的大范围波动导致皮带纵向振动加剧，增大了皮带的摩擦功率损失，降低了皮带传动效率[1]。
皮带传动在大、中、小型机械中都有着广泛的应用。皮带在运转过程中，由于受离心力、带轮转速波动及负载扭矩波动等的综合影响，导致皮带弹性体存在振动。皮带传动系统的特性决定了皮带弹性体的振动受到带轮惯性质量的影响。皮带的振动不仅降低了皮带的传动精度和使用寿命，而且降低了带的传动效率[2-7]。为此关于皮带振动的研究引起了国内外学者的广泛关注，并提出了大量的有关带振动问题的模型[8-18]。文献[8-10]建立了带横向振动以及带的纵向振动模型，给出了带的滑移率与带振动的固有频率，分析了各结构参数对滑移因子的影响。文献[11-15]建立了带的动力学模型，提出了带振动及滑移率的测试方法，并分析了预紧力、阻尼等参数对带振动的影响。对于皮带纵向振动的研究文献[9,16]广泛采用以两个带轮转角为广义坐标的两自由度扭转振动力学模型，该模型将皮带简化为无质量的弹簧，两个带轮简化为两个具有转动惯量的圆盘；文献[14,17,18]将皮带简化为质量分布均匀的弹性体，建立了皮带纵向振动的数学模型，但没有考虑带轮转动惯量对皮带纵向振动的影响。鉴于目前皮带纵向振动模型的不足以及皮带纵向振动对游梁式抽油系统动力特性具有显著影响，本文进一步研究了游梁式抽油机皮带纵向振动特性仿真的力学与数学模型。该分析方法对以带传动为基础的机械系统动态特性的设计具有参考价值。
1 皮带纵向振动的力学模型
图1(a)为皮带传动装置示意图。


(a) 皮带传动装置示意图


(b)皮带纵向振动的静止曲线坐标


(c)皮带纵向振动的运动曲线坐标
图1 皮带传动系统力学模型
Fig.1 The mechanical model of belt drive system




图1(a)中，为任意时刻t主动轮的静弧、为主动轮的动弧；为从动轮的静弧、为从动轮动弧。在静弧段，皮带与带轮同速；在动弧段，皮带与带轮之间存在相对滑动[19]。由于在静弧段皮带和皮带轮具有相同的切线速度，故将皮带轮等效转动惯量Je1、Je2转化为等效质量me1、me2，并分别集中于皮带与主动轮切入点A1、皮带与从动轮切入点C1处的皮带截面上。考虑皮带轮等效质量对皮带纵向振动的影响，将皮带简化为质量均布的弹性体。皮带任意截面的位移分解为两部分：一是随皮带平动的位移；二是因皮带弹性变形产生的相对位移，为此建立图1(b)、图1(c)所示的两个曲线坐标描述皮带的纵向振动规律。图1(b)为静止曲线坐标，坐标原点为空间固定点O(该点为任意时刻皮带与带轮的切入点，是一个空间位置确定的点，但不同时刻切入点所对应皮带的横截面、皮带轮的周向位置是不同的)，沿皮带节线顺时针为正方向。设t=0时，皮带处于静止状态，皮带任意截面X的坐标为x；图1(c)为运动曲线坐标。在任意时刻t，t=0时位于A1点的皮带截面运动到O1点，截面X运动到Xˊ。以O1点为坐标原点，沿皮带节线顺时针为坐标正方向，则截面Xˊ在动坐标下的几何位置为曲线坐标y。为便于数学建模，根据图1引入参数如下：
S1为小带轮包角所对应圆弧的长度，m；S2为大带轮包角所对应圆弧的长度，m；R1为小带轮半径，m；R2为大带轮半径，m；Lt为皮带切线段长度，m；L为皮带节线长度，m；Je1为简化到小带轮处的等效转动惯量，kg.m2；Je2为简化到大带轮处的等效转动惯量，kg.m2；me1为简化到皮带上切点A1的等效质量，kg；me2为简化到皮带上切点C1的等效质量，kg；E为皮带材料弹性摸量，Pa；ρ为皮带材料密度，kg/m3；Med为简化到小皮带轮处的等效驱动力矩，N·m；Mbf为简化到大皮带轮处的等效阻力矩，即负载扭矩N·m；Fed为简化到小皮带轮处的等效驱动力，N；Fef为简化到大皮带轮处的等效阻力，N。
其中等效转动惯量和等效质量之间的关系，等效力矩与等效力之间的关系如下：

                    (1)

                    (2)
2 皮带纵向振动的数学仿真模型

根据图1(c)，截面Xˊ在静坐标系下绝对位移u(x,t)为+u(y,t)，根据皮带单元体受力分析，可得带纵向受迫振动的运动微分方程：

 (3)
其中a为声音在皮带中的传播速度，m/s；ω1为小带轮的角速度，rad/s；f(y,t)为皮带截面y在时刻t所受的分布激振力，N。
由图1(b)所示的静止坐标系可见，分布力f(x,t)只在等效质点处作用有集中力Fed、Fef，其它截面分布力为零。根据动坐标与静坐标的变换关系，分布激励力f(y,t)为：

        (4)
其中：

         (5)
式中，Sx为任意时刻t皮带截面Xˊ在静坐标系中的几何位置。由于皮带沿节线做周期性循环运动，而坐标x的取值范围为0≤x≤L，故Sx由下式计算：

        (6)
由公式(5)可见，公式(4)中的集中力Fed取决于小皮带轮处的等效驱动力矩Med；Fef取决于大皮带轮处的等效阻力矩Mef。限于篇幅，等效驱动力矩Med、等效阻力矩Mef的计算方法见文献[1]，本文不再赘述。鉴于本文重点是研究皮带的纵向振动特性，同时根据实际油井等效驱动力矩Med与等效阻力矩Mef的变化规律，将Med、Mef简化为[18]：

(7)
式中：M0、M1、M2为系数；ω为大皮带轮转动的平均角速度，rad/s。ω与抽油机悬点冲程次数n之间的关系为：

                          (8)
式中：iBox减速箱传动比。
游梁式抽油机工作时，曲柄轴净扭矩周期性波动，即电动机负载扭矩周期性波动，从而导致电动机转速周期性波动，即小皮带轮转速周期性波动。由公式(3)可见，小皮带轮角速度波动是皮带纵向振动的激励，相当于振动理论中基础运动所导致的系统受迫振动。小皮带轮角速度可以展开为傅式级数，为便于讨论小皮带轮角速度波动对皮带纵向振动特性的影响，将小皮带轮角速度简化为：

                   (9)
式中：ω0为小带轮平均角速度，rad/s；K0为小皮带轮角速度波动幅值，rad/s。
3 自由振动的固有频率与振型函数
系统自由振动方程为：

               (10)
系统自由振动的通解：

              (11)
式中，ωn为系统自由振动的固有频率，rad/s；φ为任意常数，由系统初始条件决定。
振型函数U(x)为：

(12)
式中：b＝ωn/a；B1、B2、D1、D2是由边界条件决定的待定系数。
皮带纵向振动在两个质点me1、me2处满足连续性条件：

  (13)
将式(11)、式(12)代入上式可得固有频率方程：

                   (14)
式中参数A1、A2、A3、A4由下式计算：

       (15)
其中，参数C1、C2、C3、C4表示为：

                      (16)
方程(14)是关于未知数b的超越代数方程，应用数值法可求得前n个根b1、b2、……bn以及皮带纵向振动的前n阶固有频率为ωni＝abi(i=1，2，……，n)。与ωni对应的第i阶振型函数为：

(17)
式中，系数λ1i，λ2i，λ3i为：

                         (18)
式中，系数ψ1i、ψ2i、ψ3i、ψ4i的表达式为：

(19)
式中，E1i，E2i，E3i，E4i的表达式为：

                    (20)
4 受迫振动的稳态响应
根据主振型对质量的正交性，可得正则振型函数：

           (21)
式中，函数U1Ni、U2Ni表示为：

    (22)
其中，系数DNi为：

                     (23)
式中，参数QNi表达式为：

(24)
正则激振力为：

(25)
正则坐标下的运动微分方程：

                (26)
通过运用振型叠加原理，将皮带弹性体的纵向振动偏微分方程(3)简化为式(26)所示的n个相互独立的无阻尼单自由度系统的受迫振动微分方程。应用四阶龙格库塔法、并采用零初始条件分别求正则坐标qi（i=1，2，…，n）的稳态响应。
系统受迫振动的动态响应：

                (27)
要得到运动坐标下系统受迫振动的动态响应，需通过变换公式。UNi(x)与UNi(y)变换关系如下：

当

    (28)

当

 (29)
系统在运动坐标系下受迫振动的动态响应：

                (30)
式中，UNi(y)为阵型函数；qi(t)为模态坐标。

5 仿真实例与结果分析
以下仿真计算的基本参数为：传动带长度L=4 m；带切线段长度Lt=0.97 m；单根皮带线密度ρ=0.37 kg/m；皮带根数z=4；单根皮带横截面积A=1.55×10-4 m2；摩擦系数μ=0.6；小带轮半径R1=0.15 m；大带轮半径R2=0.45 m；皮带弹性模量E=2×108 Pa；冲次n=6min-1；减速箱传动比iBox=35；减速箱传动效率ηBox=95%；大皮带轮平均角速度ω=21.99rad/s。
5.1 系统对转速波动的响应
当ω0=65.97 rad/s，k0=150 rad/s；M0=1200 N·m；M1=0 N·m；M2=0 N·m；时，图2和图3给出了皮带传动系统对转速波动的动态响应曲线。
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图2皮带某点纵向振动的瞬时位移随时间变化曲线
Fig 2 The instantaneous displacement of a point on the belt in the time domain
[image: ]
图3皮带某点瞬时速度随时间变化曲线
Fig 3 The instantaneous velocity of a point on the belt in the time domain
5.2 系统对载荷激励的响应
当M0=-400N·m；M1=400 N·m；M2=1500 N·m；ω0=65.97 rad/s，k0=0时，图4～5给出了皮带传动系统对载荷激励的稳态响应曲线。
[image: ]
图4皮带某点纵向振动的瞬时位移随时间变化曲线
Fig 4 The instantaneous displacement of a point on the belt in the time domain
[image: ]
图5皮带某点的瞬时速度随时间变化曲线
Fig 5 The instantaneous velocity of a point on the belt in the time domain
由图2～5可得以下结论
(1)系统转速波动加剧了皮带的纵向振动，影响了皮带的瞬时位移与瞬时速度，皮带的瞬时位移和速度出现剧烈波动；
(2)与系统转速波动激励的响应相比，外载荷波动激励对皮带纵向振动产生较大的影响，皮带的瞬时位移与瞬时速度不仅出现剧烈波动而且振幅较大。
5.3系统对转速与载荷激励的响应
当M0=-400N·m；M1=400 N·m；M2=1500 N·m；ω0=65.97 rad/s，k0=150 rad/s时，图6和图7给出了大小带轮瞬时位移与瞬转速随时间变化曲线，图8给出了传动系统大小带轮的转差随时间变化曲线
[image: ]
1小带轮的振动位移；2大带轮的振动位移
图6带轮振动的瞬时位移随时间变化曲线
Fig 6 The instantaneous displacement of pulleys in the time domain
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1小带轮的瞬时转速，2大带轮的瞬时转速，3大带轮的转速转化到小带轮上的等效转速
图7带轮瞬时转速随时间变化曲线
Fig 7 The instantaneous velocity of the pulleys in the time domain
[image: ]
图8主从动带轮的转差随时间变化曲线
Fig 8 The rotating differences between driving pulley and driven pulley in the time domain
由以上图可知：
(1)考虑带轮的惯性质量对皮带纵向振动的影响，带轮的瞬时位移呈周期性波动，小带轮的瞬时振动位移明显大于大带轮的瞬时振动位移；
(2)带轮的瞬时转速呈周期性波动，小带轮的瞬时速度高于大带轮转化到小带轮处的瞬时等效转速，说明大小带轮之间存在瞬时转差；
(3)受皮带纵向振动的影响，大小带轮瞬时转差呈现简谐波动；当瞬时转差为负值时，小带轮被拖动；瞬时转差的存在说明皮带传动系统瞬时传动比不恒定，皮带与带轮之间存在滑差。
6 结论
(1)考虑带轮惯性质量对皮带纵向振动的影响建立了两坐标系弹性体纵向振动的力学与数学模型。应用坐标变化法求解系统受迫振动的响应，仿真分析了转速波动以及负载扭矩的波动对皮带纵向振动的影响。该分析方法对带轮附件驱动系统的动态特性的设计具有理论与实际意义；
(2)转速波动激励与载荷波动激励使得皮带纵向振动的瞬时位移与瞬时速度出现周期波动；其振动幅值受到带轮惯性质量的影响；
(3)带轮瞬时振动位移受其惯性质量的影响，惯性质量越小瞬时振动位移越大；带轮瞬时转差的存在说明皮带瞬时传动比不恒定，皮带与带轮之间存在相对滑动。
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