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摘要：周期结构具有通频和禁频特性，使其在动态载荷的滤波器、具有主动控制功能的结构研究中得到了重要应用。基于Timoshenko梁理论，考虑基梁和压电片的转动惯量和剪切效应，采用有限元法和传递矩阵法推导了波在周期性地粘贴压电片的Timoshenko梁中的传播模型，分析了几何尺寸和材料特性对其频带性质的影响，并与Bernonlli-Euler梁理论得到的结果进行了对比。研究表明，当基梁与压电层厚度比达到40时，禁带带宽减小了54%，因此对于周期结构中的深梁，应舍弃Bernonlli-Euler梁理论而采用Timoshenko梁理论建立的模型；对于不同尺寸和材料特性的压电周期结构，频带性质会有很大不同，可以通过调整结构的参数来改变其频带性质，从而改变波动在结构中的传播特性。分析结果对压电周期结构的滤波特性研究提供了理论参考。
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引言

近年来，国内外关于压电材料和智能结构的研究已经蓬勃发展起来，尤其是压电周期结构在振动控制研究和工程应用方面引起了人们广泛的兴趣[1]。实际工程中动态载荷经常出现，因此研究压电周期智能结构中的波传播问题很有必要。不同于非周期结构，周期结构具有通频和禁频等特殊的力学性质。当波动频率处于结构通频区域时，波动会无限制地传遍整个结构，其幅值和能量不会发生衰减；而当波动频率处于结构禁带范围内时，其不会传遍整个结构[2]。为了利用该性质研究周期结构中的波传播，通常采用传递矩阵特征值的方法，但对于多个特征值的多耦合周期结构，Romeo和Paolone采用传递矩阵几何不变量的方法对其进行研究[3]。除此之外，局部化因子的方法[4,5]可方便地研究波在多耦合周期结构中的传播特性。
针对周期压电结构中的波动传播问题，Baz采用传递矩阵特征值法对周期压电质量-弹簧系统的振动主动控制进行了研究，指出可以通过改变结构的参数来调整通禁带的宽度和位置[2]。Li等综合传递矩阵特征值法及Lyapunov指数法对周期嵌有压电材料的杆状结构中的波传播和局部化进行了分析[6]。Li和Wang通过计算局部化因子研究了层状周期压电复合材料结构中的波动局部化问题，得到了一些有意义的结论[7]。随后他们研究了Rayleigh表面波在随机失谐压电声子晶体中的传播，为此类压电周期结构的优化设计和振动控制提供了理论参考和指导[8]。以往的研究多数都针对的是周期性地嵌有压电材料的智能结构，而Thorp等对周期性地粘贴压电片杆结构中的波动传播和局部化问题进行了研究[1]，Spadoni等探讨了周期粘贴压电片板结构的振动主动控制问题[9]。Chen等提出了一种改进的周期粘贴压电片杆结构的波传播模型，利用传递矩阵特性值法对其频带特性进行了分析[10]。但是，对表面粘贴压电片的轴-弯耦合智能周期梁结构的波传播问题尚未涉及，因此有待于深入研究。
本文基于Timoshenko梁理论，研究了周期性地粘贴压电片的轴-弯耦合梁的波传播特性。采用有限单元和传递矩阵相结合的方法，推导了结构的动态刚度矩阵，建立了结构相邻胞元间的传递矩阵，给出了局部化因子的表达式，分析了几何尺寸和材料特性对结构频带性质的影响，对压电周期结构的滤波特性和振动控制研究提供了理论参考。
1 压电智能Timoshenko梁的传播模型
1.1 压电梁的势能和动能

考虑一周期粘贴有压电片的智能梁，如图1所示。设压电周期结构中含有n个胞元，每个胞元中含有两个子结构，分别称为子结构1和子结构2。设压电层和基梁完好联结无滑移，且具有相同的横向位移
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。图2给出了压电梁的局部变形图，其中基梁和压电层均考虑为Timoshenko梁。
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（a）无限长压电梁
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（b）第j个胞元
图1 周期压电梁示意图
Fig. 1 Periodic piezoelectric beam: (a) infinite system and (b) detail of the jth unit cell
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图2压电双层梁的变形图
Fig. 2 Deformation of the piezoelectric two-layer beam 
子结构1中基梁位移为
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压电层位移为
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其中，
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（ii=b，p）分别代表基梁和压电层的x、y和z向位移。
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分别为基梁和压电层中性轴的轴向位移。
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以压电层的中面开始算起，下标
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分别表示基梁和压电层。
由界面处位移连续条件知
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其中，
[image: image21.wmf]b
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分别为基梁和压电层的厚度。
子结构1中基梁和压电层的应变分别为
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子结构2中基梁的应变可以表示为
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其中，
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分别为子结构2的轴向位移、转角和横向位移。
压电材料在轴向力荷载作用下的本构方程为[11]
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式中，
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分别为
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方向的应力和应变；
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分别为电位移和电场强度；
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分别为弹性刚度、介电常数和压电常数。

在零电场下（
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），可得到电位移
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由于压电片很薄，电位移
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沿厚度方向可视为一常数。利用式（3）和式（4），电位移
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的函数，即
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子结构1的势能
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和动能
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T

可以表达为
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其中，
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、
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、
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G

和
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分别为基梁和压电层的杨氏模量、横截面面积、惯性矩、密度、剪切模量和横截面抗剪形状系数。
子结构2的势能
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和动能
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可以表达为
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1.2 有限单元法形函数

将各子结构的运动表示为位移自由度和形函数的级数：
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式中，
[image: image68.wmf]i

代表子结构编号。
利用有限元法，梁的形函数
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式中


[image: image75.wmf](

)

(

)

(

)

z

z

z

j

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

1

1

3

2

2

3

1

i

i

i

l

x

l

x

l

x

x



[image: image76.wmf](

)

(

)

z

z

z

j

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

1

2

1

2

2

2

2

3

2

x

l

x

l

x

x

i

i



[image: image77.wmf](

)

(

)

z

z

j

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

1

3

2

2

3

3

l

x

l

x

l

x

x

i

i

    (19)

[image: image78.wmf](

)

(

)

z

z

z

j

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

1

2

2

1

2

2

3

4

x

l

x

l

x

x

i

i



[image: image79.wmf](

)

2

12

i

i

i

i

i

i

l

A

G

I

E

k

z

=


对于子结构1，
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1.3 解析解形函数

对于子结构1，由高阶导数的泛函变分原理，可推导其振动控制方程为
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式(20)-(22)的解可表示为
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将式(23)代入式(20)-(22)中可得到波数
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式中，
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其中，
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对于子结构2，其控制方程可由式(20)-(22)消去压电项即可，其解析形函数表达式
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1.4 传递矩阵
节点自由度向量为

[image: image110.wmf](

)

[

]

T

iR

iR

iR

iL

iL

iL

i

w

u

w

u

t

y

y

=

δ

   (26)

其中，下标L和R分别代表子结构1和子结构2的左右节点。

将式(13)-(15)代入式(9)和(10)，并利用式(3)消除
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同理，将式(13)-(15)代入式(11)和(12)可得子结构2的势能和动能
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式中，
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分别为子结构1和子结构2的刚度矩阵和质量矩阵：
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当周期结构以频率
[image: image124.wmf]w

振动时，利用上式(31)-(34)可得子结构1和子结构2的动态刚度矩阵
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根据动态刚度矩阵，第j个胞元中各个子结构的动态运动方程可表示为
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式中，
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式中，
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分别为两个子结构左、右两端的状态向量；
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两个子结构界面处满足
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式(41)可以表示为如下矩阵形式
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其中，
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[image: image152.wmf]I

为3阶单位矩阵。

利用式(39)和(42)，可得到第j个胞元左右两端状态向量间的关系式为
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式中
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为第j个胞元中的传递矩阵。

第(j-1)个胞元右端和第j个胞元左端界面处满足
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代入(44)得第(j-1)个胞元和第j个胞元状态向量间的关系式为
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由上式可见，
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即为两相邻胞元间的传递矩阵。
2 Lyapunov指数和局部化因子

Lyapunov指数用来度量相空间中相邻相轨线的平均指数发散程度或收敛程度，是衡量系统动力学特性的一个重要定量指标。研究周期结构中弹性波的传播和局部化时，引用Lyapunov指数的概念，可以给出关于弹性波幅值衰减程度的度量指标。弹性波在失谐周期结构中传播时，波动幅值将以空间指数形式衰减，而相应的空间指数衰减常数称为局部化因子[14]。
根据周期结构的对称性，Lyapunov指数总是以互为相反数的关系成对出现。若结构传递矩阵的阶数
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，则可将Lyapunov指数按从大到小的顺序排列为
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最小正的Lyapunov指数定义为局部化因子[7,8]，它代表了幅值衰减程度最弱的波，其在结构中传播的距离最远，刻画了系统中弹性波的主要衰减特性。
Wolf给出了计算连续型动力系统中Lyapunov指数的方法[15]，借鉴此方法，可以给出离散型系统中Lyapunov指数的计算方法。设系统传递矩阵的阶数为
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式中
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为周期结构的胞元数；向量
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为了计算第
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，利用式(46)可计算出每次迭代的状态向量。对于第
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式中，向量
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并不正交，采用Gram-Schmidt标准正交化过程，将其标准正交化：
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利用式(48)，可以计算出d对互为相反的Lyapunov指数，第d个Lyapunov指数
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即为局部化因子。对于本文中的谐调周期结构，相邻胞元间的传递矩阵
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保持不变，且其维数为
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，因此局部化因子为
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。利用局部化因子即可分析周期结构的频带特性，进而得到其波动传播规律。
3 压电智能梁的滤波特性
利用局部化因子考虑不同参数对周期压电梁滤波特性的影响。本文中基梁弹性材料采用铝和钢两种，压电材料采用PKI 502[11,16]，子结构的长度
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 m，所用到的几何和材料参数如表1所示：
表1 基梁和压电层的几何和材料参数表

Table 1. Geometric and material properties of the base beam and piezoelectric layer 

	
	
	弹性材料（铝）
	弹性材料（钢）
	压电材料

	宽度
	
[image: image190.wmf]b

/m
	0.0127
	0.0127
	0.0127

	厚度
	
[image: image191.wmf]H

/m
	0.00762
	0.00762
	0.000762

	密度
	
[image: image192.wmf]r

/(kg/m3)
	2700
	7800
	7600

	杨氏模量
	
[image: image193.wmf]E

/(1010 N/m2)
	7.1
	21
	6.49

	泊松比
	
[image: image194.wmf]u


	0.3
	0.3
	0.31

	剪切模量
	
[image: image195.wmf]G

/(1010 N/m2)
	2.7308
	8.0769
	2.477

	横截面抗剪形状系数
	
[image: image196.wmf]k


	5/6
	5/6
	5/6

	压电常数
	
[image: image197.wmf]31

h

/(108 V/m)
	–
	–
	-8.0123

	弹性刚度
	
[image: image198.wmf]D

C

11

/(1010 N/m2)
	–
	–
	7.4

	介电常数
	
[image: image199.wmf]S

33

b

/(107 Vm/C)
	–
	–
	7.0547


3.1 有限元解和解析解的对比分析

为了证实上述有限元分析模型的正确性，图3比较分析了有限元解和解析解的计算结果，其中弹性材料取铝。通过比较发现，对于谐调周期压电智能梁，两种方法计算结果吻合良好。因此，利用有限元方法局部化因子同样可以描述谐调周期结构的波传播行为。
[image: image200.wmf]
图3 有限元法解和解析解的对比

Fig. 3 Comparison of results with the finite element method and the analytical solution
3.2 厚度比
[image: image201.wmf]p
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对频带的影响
在弹性材料为铝、压电材料厚度不变的情况下，考虑基梁与压电层厚度比
[image: image202.wmf]m

=10、20、30和40对周期结构频带特性的影响，并将计算结果与基于Bernonlli-Euler梁理论得到的结果进行了对比。图4给出了局部化因子随频率的变化曲线。
[image: image203.wmf]
(a)
[image: image204.wmf]
(b)

图4 厚度比对周期结构滤波特性的影响
Fig. 4 Effects of different thickness ratios on the filtering characteristics
由图4可观察到，周期结构的厚度比对波传播的频率范围有较大的影响。如图4(a)中所示，当
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=10时，在频率区间
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，该区间即为频率禁带；在频率范围
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，该区间即为频率通带。在频率区间
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k rad/s内，随着厚度比的增加，禁带的位置和带宽发生了显著的变化，并且变化规律与频率密切相关：随着频率的增加，当
[image: image211.wmf]m

=20时，频带的左端部由通带迅速变为禁带；当
[image: image212.wmf]m

=30时，频带的中部由禁带迅速变为通带；当
[image: image213.wmf]m

=40时，频带的右端部由禁带迅速变为通带。这说明选择不同的厚度比，可以对通带和禁带频率进行调整。整体上，在低频范围内，禁带带宽较窄，局部化因子峰值小；而在高频范围内，禁带带宽较宽，局部化因子峰值较大，衰减较强。表明了压电周期结构能有效地控制高频波在结构中的传播。
比较图4(a)和(b)发现，随着厚度比的增加，采用Bernonlli-Euler梁理论得到的结果与采用Timoshenko梁理论得到的结果存在明显偏差，特别地，当
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=40时，采用Bernonlli-Euler梁理论得到的禁带频率
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k rad/s，而采用Timoshenko梁理论得到的禁带频率
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k rad/s，禁带带宽减小了54%，这是由于梁的厚度增加时，弯曲变形引起的转动惯量和剪切效应影响变得不同忽视，因此，在分析周期压电深梁的滤波特性时，应采用Timoshenko梁理论模型。
3.3 不同弹性材料和长度比
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对频带的影响

当弹性材料分别为铝和钢、子结构1的长度保持不变时，分别考虑子结构2和子结构1的长度比
[image: image218.wmf]g

=4、5和6对周期结构频带特性的影响，计算结果见图5。
[image: image219.wmf]
(a)
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(b)
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(c)

图5 长度比对周期压电铝、钢梁滤波特性的影响

Fig. 5 Effects of different elastic materials and length ratios on the filtering characteristics
由图5可知，不同的弹性材料对周期压电结构滤波特性影响不同，钢梁的禁带带宽略小于铝梁的禁带带宽。长度比对禁带频率有较大的影响，但禁带带宽和位置变化趋势相同。随着长度比的增大，局部化因子峰值明显增加，禁带内衰减增强，并且禁带频率范围逐渐地向低频移动，高频禁带带宽被扩大，这种禁带频率上的变化对设计滤波器有一定的意义。
3.4 压电材料的压电常数
[image: image222.wmf]31

h

对频带的影响

弹性材料为铝，当压电材料的压电常数选取不同值时，局部化因子随频率的变化曲线如图6所示。
[image: image223.wmf]
图6 压电常数对周期结构滤波特性的影响

Fig. 6 Effects of different piezoelectric constants on the filtering characteristics
由图6可见，在频率范围20k-50k rad/s内，不同压电常数的周期结构的禁带起始频率相同，随着压电常数的增加，低频禁带带宽和局部化因子依次减小，而高频情况则刚好相反。因此可以通过调谐压电材料的压电常数来改变波传播特性。
4 结论

本文对周期压电贴片Timoshenko梁的波传播特性进行了研究，并将部分结果与Bernonlli-Euler梁理论得到的结果进行了对比。通过数值算例分析得到以下结论：周期压电梁能有效地限制一定频率范围内的振动能量；相比于Bernonlli-Euler梁结果，周期压电Timoshenko深梁禁带带宽发生显著变化，转动惯量和剪切效应对波动传播特性的影响不容忽视；通过改变结构的几何尺寸和材料常数，可以调整结构的频带特性，从而实现振动控制的目的。
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Study on filtering characteristics of a periodic piezoelectric beam by the finite element method
DING Lan, ZHU Hong-ping
(School of Civil Engineering and Mechanics, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan 430074, China)

Abstract: Periodic structures exhibit special dynamical characteristics of passbands and stopbands that enable one to design filters and control the propagation of waves and vibration with particular frequencies through the structures. The finite element and transfer matrix methods are combined to develop a model of wave propagation in a beam bonded with periodical piezoelectric patches using Timoshenko beams theory considering the effect of shear deformation and rotary inertia. The effects of geometric dimensions and material parameters on the wave propagation characteristics of the periodic structure are analyzed and compared with some results from Bernonlli-Euler beam theory. Research indicates that when the thickness ratio of base beam layer and piezoelectric layer reaches 40, the width of a stop band is reduced by 54%, so it is necessary to use the model based on Timoshenko theory rather than Bernonlli-Euler theory when the thickness of base layer is large and shear and rotational inertia become more important. For different configurations of the periodic piezoelectric beam, the frequency bands are very different. The characteristics of frequency bands and wave propagation in the structure can be altered by tuning different structural parameters. The investigation provides the basic guidelines to design periodic piezoelectric structures to achieve desired filtering characteristics.
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