重频结构模态灵敏度分析的高精度截模态算法
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摘要：基于全模态展开定理，提出了计算重频阻尼结构模态灵敏度的全模态算法和高精度截模态算法。首先通过引入松驰因子的移频法克服了重频现象对模态灵敏度分析的影响，给出了重频模态灵敏度的全模态算法，并从理论上分析了这种算法的误差来源及控制方法；其次通过分析各阶模态在模态灵敏度的全模态线性展开式中的贡献作为截断准则来实施截断，从而提出了重频结构模态灵敏度分析的高精度截模态算法，并给出了其误差分析方法。提出的高精度截模态算法仅需少量模态，即可获得对称及非对称系统任一重频模态的灵敏度信息，无论是理论分析还是数值计算的结果均表明了该算法的正确性及高效性。
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引言
当设计参数发生扰动时，研究系统的其它参数随之产生的扰动量的方法一般可分为摄动法和灵敏度分析法。摄动法的研究已发展得很完善[1～3]，而灵敏度因为不受设计参数扰动量的影响，更能直观地反应结构对设计参数的敏感性，并且具有很好的数学及物理意义，因此成为近年来结构动力修改及分析的主要研究方向之一。模态灵敏度分析的算法可分成直接法[4，5]和模态法[6～9]两大类型。直接法是对特征方程求导后，通过支配方程的系数矩阵的非奇异化处理算法，来直接求解灵敏度的一类方法。而模态法是指对支配方程中的灵敏度作全模态线性展开，用各种模态的正交及规范化条件求得线性展开式系数的一类方法。
模态灵敏度的全模态展开法自提出以来，得到很大发展和完善，目前它针对单频系统的算法形式已基本稳定。而对重频完备系统的全模态算法研究，还处于发展阶段，文献[10，11]中讨论了无阻尼重频系统的特征向量导数算法。针对有阻尼重频系统，Lee[12，13]等人关于对称阻尼系统的重频所对应的特征导数提出自己的看法，文献[14]也给出了对称阻尼系统一阶乃至高阶特征导数的数值算法，但这些文献忽视了对重频模态之间正交性的分析，仍认为它们具有与单频模态相同的解耦性能，故其结论的正确性有待商榷，可见模态解耦功能的退化是阻尼重频系统的振动分析需要面对的难点之一。近年来，文献[15]等对于非对称阻尼重频系统特征对一、二阶导数的计算进行了讨论，并给出了重频阻尼系统灵敏度分析的全模态算法。事实上，重频系统的模态灵敏度既可反映模态变化的趋势，又能体现与其临界的密频系统的变化性态，若将重频系统的模态灵敏度分析结果应用至与其临界的密频系统，则为密频系统的振动控制提供良好的理论基础[16]。但对于工程结构来说，由于很难获得其全部模态，这给全模态算法在实际工程问题中的应用带来了巨大的阻力，这使得截模态、修正模态及移位模态技术在全模态算法的基础上得到不断地开发和使用，但其算法的精确度及复杂度问题显得尤为突出。在实际计算中，首先期望所使用的模态数量尽可能地少，其次是要避免不必要的误差干扰，此外还要考虑算法要易于被一般工程技术人员理解和编程实现。因而寻找高精度的截模态算法是模态灵敏度分析的重要课题之一。

本文以全模态展开原理为依据，提出了针对重频阻尼系统的模态灵敏度分析的一种新的全模态数值算法和与其对应的高精度截模态算法，并给出误差分析，从而可对被分析模态附近以外的低阶和高阶模态同时实施截断。算法具有结构简单、形式统一及稳定高效的特点，适宜应用于大型工程结构的动特性分析过程。
1 模态灵敏度分析的基本理论
对于
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其特征方程
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，各频率所对应的特征向量
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也呈复共轭对出现，称其为系统模态向量，并满足
[image: image8.wmf]0

)

(

=

i

i

s

u

F


[image: image9.wmf](

)

N

i

2

,

,

1

L

=

。
假设系统(1)可以被一系列
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所描述，则系统的质量、阻尼和刚度矩阵
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称为模态
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的灵敏度。
对系统(1)引入状态空间形式

[image: image19.wmf]0

By

y

A

=

+

)

(

)

(

t

t

&

         (2)
其中
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,状态矩阵为           
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则系统(1)的振动特征问题转化为广义特征问题： 
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其中
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称为状态向量，记
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为状态向量矩阵，对单频系统来说，
[image: image27.wmf]Φ

可以满足规范正交关系：
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和
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定义状态向量
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，根据模态展开法，将其在状态空间中展开为
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其中
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是式(8)中的展开式系数，由式(5)可得模态灵敏度为
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2 重频系统模态灵敏度分析的全模态算法
对于单频阻尼系统，为获得灵敏度系数
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，对特征方程(4)求导得支配方程为
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其中
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类似。再利用单频模态之间的正交性式(6)和(7)解耦灵敏度支配方程，得到灵敏度系数控制方程，在控制方程中只有一个灵敏度系数无法确定，对此Sondipon提出的方法[9]是用规范化条件作为增加的条件方程，从而获得全部灵敏度系数，具体结论如下
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但对重频阻尼系统来说，虽然相异频率所对应模态之间仍然是正交的，但重频模态之间却不一定存在正交关系，因此只能部分实现灵敏度支配方程的解耦，致使与
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为讨论方便，假定系统只存在一个
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对于完备系统，
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个状态向量是线性无关的，但并不一定存在正交关系，而利用施密特正交规范化技术仍可获得满足式(6)和(7)的状态向量系，记为
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当所求灵敏度的模态位于重频区，即在计算
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时，将状态向量的灵敏度用新规范正交化后的状态向量系
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与单频的情况类似可得
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此时控制方程(15)的系数矩阵的对角元中出现了
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来代替
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如果引入松驰因子
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化为
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以此类推，可得全部重频模态所对应的灵敏度系数为
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再根据灵敏度系数控制方程(15)，求解其余伴重模态的灵敏度系数为
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则重频模态
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从而得到重频系统模态灵敏度分析的全模态计算公式。
3重频系统模态灵敏度分析的截模态算法
在计算
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这种根据各阶模态在模态灵敏度的全模态线性展开式中的贡献作为截断准则来实施截断，所形成的新算法称为重频结构模态灵敏度分析的高精度截模态算法。
4 误差分析
由上文论述可知对单频阻尼系统，当求任一模态灵敏度
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[image: image130.wmf]m

重频率相联系的模态所对应的
[image: image131.wmf]m

个灵敏度系数均无法由灵敏度系数的控制方程解得，同时用模态向量直接构造出来的状态向量也不能全部满足正交关系式(6)，虽然那些隶属于不同频率的状态向量之间仍然是正交的，但对应某一重频的状态向量之间并不一定正交，要进行施密特正交化才能做到，故难以取得重频模态所对应的灵敏度系数的精确解。而根据本文提出的全模态算法却可以解决这一问题，不仅如此，显然式(17)中误差仅决定于所选取的松驰因子的大小，适当控制松驰因子的幅度，即可控制误差并提高精度。在下文的数值算例1中可见，在使用公式(20)和(21)计算灵敏度时，相应的松弛因子
[image: image132.wmf]ω

的选取若依赖于差分步长，则当差分步长趋于零时，在理论上本文提出的全模态算法与差分算法所得出的重频模态灵敏度将同步趋于精确值，因此松弛因子
[image: image133.wmf]ω

的变化不会对计算量产生很大的影响。
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5 数值算例
作为算例1，首先考虑一个具有非比例阻尼的3自度阻尼振动系统，其质量、阻尼和刚度矩阵分别为
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系统的初始状态为
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对设计参数
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表1  三种算法计算重频模态
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由表1可知，本文算法计算的全模态
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的计算结果一致，并与差分算法
[image: image170.wmf])

(

,

5

5

d

k

u

的计算结果基本一致。这说明本文提出的全模态算法的正确性与有效性；截模态算法具有高精度；且
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的变化不会对计算量产生很大的影响。
作为算例2，考虑一个5自由度的质量弹性阻尼系统,设只在垂直方向上产生振动，如图1所示。

[image: image172.png]



图1  5-自由度非比例阻尼系统
Fig.1 5-DOF non-proportionally damped system
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此时系统的频率为
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表2  三种算法计算重频模态
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表3 三种算法计算重频模态灵敏度
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Tab.3 Error ratios of components of sensitivity 
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among the three kinds of algorithms 
	序号
	差分算法与全模态算法各分量的误差比
	截模态算法与全模态算法各分量的误差比
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	1
	0.2917
	0.2917
	0.2224
	0.2224

	2
	0.2922
	0.2922
	0.1858
	0.1858

	3
	0.2952
	0.2952
	0.1234
	0.1234

	4
	0.9979
	0.9978
	0.0000
	0.0000

	5
	0.9010
	0.9726
	0.0144
	0.0014


本文算法的误差比参照：作者用文献[9]中给出的单频模态灵敏度分析的全模态精确算法与其差分算法计算单频模态
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时其最大误差比为281%。显然由表3中的误差比
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可知，本文提出的计算重频模态灵敏度的全模态算法的精度较好。再由表3中的误差比
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可知，本文提出的计算重频模态灵敏度的截模态算法为高精度算法。
虽然同为近似解，但理论上认为全模态算法比差分算法更为精确，这是因为差分灵敏度需要重复计算系统的频率及模态，不仅计算量巨大，有时差分灵敏度对设计参数扰动量的取值步长的变化非常敏感，因而在数值上存在着很大的不稳定性。从表1和表2中的数据分析可知，本文提出的截模态算法与全模态算法相比误差非常小，这说明重频模态在模态灵敏度分析中的贡献较大，据此作为截断准则所形成的截模态算法具有高精度；由表2和表3可知本文的截模态算法与
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取值关系不大，算法相对稳定。
6 结论
本文针对重频阻尼系统提出了模态灵敏度分析的全模态算法及高精度截模态算法，通过对算法的理论分析及数值实验，得到如下结论：
(1) 全模态算法克服了重频这一关键因素对模态灵敏度分析的影响，且易于实现其误差分析。
(2)在使用截模态算法进行模态灵敏度分析时，若被分析模态位于单频区时，只需使用被分析模态本身，即可取得它的灵敏度分析的足够精度，而对其余模态均可实施截断。若被分析模态位于重频区时，只需使用重频模态组进行线性组合即可近似表达该重频模态的灵敏度值。但为了保证精度及取得一定的收敛速度，可在该模态附近多取几阶模态，从而达到高精度。
(3)截模态算法可以在使用少量模态的情况下，得到高精度的结构模态灵敏度分析结果，这将大大减少了计算量，适用于大型工程结构的动特性分析。
参考文献：
［１］Leung A Y T. Perturbed general eigenso- -lutions［J］. Communications in Applied Numerical Methods, 1990, 6:401-409.
［2］ Chen S H, Xu T. Perturbed sensitivity of generalized modes of defective system［J］. Computers and Structures, 1994, 52 (3):178-185.
［3］ Chen S H,Yang X W, Lian H D. comparison of several eigenvalue reanalysis methods for modified structures［J］. Structural and Multidisciplinary Optimazition, 2000,20(4):253-259.
［4］ 张德文，张令弥. 系统移频动柔度式与特征向量导数［J］.计算力学学报, 2000, 17(2):134-140.
Zhang Dewen，Zhang Lingmi. Computation of eigenvector derivatives using a shift-system dynamic flexibility［J］.Chinese Journal of Computational Mechanics, 2000, 17(2):134-140.
［5］ 张德文. 重根特征向量导数的统一迭代法［J］. 强度与环境, 2005, 32(2):19-28.
Zhang Dewen. Unified iterative method for eigenvector derivative computation ［J］. Structure ＆Environment Engineering , 2005, 32(2):19-28.

［6］ 张令弥,何柏庆,袁向荣. 结构特征向量导数计算的移位迭代模态法［J］. 振动工程学报, 1995,8(3):4-9.
Zhang Lingmi, He Baiqing,Yuan Xiangrong. Shifted-interative modal method of structural eigenvector derivative computation［J］. Journal of Vibration Engineering, 1995,8(3):4-9. 

［7］宋海平,周传荣.计算特征向量灵敏度的Neumann级数展开法［J］. 振动工程学报,2000,13(1):89-93.
Song Haiping, Zhou Chuanrong. Neumann series expansion for calculating eigenvector sensitivity［J］. Journal of Vibration Engineering, 2000,13(1):89-93.

［8］解惠青, 戴华. 非亏损动力学系统特征对导数的计算［J］. 振动工程学报, 2004,17(3): 369-373.
Xie Huiqing, Dai Hua. Calculation of the eigenpair derivatives in nondefective dynamic system［J］. Journal of Vibration Engineering, 2004,17(3): 369-373.
［9］ Sondipon A, Friswell M I. Eigenderivative analysis of asymmetric non-conserva- -tive systems［J］. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 2001,51:709-733.
［10］Ojalvo I U. Efficient computation of modal sensitivities for systems with repeated frequencies［J］. AIAA Journal, 1988,26(3):361-366.
［11］Dailey R L. Eigenvector Derivatives with Repeated Eigenvalues［J］. AIAA Journal, 1989, 27(4):486-491.

［12］Lee I W, Jung G H. An efficient algebraic method for computation of natural frequency and mode shape sensitivities: Part II, Multiple natural frequencies［J］. Computers and Structures,1997, 62(3):437-443.
［13］Lee I W, Jung G H. Numerical method for sensitivity analysis of eigensystems with nonrepeated and repeated eigenvalues［J］. Journal of Sound and Vibration,1996,195:17-32.
［14］Kang M C, Sang W C, Man G K, et al. Higher order eigensensitivity analysis of damped systems with repeated eigen- -values［J］. Computers and Structures, 2004, 82:63-69.
［15］解惠青, 戴华. 阻尼系统重特征对导数的计算［J］.应用数学和力学, 2007,28(6): 749-756.
Xie Huiqing, Dai Hua. Derivatives of repeated eigenvalues and the corresponding eigenvectors of damped systems［J］. Applied Mathematics and Mechanics, 2007,28(6): 749-756.
［16］张淼,于澜 ,鞠伟.基于松驰技术的重频密频结构模态灵敏度分析［J］.合肥工业大学学报（自然科学版）,2012,35(12):1605-1609.
Zhang Miao, Yu Lan, Ju Wei. Mode sensitivity analysis for multiple frequencies and closely spaced modes structure based on relaxation technique［J］. Journal of Hefei University of Technology (Natural Science), 2012,35 (12):1605-1609.
A high accuracy truncated modal algorithm of sensitivity analysis for multiple-frequency structure
                    ZHANG Miao1 , YU Lan1 ,JU  Wei 2

(1.School of Science, Changchun Institute of Technology , Changchun 130012 ,China;2. R&D Center, China FAW Group Corporation, Changchun 130011, China)
Abstract: Based on Full-mode Linear Expansion Theory, the article puts forward two new algorithms which are called the full-mode algorithm and the high accuracy truncated modal algorithm for computing modal sensitivity of multiple-frequency damping structure. Firstly, through introducing the relaxation factors, the new full-mode algorithm proposed eliminates the influence of multiple frequency on modal sensitivity analysis. The article also theoretically analyzes the source of error and the controlling method of the full-mode algorithm. Secondly, the high accuracy truncated modal algorithm and its error analysis are proposed through analyzing the contributions of all modes, which are regarded as the truncation criterion, in the full-mode linear expansion subject to the sensitivity analysis of multiple-frequency mode. According to the high accuracy truncated modal algorithm, the fewer modes can obtain the certain information of multiple-frequency modal sensitivity in symmetrical or asymmetrical system, the facts show that not only the theoretical analysis but also numerical calculations indicate the correctness and efficiency of this algorithm.
Key words: multiple-frequency structure; full-mode algorithm; sensitivity analysis; relaxation factor; truncated modal algorithm
作者简介:张淼(1972—),男,副教授。电话:(0431)85711657;E-mail:zm7209@163.com
收稿日期:                        修订日期:      (日期待编辑部填写) 

基金项目:吉林省自然科学基金项目:基于松弛技术的密频结构模态灵敏度分析方法与实验研究(201215115)

_1436592989.unknown

_1436602790.unknown

_1436672229.unknown

_1436685689.unknown

_1436760194.unknown

_1446548607.unknown

_1451460452.unknown

_1451471929.unknown

_1446548811.unknown

_1451460297.unknown

_1446548726.unknown

_1446537777.unknown

_1446538016.unknown

_1446538066.unknown

_1446537778.unknown

_1436760314.unknown

_1446537776.unknown

_1436685710.unknown

_1436685789.unknown

_1436685993.unknown

_1436685729.unknown

_1436685698.unknown

_1436672740.unknown

_1436673417.unknown

_1436673712.unknown

_1436673802.unknown

_1436673939.unknown

_1436673753.unknown

_1436673647.unknown

_1436673025.unknown

_1436673033.unknown

_1436673002.unknown

_1436672433.unknown

_1436672469.unknown

_1436672269.unknown

_1436671356.unknown

_1436671847.unknown

_1436672105.unknown

_1436672152.unknown

_1436671862.unknown

_1436671923.unknown

_1436671477.unknown

_1436671627.unknown

_1436671447.unknown

_1436603116.unknown

_1436609799.unknown

_1436609941.unknown

_1436610094.unknown

_1436610241.unknown

_1436610340.unknown

_1436610155.unknown

_1436610082.unknown

_1436609916.unknown

_1436603335.unknown

_1436609754.unknown

_1436603170.unknown

_1436603184.unknown

_1436603300.unknown

_1436603177.unknown

_1436603127.unknown

_1436603167.unknown

_1436602840.unknown

_1436602919.unknown

_1436602810.unknown

_1436594892.unknown

_1436595274.unknown

_1436595391.unknown

_1436595495.unknown

_1436595656.unknown

_1436595689.unknown

_1436595696.unknown

_1436595662.unknown

_1436595542.unknown

_1436595583.unknown

_1436595533.unknown

_1436595446.unknown

_1436595459.unknown

_1436595414.unknown

_1436595327.unknown

_1436595344.unknown

_1436595371.unknown

_1436595335.unknown

_1436595308.unknown

_1436595316.unknown

_1436595286.unknown

_1436595120.unknown

_1436595159.unknown

_1436595186.unknown

_1436595244.unknown

_1436595247.unknown

_1436595191.unknown

_1436595174.unknown

_1436595137.unknown

_1436595152.unknown

_1436595127.unknown

_1436595036.unknown

_1436595094.unknown

_1436595102.unknown

_1436595084.unknown

_1436594914.unknown

_1436594925.unknown

_1436594900.unknown

_1436593690.unknown

_1436593901.unknown

_1436594309.unknown

_1436594524.unknown

_1436594852.unknown

_1436594330.unknown

_1436594209.unknown

_1436594249.unknown

_1436594093.unknown

_1436593791.unknown

_1436593879.unknown

_1436593891.unknown

_1436593822.unknown

_1436593724.unknown

_1436593741.unknown

_1436593711.unknown

_1436593294.unknown

_1436593496.unknown

_1436593518.unknown

_1436593607.unknown

_1436593502.unknown

_1436593331.unknown

_1436593374.unknown

_1436593409.unknown

_1436593324.unknown

_1436593163.unknown

_1436593211.unknown

_1436593245.unknown

_1436593184.unknown

_1436593025.unknown

_1436593048.unknown

_1436593018.unknown

_1418656383.unknown

_1436590495.unknown

_1436590746.unknown

_1436592885.unknown

_1436592942.unknown

_1436592847.unknown

_1436590652.unknown

_1436590668.unknown

_1436590503.unknown

_1430651035.unknown

_1436587787.unknown

_1436590446.unknown

_1436590481.unknown

_1436588032.unknown

_1436590422.unknown

_1436587888.unknown

_1436534999.unknown

_1436585638.unknown

_1436587751.unknown

_1436555209.unknown

_1436585333.unknown

_1436585330.unknown

_1436555197.unknown

_1430651041.unknown

_1436531377.unknown

_1436531477.unknown

_1436531607.unknown

_1436531420.unknown

_1436531280.unknown

_1436531339.unknown

_1430651039.unknown

_1430651010.unknown

_1430651023.unknown

_1430651026.unknown

_1430651019.unknown

_1418733755.unknown

_1430651007.unknown

_1418659519.unknown

_1418711986.unknown

_1418657114.unknown

_1405529543.unknown

_1405595200.unknown

_1410799967.unknown

_1413090929.unknown

_1418628480.unknown

_1418656371.unknown

_1413091063.unknown

_1413090926.unknown

_1409816669.unknown

_1410799966.unknown

_1409816651.unknown

_1409816663.unknown

_1409816639.unknown

_1405595004.unknown

_1405595180.unknown

_1405529642.unknown

_1405530692.unknown

_1404621926.unknown

_1405487997.unknown

_1405529358.unknown

_1405064033.unknown

_1405062392.unknown

_1370949831.unknown

_1400905558.unknown

_1400905609.unknown

_1400905743.unknown

_1400905588.unknown

_1400739228.unknown

_1363952156.unknown

_1363952202.unknown

_1273986200.unknown

_1363333324.unknown

_1266316453.unknown

_1251740312.unknown

_1251740326.unknown

_1230101808.unknown

_1251739780.unknown

_1230101787.unknown

