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摘要：提出了一种 2.5 维 C/SiC 编织复合材料弹性参数不确定性识别方法。采用刚度平均法获得复合材料等效弹

性参数理论预测值。选取对结构动态特性影响较大的三个弹性参数 E11、E22 和 G12 作为待识别参数；在确定性识

别结果基础上，采用拉丁超立方体采样构造随机试验样本，开展不确定性参数识别方法仿真研究。仿真结果表

明，不考虑试验模态参数与待识别参数不确定性之间的相关性，能够在保证识别精度的前提下避免计算二阶灵

敏度矩阵而降低计算量；针对考虑弹性参数不确定性的 2.5 维 C/SiC 复合材料，采用本文的方法能够准确识别材

料弹性参数的均值与标准差，建立反映实际结构动态特性统计意义的精确动力学模型。 
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Abstract: A study on elastic moduli identification method of 2.5 dimensional C/CSi composite with uncertainty is 

conducted in this paper. The uncertain parameters to be identified are divided into the summation of mean value 

and a deviation term based on which the iteration formulations for the uncertainty identification are derived. The 

initial equivalent elastic modulus of the composite is predicted by using of stiffness average method. E11, E22 and 

G12 are selected as the identifying parameters through relative sensitivity analysis, after deterministic identification, 

a reference model for study of uncertainty identification method is obtained. Based on this reference model, 

adopting the Latin Hypercube sampling method to construct random test samples, then the uncertain elastic 

parameters identification method is conducted based on stochastic model updating method. Numerical results show 

that higher order sensitivity matrix is not necessary to be calculated when the correlation between the uncertainties 

in the updating parameters and in the test data is ignored, which lead to a lower computational effort but promise 

results. When considering the uncertainty in elastic modulus of 2.5 dimensional C/SiC composite, the uncertain 

parameter identification method proposed can be used for accurately identifying the mean value and deviation of 

the elastic modulus, the dynamical finite element model with statistical significance can be constructed at the same 

time. 
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引言 

新型 2.5 维编织 C/SiC 复合材料克服了 2 维编

织复合材料层间性能差和 3 维编织复合材料制作工

艺复杂、成本高、生产周期长等缺点，具有较好的

综合性能和广阔的应用前景。然而，对于纤维增强

复合材料，由于纤维尺寸和纤维排列方式的随机性
[1]、基体或纤维中孔洞和微裂纹[2]、以及界面特性的

分散性等诸多因素将导致复合材料等效弹性参数往

往存在较明显的不确定性。 

2.5 维 C/SiC 复合材料等效弹性参数的研究方

法主要有理论分析、有限元计算或者静力试验[3~5]。

理论分析与有限元计算根据假设选取单胞模型，采

用刚度平均法来分析材料的等效参数，与实际情况

有一定差距；静力试验只能测得有限的面内弹性模

量，面外弹性参数或剪切模量较难测量。针对 2.5

维 C/SiC 复合材料细观模型的研究目前还不够充分，

对其等效参数的研究尚处于初步阶段[4, 5]。采用材料

的宏观力学特性，如动态特性等来识别 2.5 维 C/SiC

复合材料等效弹性参数的方法，特别是考虑不确定

性的情况尚未得到广泛关注。 

众所周知，基于试验模态数据的有限元模型修正

方法[6, 7]在建立精确动力学模型的同时还能准确识

别结构参数，近几十年内得到迅速发展。然而，传

统的确定性有限元模型修正方法，针对某次试验数

据的模型修正结果只能识别结构的确定性参数，无

法考虑参数的不确定性。由此产生了众多解决不确

定性问题概率[8]或非概率的[9]分析方法，考虑不确定

性的有限元模型修正方法在此基础上得到较大的发

展。很多方法被应用到不确定性有限元模型修正中，

包括摄动法[10, 11]，区间分析法[12, 13]，贝叶斯方法
[14~16]等。采用摄动法进行模型修正时，若待修正参

数不确定性变化范围较小，能高效的得到修正结果
[10, 11]。比较而言，采用区间分析方法，待修正参数

的区间在迭代的过程中极易发散，并且每一次迭代

都需要采用优化方法计算各参数的区间，对于实际

结构计算量太大[12]；贝叶斯的模型修正方法中需要

试验数据的概率分布函数[14~16]，这在工程中难以实

现。本文采用基于摄动法的不确定性有限元模型修

正方法作为复合材料不确定弹性参数识别方法。 

针对 2.5 编织维 C/SiC 复合材料弹性参数的不

确定性识别方法开展研究。首先，在材料细观结构

理论研究的基础上，采用刚度平均法预测复合材料

弹性参数，根据模态试验结果采用确定性的方法，

识别 2.5 维编织 C/SiC 复合材料的等效弹性参数，

作为不确定性识别方法仿真研究中不确定弹性参数

的均值。然后，采用拉丁超立方体采样构造仿真试

验模态参数样本，开展 2.5 维 C/SiC 复合材料不确

定性弹性参数识别方法研究。 

1 理论基础 

1.1 2.5 维 C/SiC 复合材料等效弹性参数 

本文研究对象为 2.5 维 C/SiC 编织复合材料，

如图 1 为 2.5 维 C/SiC 复合材料单胞模型。将理论

预测的弹性参数作为参数识别的初始值。 

 

图 1 2.5 维 C/CSi 复合材料单胞模型 

（圆圈表示纬纱，曲线表示经纱） 

Fig. 1 Unit cell model of 2.5D C/SiC composite 

(circle represents the weft yarn, and curve is the warp) 

从细观几何结构出发分析复合材料的力学性能，

单胞内纱线的几何形状应满足如下假设[4, 5]：(1) 纬

纱的截面为双凸透镜形状，且沿长度方向是均匀的，

截面形状保持不变；(2) 经纱的截面为矩形，编织

轨迹可以由圆弧和与其相切的直线连接而成；以正

弦曲线形状稳定、均匀排列，且变形率一致。将经

纱纤维束的柔度矩阵沿经纱曲线积分，求其线平均

值可得经纱的平均柔度矩阵[5]，纤维束的刚度矩阵

可由柔度矩阵求逆得出。根据单元体内各组成纱线

的空间取向，通过转轴矩阵将纱线局部坐标系下的

刚度矩阵转换到材料整体坐标系下 

 ,l

i i i i i j w C TC T  (1) 

其中，下标 j、w 分别表示经纱和纬纱，C
l为局部坐

标系下的刚度矩阵，T 为应力转换矩阵。假设复合

材料孔洞只存在于基体中，Vj、Vw、Vk 分别为经、

纬纱线和孔洞的体积分数。由纱线和基体的刚度矩

阵及各自的体积分数按照刚度平均法[6]可求得复合

材料的总体刚度矩阵 

单胞模型 



j j w w m mV V V  C C C C  (2) 

其中 Vm=1－Vj－Vw－Vk 为基体体积分数，Cj、Cw、

Cm分别为经纱、纬纱和基体在整体坐标系下的刚度

矩阵。刚度矩阵求逆可得到柔度矩阵 S，根据柔度

矩阵求得复合材料的弹性参数 
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理论预测中纤维几何形状的简化，基体孔隙率

的近似等诸多因素导致理论预测的弹性参数难以考

虑不确定性。采用基于不确定性有限元模型修正理

论的识别方法根据多次动态试验的结果，能够得到

具有准确统计意义的弹性参数。 

 

1.2 不确定性识别方法 

本文采用基于摄动法的不确定性有限元模型修

正方法作为复合材料不确定弹性参数识别方法。不

确定性的有限元模型修正方法在传统确定性的方法

基础上发展起来。确定性的有限元模型修正可归结

为优化问题 

    
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1 2
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1 2
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T m aJ

s t
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即运用优化的思想对参数进行识别，若在待识别结

构参数 p 的合理取值范围 p1≤p≤p2 内找到一个 p
A，

目标函数 J(p)试验与计算模态参数的加权残差取极

小值，则 p
A为参数的精确识别结果。ε 为模态参数

的残差，z
m 和 z

a
(p)分别为试验与计算的模态参数，

加权矩阵 W 为反映各模态参数残差相对权重的对

角阵。设定待识别参数的初值，采用灵敏度分析的

方法迭代求解优化问题(4)，第 j 个迭代步的问题描

述为 

   1 2

1

m a

j j j j  W z z S p p  (5) 

其中 1 2

j j j  S W z p 表示模态参数对结构参数的

加权灵敏度矩阵。 

为了考虑不确定性，将方程(5)中的参数均表示

为如下形式 
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即将方程(5)中的每一项都表示为一个均值和

随机变量之和，分别用 * 和 * 表示。其中 * 为一

均值为 0 的随机变量，    a a

j j j j, z z p S S p 分别

为结构参数取均值的模态参数计算值与灵敏度矩阵。

可将灵敏度矩阵的不确定项表示为 
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将(6)式代入(5)可得不确定性识别问题的迭代方程 
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采用摄动法，将(9)式中的关于 δ的零阶项和一阶项

分离，可得 
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求解(10)式，得到待识别结构参数均值的迭代

格式 

   
1
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或 
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其中  
1

1 2T T

j j j=


G S S S W 为转换矩阵。若计算模态

参数对待识别参数的加权灵敏度矩阵病态，采用求

解不适定问题的正则化方法求解方程(10)，转换矩

阵变为 

 
1

1 2T T

j j j j= 

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其中 为正则化参数，通过以 1j j p p 为横坐标，

   1 2

1

m a

j j j j   S p p W z z 为纵坐标作 L-curve

图求得的值[17]。 

若考虑试验模态参数的不确定性对灵敏度矩阵

的影响，由(11)式得到待识别结构参数不确定性项

的迭代格式 
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令 
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上式中 ( )m

j n S z 在试验模态参数的均值点

( ) ( )m mn nz z 计算得到，因此 jA 为一确定性的矩阵。

则(15)式改写为 

 1

m a m

j j j j jδ δ δ δ δ    p p G z z A z  (17) 

根据(6)式的描述，用δv表示参数v的不确定性，

由协方差的定义可得 
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v v v δv v δv
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按照 Khodaparast
[10]的假设，若不考虑试验模态参数

的不确定性与结构参数不确定性之间的相关性，则

Cov(δz
m
, δpj)=0，Cov(δz

m
, δz

a
j)=0；从Aj的表达式(16)

中可以看出，在此假定下(17)式中的 Aj 也可忽略不

计。可得到结构参数协方差矩阵的迭代格式 
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采用(19)式计算待识别参数的协方差矩阵将避免计

算模态参数对结构参数的二阶灵敏度矩阵 j j S p

而大大减少计算量。 

2 确定性弹性参数识别 

本文针对几何尺寸为 300mm×300mm×2mm 的

2.5 维 C/SiC 复合材料板开展研究。采用锤击法得到

了板的前八阶模态频率及模态振型。利用刚度平均

法，得到了如表 1 所示理论预测的复合材料弹性参

数。通过灵敏度分析选取对动态特性较敏感的参数，

采用确定性方法加以识别，作为不确定性识别方法

研究的弹性参数均值。 

表 1 理论预测的材料参数（Gpa） 

Table 1 Theory predicted parameters of the composite 

(Gpa) 

材料参数 理论预测值 

E11 93.67 

E22 100.94 

E33 79.50 

G12 30.14 

G23 28.53 

G31 27.85 

μ12 0.2 

μ23 0.25 

μ13 0.25 

 

2.1 参数分析 

计算各阶模态频率对 C/SiC 复合材料弹性参数

的相对灵敏度 

i

r j

j

p
p





f
S  (20) 

其中 Sr 为相对灵敏度矩阵，fi 为第 i 阶模态频率，

pj 为第 j 个弹性参数。由此选取对动态特性影响较

大的弹性参数。对于正交各向异性复合材料，有限

元程序中往往只能求得模态频率对刚度系数的灵敏

度。模态频率对弹性参数的灵敏度可通过求导的链

式法则得到，即模态频率对刚度系数的灵敏度列向

量与刚度系数对材料参偏导数列向量对应元素相乘，

可得模态频率对材料参数的灵敏度。采用以上方法

求得 2.5 维 C/SiC 复合材料板模态频率对各个参数

的相对灵敏度，如图 2 所示。从图中可以看出，E11、

E22和G12为对复合材料板动态特性影响最大的三个

参数。 



 

图 2 模态频率对弹性参数的相对灵敏度 

Fig. 2 Relative sensitivity of the modal frequencies 

respect to elastic modules 

 

2.2 识别结果 

选取前四阶试验模态频率采用确定性方法来识

别弹性参数 E11、E22 和 G12。如表 2 为确定性参数

识别结果。将识别结果代入有限元模型进行模态分

析，考察前 8 阶模态振型的模态置信度、1-4 阶模

态频率的复现精度，以及 5-8 阶模态频率的预示精

度，从而验证弹性参数识别结果的准确性[7]。如图

3 为试验与计算振型模态置信度，振型匹配良好。

如表 3 为识别前后计算模态频率与试验值的比较，

从表中可以看出 1~4 阶模态频率的复现误差平均值

由 2.24%减小到 0.75%，5~8 阶模态频率的预示误差

平均值由 2.45%减小到 1.71%，表明识别得到的弹

性参数更加准确。识别得到的模型可作为下一步进

行 2.5 维 C/SiC 复合材料不确定性弹性参数识别方

法研究的基准模型。 

表 2 确定性参数识别结果（Gpa） 

Table 2 Deterministic parameter identification result 

（Gpa） 

弹性参数 E11 E22 G12 

确定性识别结果 91.33 99.21 29.00 

 

图 3 试验与计算振型模态置信度 

Fig. 3 Modal assurance criterion between experimental 

and computational mode shapes 

 

表 3 识别前后计算模态频率与试验值比较 

Table 3 Comparison of the computational and experimental modal data between before and after identification 

模态阶次 1 2 3 4 5 6 7 8 

试验频率（HZ） 98.71 158.48 181.02 271.98 426.41 473.61 505.42 531.87 

计算频率

（HZ） 

识别前 100.40 164.86 183.73 276.55 442.43 483.07 501.24 548.94 

误差 1.71% 4.04% 1.51% 1.68% 3.76% 2% -0.83% 3.21% 

识别后 98.56 162.54 181.72 272.08 436.32 475.43 502.17 541.91 

误差 -0.15% 2.45% 0.38% 0.03% 2.32% 0.38% -2.25% 1.88% 

 

3 不确定性参数识别仿真研究 

3.1 仿真试验 

在基准模型基础上开展 2.5 维 C/SiC 复合材料

不确定性弹性参数识别方法仿真研究。假设复合材

料弹性参数中 E11、E22 和 G12 存在不确定性，且存

在一定误差。通过仿真构造试验样本，以此验证弹

性参数不确定性识别算法。不考虑试验模态参数与

待识别参数之间相关性，弹性参数的不确定性较小

且为高斯分布时，对计算模态参数  a

j jz p 在待识别

参数的均值点
jp 处 Taylor 展开并进行一阶截断，根

据定义得到(19)式中的协方差矩阵  Cov ,a a

j jδ δz z 、
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 Cov , a

j jδ δp z 和  Cov ,a

j jδ δz p 。如图 4 为 C/SiC 复 合材料不确定性弹性参数的识别流程。 

 

图 4 不确定性弹性参数识别流程图 

Fig. 4 Flowchart of the uncertain elastic modules identification procedure 

根据复合材料弹性参数的识别结果，假设复合

材料弹性参数中E11、E22和G12真实的统计特性为：：

μ(E11)=91.33 Gpa，μ(E22)=99.21 Gpa，μ(G12)=29.00 

Gpa；σ(E11)= 9. 133 Gpa，σ(E22)= 9.921 Gpa，σ(G12)= 

2. 9 Gpa；其中 μ和 σ分别表示均值和标准差，即假

设复合材料弹性参数标准差为均值的 10%。仿真的

试验模态参数样本通过正态分布的拉丁超立方体采

样[20]（Latin Hypercube Sampling, LHS）根据不确定

弹性参数均值和标准差构造样本，代入有限元模型

中计算得到。LHS 对输入概率分布进行分层，将累

积概率曲线分成相等的区间，在每个区间随机抽取

样本。与蒙特卡洛采样（Monte Carlo Sampling, MCS）

相比，LHS 的优势在于采样是整个空间的，而 MCS

可能由于样本数量的不足而遗漏某一采样空间。因

此 LHS 是一种更加高效的抽样方法，能够有效的提

高抽样效率和减少运行时间。根据弹性参数中 E11、

E22 和 G12 真实的统计特性，采用满足正态分布的

LHS 构造 1000 个随机样本，带入有限元模型中计

算得到仿真的试验模态参数样本，由此可得试验模

态参数的均值和协方差矩阵，作为弹性参数不确定

性识别方法研究中计算模态参数的目标值。 

在开展 2.5 维 C/SiC 复合材料弹性参数不确定

性识别方法仿真研究时，首先估计待识别参数的初

始 均 值 和 标 准 差 ： μ0(E11)=73.064 Gpa ，

μ0(E22)=79.368 Gpa，μ0(G12)=34.8 Gpa；σ0(E11)=0，

σ0(E22)=0，σ0(G12)=0；即假设材料的弹性模量 E11、

E22 均值被低估了 20%，剪切模量均值被高估了 20%；

假设三个参数的均方差初始值为零。 

 

3.2 识别结果 

不考虑试验模态参数与待识别参数之间的相关

性，针对 2.5 维 C/SiC 复合材料不确定性弹性参数

的识别开展仿真研究。试验的模态参数通过仿真得

到，试验数据不受其他因素影响，取加权矩阵W = I ；

由于迭代过程中识别问题的方程组并未出现病态，

正则化参数 0  。 

如图 5 与图 6 为弹性参数均值与标准差误差迭

代收敛曲线，图 7 为计算模态参数均值误差迭代收

刚度平均法获得弹性参数均值

的初始值，估计参数的标准差 

计算模态数据的均值与协方差 

多次试验模态数据的

均值与协方差 

模态匹配 

在待识别参数均值点

处计算灵敏度矩阵 

根据(13)式和(19)式求解得第 j

步弹性参数均值和协方差 

参数收敛 
否 

弹性参数第 j 步均值和协

方差作为第 j+1 步初值 

是 

弹性参数的精确统计特性 



敛曲线。从图中可以看出，弹性参数的均值和方差、

计算模态参数的均值在识别程序迭代到第七个迭代

步时收敛，收敛后误差均较小。为了更加直观的比

较识别后计算频率与试验频率，根据识别后复合材

料参数的均值和标准差构造 1000 个弹性参数的样

本，带入有限元模型中计算识别后的模态参数，将

试验和计算结果分别按照对应频率的均值进行归一

化，作如图 8 所示的识别后试验频率与计算频率散

点图，从图中可以看出识别后结果与计算结果吻合

良好。表 4 为不确定性弹性参数识别前后各参数误

差比较，识别后弹性参数均值的误差绝对值由 20%

下降到 1%以下，标准差误差不超过 5%；模态参数

均值与方差的精度也有较明显的提高，识别后的计

算模态参数与试验结果相比，前四阶模态频率均值

误差绝对值不超过 1%，均方差不超过 4%。表明当

2.5 维 C/SiC 复合材料弹性参数存在不确定性时，采

用本文的方法能够准确识别弹性参数的统计特征，

建立具有统计意义的精确动力学模型。 

 
图 5 弹性参数均值收敛曲线 

Fig. 5 Convergence of the mean value of elastic 

parameters 

 
图 6 弹性参数标准差收敛曲线 

Fig. 6 Convergence of the standard deviation of elastic 

parameters 

 
图 7 计算模态参数均值误差迭代收敛曲线 

Fig. 7 Convergence of the error of computational modal 

data 

 

表 4 不确定性弹性参数识别前后各参数误差比较 

Table 4 Comparison between the initial and the identified parameters 

弹性参数 初始误差(%) 识别后误差(%) 模态频率 初始误差(%) 识别后误差(%) 

μ(E11) -20 -0.79 μ(Mode 1) 7.05 0.27 

μ(E22)  -20 -0.17 μ(Mode 2) -12.91 0.66 

μ(G12) 20 -0.003 μ(Mode 3) -10.76 -0.28 

   μ(Mode 4) -0.67 0.06 

σ(E11) -100 -0.53 σ(Mode 1) -100 -1.81 

σ(E22) -100 -4.97 σ(Mode 2) -100 0.94 

σ(G12) -100 1.58 σ(Mode 3) -100 3.10 

   σ(Mode 4) -100 -0.83 
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图 8 识别后计算频率与试验频率散点图（1000 samples） 

Fig. 8 Scatter of the predicted and measured frequencies after identification 

 

4 结论 

在开展 2.5 维 C/SiC 编织复合材料弹性参数等

效理论研究基础上，结合基于摄动法的不确定性有

限元模型修正，提出了一种复合材料参数不确定性

识别方法。 

选取对结构动态特性影响较大的三个弹性参数

E11、E22和 G12 作为待识别参数，在确定性参数识别

的基础上开展不确定性弹性参数识别方法仿真研究。

识别后，不确定性弹性参数均值的误差由 20%下降

到 1%以下，标准差误差最大不超过 5%；模态参数

均值与方差的精度也有较明显的提高；计算模态参

数与试验结果相比，前四阶模态频率均值误差绝对

值不超过 1%，均方差不超过 4%。结果表明，不考

虑试验模态参数与待识别参数之间的相关性，能在

保证识别精度的前提下避免计算二阶灵敏度矩阵而

降低计算量；当考虑 2.5 维 C/SiC 复合材料弹性参

数不确定性时，本文的方法能够准确识别材料弹性

参数的均值与标准差，并建立具有统计意义的精确

动力学模型。 
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