粘性流场中圆柱壳结构的频散特性分析
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摘  要：以往的文献在分析流场中圆柱壳的声振特性时，往往将流场简化为理想状态，忽略了粘性的影响。本文以浸没在粘性流场中的无限长弹性薄圆柱壳为研究对象，研究了流体粘性对频散特性的影响规律。首先，分别用Flügge薄壳理论和势函数方法分析壳体结构振动和外部流体声场。然后，通过壳壁外表面的运动协调条件，建立此耦合系统的声振耦合方程，进而采用Winding-Number围线积分法搜索求根，重点求取和分析了粘性流场中无限长弹性薄圆柱壳的频散曲线，并与理想流体中的特性作了对比，得出了一些有价值的结论，有助于理解粘性的影响及程度。
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引言

对于浸没在流场中的无限长弹性薄圆柱壳，其频散特性一直是研究的热点，很多学者都已就此问题提出了自己的见解。Junger[1,2]最早对浸没声场中的圆柱壳进行研究，得出了附连水的存在大大降低了壳体的固有频率，并且主要影响低频振动的结论。Scott[3]对水下无限长弹性圆柱壳自由波传播的频散特性方程作了深入研究。他基于Love壳体理论和能量原理建立了耦合系统的频散方程，并用真空中相同的无限长圆柱壳的频散方程的解在复平面上通过迭代求得了水下圆柱壳的频散曲线，结束了前人用频散方程实部的根代替频散方程的根的历史，具有很高的理论价值。Guo[4]推导出水下圆柱壳频散方程的近似解，绘制了扭转波、压缩波以及弯曲波对应的频散曲线。左迎涛[5]等人求取和分析了水下无限长弹性薄圆柱壳的频散特性曲线，并与真空和空气中相同参数结构的特性作了对比。刘志忠[6]在前人工作的基础上，计入静水压力的影响，并研究了静水压力对耦合系统频散特性的影响。
在以往对流场-圆柱壳耦合系统的研究中，采用的流场大多为理想流场，针对声振问题建立的数学模型较简单。然而在实际情况中，流体必然存在粘性，仅在量级上不同。流体的粘性作用使流体中产生切向应力，并影响结构的振动特性和动力强度，进而对结构的振动能量流和声辐射特性产生影响。相对于理想流场中只存在纵波，粘性流场中既有纵波又有横波，加入粘性的影响势必会使流场与壳体结构的耦合变得更加复杂。忽略流体粘性固然可以使问题大大简化，但是考虑流体的粘性无疑会使建立的理论模型与实际情况更加接近，能更好地模拟真实情况。因此，研究中考虑流体粘性的影响是非常有价值的，为实际中的粘性流场-圆柱壳耦合系统的声振特性的研究提供了更充分的理论依据。本文的工作旨在定量分析流体粘性对结构波和流体声波的影响程度，这些目前尚无文献报道。
现今针对粘性流场-圆柱壳耦合系统的特性研究的相关文献较少。Yeh和Chen[7]分析研究了双层同心圆柱壳-粘性流体耦合系统的动态性能。Vollmann等[8]采用Navier线弹性理论结合波传播方法来描述耦合系统，导出了黏弹性介质的充液双层圆柱壳的频率与轴对称波型复波数之间的关系。Hasheminejad等[9]把Havriliak-Negami模型应用于粘弹性材料动态的描述，并与Donnell理论结合起来研究浸没在粘性和充有粘性液体无限长圆柱壳的自由振动和阻尼特性。Hasheminejad和Safari[10]对浸没在粘性流体中有粘弹性覆盖层球壳和圆柱壳的声散射进行了研究。Sorokin[11]研究了加载了静态粘性可压缩流体的弹性板的自由波传播和衰减，分析表明液体粘性对自由波存在不同程度的影响。Hu[12]对一个充满粘性液体、径向极化、浸没在粘性液体中的压电球壳进行了轴对称振动的研究，说明了在球壳中的液体对于浸没在液体中的球壳的振动有主导作用。这些文献的研究一方面表明流体粘性对声振特性存在影响，另一方面其研究方法有较好的借鉴作用。但是，部分前期文献更多是从流固耦合的角度分析粘性流场-圆柱壳耦合系统的振动，将流场介质认为是不可压缩的。当从声固耦合的角度分析耦合系统的声振特性时，由于声波的存在，流场中的介质是可压缩的，不可压缩粘性流体理论不再适用，需要寻找新的理论方法来描述声固耦合问题。论文首次开展粘性流场中圆柱壳结构的频散特性研究，建立了圆柱壳-粘性声场的声振耦合模型。
本文考虑薄圆柱壳壳体与由有粘、可压缩流体组成的流场之间的相互作用，把线性化的连续性方程、线性处理后的Navier-Stokes方程和小振幅波动

下的状态方程结合起来得到了粘性流场中的声波波动方程，运用对矢量场的Helmholtz分解定理将波动方程中粘性流体的速度场分解为标量势和矢量势，根据波动方程解的假设形式得到粘性流场在柱坐标系下的速度和应力的表达式，进而根据声场与圆柱壳外表面的运动协调条件，从理论上首次建立了粘性流场-圆柱壳耦合系统的声振模型，提出了相应的数值计算方法，初步揭示了流体粘性对结构波和流体声波的影响，为进一步研究耦合系统振动能量流、声辐射特性以及水下精确NAH（近场声全息）成像打下基础。
1. 理论模型
考虑壳厚为h、中面半径为R的无限长弹性薄圆柱壳浸没于粘性流体声介质中，以x、θ和r分别表示壳体的轴向、周向和径向，U、V和W表示壳体中面的轴向位移、周向位移和径向位移，n为周向模态阶数，如图1所示。
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图 1 圆柱壳坐标系和周向模态
Fig.1 Coordinate system and circumferential modes
1.1. 壳体振动方程

假设圆柱壳为各向同性的弹性薄壳，其厚度h远小于其中面半径R。圆柱壳动力模型可用Flügge方程表达[6,13]：
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其中，
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ρs为壳体材料密度，ν为泊松比，E为弹性模量，Px、Pθ和Pr分别为粘性流体对薄壁圆柱壳在x、θ和r方向施加的等效载荷，
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为无量纲频率，
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为无量纲轴向波数。
1.2. 粘性流场动力方程

假设流场是由有粘、无旋、可压缩的正压流体组成的均匀、静止流场，其连续性方程、线性化Navier-Stokes运动方程和线性状态方程分别为[14]：
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其中，ρf为流体密度，uf为流场的速度分布，p表示声压，μ为剪切粘性系数，μb为膨胀粘性系数，cf为声传播速度。
根据Helmholtz定理，任何矢量场都能够表示成无旋和有旋分量的和：
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其中，φ为速度势的无旋分量，为标量，代表纵波（膨胀波）；ψ为有旋分量，为矢量，代表横波（剪切波）。
假设流体中的传播波是简谐波，则方程的解具有以下形式[10]：
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(6)

联立方程（2）、（3）、（4）、（5）和（6），可以推导出标量势函数φ和矢量势函数ψ应分别满足以下方程：
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其中，
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为压缩波数，
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在柱坐标下，方程（7）具有以下形式的解[15,16]：
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(8)
其中，Hn(2)为柱坐标下的第二类汉克尔（hankel）函数，Ans、Bns和Cns为待定系数，
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根据柱坐标下的基本场方程，可以得到用势函数表达的流场三个方向速度的大小[17]：
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(9)
同样也可以得到流场三个方向应力的大小[17,18]：
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(10)
将式（8）分别代入上面两式并略去简谐项，所得结果见附录。
1.3. 耦合系统的运动方程

通过波传播法推导所得的三向应力大小即为壳体方程中的粘性流体对薄壁圆柱壳在x、θ和r方向施加的等效载荷：
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(11)
这里要指出的是Px、Pθ和Pr的量纲取面载荷的量纲，而不是力的量纲。

根据壳壁外表面的运动协调条件，流场与圆柱壳在结合面三个方向的速度是连续的，即：
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(12)
联立方程（1）、（11）和（12），即可得到耦合系统的运动方程：
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其中，
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方程（13）有非零解的条件是系数矩阵的行列式为零，即为描述轴向波数kns与无量纲频率Ω关系的特征方程：
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(14)
从上式可知，根据给定的频率，可求得一系列的轴向波数，即可得到系统各支波的频散特性。
2. 数值计算

耦合系统的特征方程是一个复平面上的高阶超越方程，必须采用数值方法来求解。本文采用的是Winding-Number围线积分法来求解其复根[19,20]。这些方程的解可按λ的值分为三类[3]：当λ为实数时，它表示沿圆柱壳轴向的传播波；当λ为纯虚数时，它表示近场衰减波；当λ为复数时，有两种情形：一种为Re(λ)±Im(λ)的形式，表示随传播距离呈指数衰减的耗散波；另一种为±Re(λ)+Im(λ)的形式，它必须成对出现，表示一对沿相反方向传播，而沿其中一个方向衰减的共扼衰减驻波。
取计算参数与文献[6]相同：壳体参数材料为钢，弹性模量E=2.1×1011N/m2，泊松比ν=0.3，密度ρs=7850kg/m3，厚径比为h/R=0.02。流体自由波传播速度cf=1500m/s，流体密度ρf=1000kg/m3。给定不同的无量纲频率Ω和周向波数n，求解频散方程即可得到相应的无量纲轴向波数λ。
2.1. 对比与验证
理想流体是对实际问题的一种简化，忽略了流体的粘性，即其膨胀粘性系数μ和剪切粘性系数μb均为零，因而其中只存在纵波，也就是上述推导中与横波相关的势函数ψ为零。于是圆柱壳浸没在理想流体中时，其结合面的连续条件发生了变化，仅存在径向的速度连续。而将势函数ψ为零代入方程（9）会发现，在周向和轴向速度的表达式中仍然存在关于与纵波相关的势函数φ的项，与上述不符。描述粘性流场和理想流场的波动方程不仅仅是粘性系数上的差别，两种方法的思路和建立途径都是不一样的，直接将μ=μb=0代入频散方程中计算无法退化得到理想流体中的结果。当粘性流场中流体的膨胀粘性系数μ和剪切粘性系数μb取趋近于零的极小值而且结果收敛时，粘性所产生的影响变得极其微弱，流体可视为理想的。将μ=μb=10-10kg/m·s、μ=μb=10-12kg/m·s和μ=μb=10-15kg/m·s分别代入特征方程中并比较后可发现，当μ=μb=10-15kg/m·s时，计算结果趋于收敛。因此，选取周向模态数n=0，μ=μb=10-15kg/m·s时的计算结果与文献[6]中理想流体的相关计算结果进行比对，如图2所示。
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图 2 计算结果与文献值的比较
Fig.2 Comparison between the calculation results and the literature values (n=0)
图中横轴表示无量纲频率Ω，纵轴表示无量纲轴向波数λ，在横轴上方绘制λ实部的绝对值，横轴下方绘制其虚部绝对值的负值。由图可知，本文的计算结果与文献吻合较好，说明了本文方法的正确性和计算程序的可靠性。
2.2. 耦合系统的频散曲线
为了分别研究剪切粘性系数μ和膨胀粘性系数μb对耦合系统频散特性的影响，取表1所示的三组数据进行对比研究，并分别标记为参数1、参数2和参数3[21]。需要说明的是，这里所选的参数1和参数3分别对应水和甘油的粘性系数。但是，水和甘油相比，在密度、声速等上都有较大的差距。如果单纯地拿出水和甘油作为介质进行对比分析，就引入了密度、声速等的变化带来的对频散特性的影响，不利于结论的得出。因此，为了能够更明确地说明流体粘性对耦合系统频散特性的影响，这里只选取两种介质的剪切粘性系数和膨胀粘性系数，其他计算参数均不变。
表 1 剪切粘性系数μ和膨胀粘性系数μb的取值
Tab.1 The values of coefficients of viscosity μ and μb
	粘性系数
	参数1
	参数2
	参数3

	μ(kg/m·s)
	0.000894
	0.95
	0.95

	μb(kg/m·s)
	0.0025
	0.0025
	0.95


将得到的结果绘成不同周向模态下耦合系统传播波的频散特性曲线，如图3、4和5所示，图中曲线上的数字为频散方程轴向波数解的序号s。
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	(a) n=0
	(b) n=1
	(c) n=5

	图 3 参数1下耦合系统的频散曲线
Fig.3 Dispersion characteristic curves under Case 1
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	(a) n=0
	(b) n=1
	(c) n=5

	图 4 参数2下耦合系统的频散曲线
Fig.4 Dispersion characteristic curves under Case 2
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	(a) n=0
	(b) n=1
	(c) n=5

	图 5 参数3下耦合系统的频散曲线
Fig.5 Dispersion characteristic curves under Case 3


2.3. 壳体中结构波的性质
从频散曲线可知，对于任一个周向模态，壳体中都存在三个传播波，分别对应于图中的s=1、s=2和s=3三条曲线。由上至下三个波的相速度在高频处分别接近于平板中的弯曲波，轴中的扭转波和平板中拉伸波的相速度。当n=0时，三支传播波总是出现在Ω=0处；随着n的增大，它们的起始频率也增大，且起始频率的大小与周向模态数成正比。此外，传播波s=1完全位于声速线以上，是亚声速波，不能向外辐射能量；传播波s=2和传播波s=3位于声速线以下是超声速波，可以向外辐射能量。当周向波数增大时，第一支波逐渐接近声速线，二者甚至会相交，反映出第一支波与流体的作用增强，甚至可能向外辐射能量。
从图中发现，耦合系统中不仅存在着沿圆柱壳轴向的传播波，还存在着耗散波，某些周向模态下甚至会出现近场衰减波（将后两者统称为复数波，下同），例如图3（a）中的曲线s=4就是周向模态n=0时系统中耗散波的频散特性曲线，而3（c）中的曲线s=4就是周向模态n=5时系统中近场衰减波的频散特性曲线。为了定性地说明壳体中衰减波的性质，将求得的轴向波数代回原方程（18），定义特征向量：
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它们表示对任一特定的波（n，s），壳体三个方向上位移分量的比值，从而可以说明壳体运动是以轴向拉伸、周向扭转或者径向弯曲运动为主。
以参数3为例，将计算结果绘制成不同粘性系数下，耦合系统复数波的幅值比曲线，如图6所示。图中横轴表示无量纲频率Ω，纵轴表示特征向量Φns和Ψns，在横轴的上方绘制Φns的绝对值，横轴下方绘制Ψns绝对值的负值。

	[image: image40.png]



	[image: image41.png]nsl

ns

U /W

14

12 4





	[image: image42.png]-0.04





	(a) n=0 (s=4和s=5)
	(b) n=0 (s=6)
	(c) n=1 (s=4和s=5)
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	(d) n=1(s=6和s=7)
	(e) n=5 (s=4和s=5)
	(f) n=5 (s=6和s=7)

	图 6 参数3下耦合系统复数波的幅值比曲线
Fig.6 Amplitude ratio curves of the complex waves under Case 3




可以看出，对于耦合系统中的复数波，其波的数量会随着周向模态数的增大而增多，且不同的波的类型也不尽相同，有些波的类型甚至会随着频率的增加而发生变化。比如，当μ=0.000984kg/m·s，μb=0.0025kg/m·s，n=5，s=7时，刚开始时这支波以弯曲波为主，随着频率的增大，其扭转波的成分逐渐增大。此外，对于耦合系统而言，当衰减波是以扭转或拉伸波为主要成分时，其虚部相应很小；相应地，当弯曲波成为衰减波的主要成分时，其虚部相应很大。
3. 流体粘性对耦合系统频散特性影响

参考文献[6]的数据，以n=0为例，将理想流场和粘性流场中耦合系统的频散特性曲线进行对比，如图7所示。
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图 7 理想流场和粘性流场中耦合系统的
频散特性曲线对比
Fig.7 Comparison of the dispersion characteristics in the coupled systems of ideal and viscous fluid

从图中可以看到，流体粘性对耦合系统频散特性的影响主要体现在波的起始阶段或者低频带，具体表现为以下三个方面：
1). 流体粘性会导致传播波无量纲轴向波数λ的值减小，尤其体现在第一支上面。大部分复数波波数的实部基本都与粘性系数成正比，虚部则与之成反比。
2). 流体粘性会使传播波的起始频率增大，并增加耦合系统中复数波的数量。而且，传播波的起始频率即为增加的复数波的截止频率。流体对流固耦合系统的影响主要集中在中低频段，并且考虑其粘性时增大了耦合系统的能量损耗。因此当频率较低时，某些波会因为粘性的影响无法向外传播，变成了近场衰减波，体现在图上即为传播波的起始频率增大和复数波的数量变多。
3). 对于复数波s=4，粘性的增大使其无量纲轴向波数λ从复数变为虚数，即它从耗散波变为近场衰减波。
为了能够更直观地研究剪切粘性系数μ和膨胀粘性系数μb对耦合系统频散特性的影响，将三组不同参数下的计算结果进行比较，并引入相对变化参数Error的概念，将其定义为[22]：
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其中，i和j分别对应所选参数的编号。
以参数1和参数2为例，将上文计算得到的无量纲波数代入式（22）和（23），绘制不同粘性系数时，相对变化参数的变化曲线，如图8所示。图中横轴表示无量纲频率Ω，纵轴表示相对变化参数Error，在横轴的上方绘制ErrorijRe的绝对值，横轴下方绘制ErrorijIm绝对值的负值。
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	(a) 传播波 (n=0)

(a) Propagating wave (n=0)
	(b) 复数波 (n=0)

(b) Complex wave (n=0)
	(c) 传播波 (n=1)

(c) Propagating wave (n=1)
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	(d) 复数波 (n=1)

(d) Complex wave (n=1)
	(e) 传播波 (n=5)

(e) Propagating wave (n=5)
	(f) 复数波 (n=5)

(f) Complex wave (n=5)

	图 8 相对变化参数曲线（参数1和参数2）
Fig.8 The relative error parameter curves between Case 1and Case 2




分析图8中传播波的相对变化参数曲线，并结合相应的频散特性曲线可以发现，剪切粘性系数μ对耦合系统中传播波频散特性的影响主要体现在以下两个方面：
1). 随着剪切粘性系数μ的增大，传播波s=1的起始频率会增大，而且其增大速度随着周向模态数n的增大而变慢，直至为零。
2). 剪切粘性系数μ会影响传播波轴向波数的大小，而且大多数情况下，在波的起始阶段影响较大。当n=0时，三支传播波的相对变化参数Error最大约为0.045%；当n=1时，相对变化参数Error最大约为24%；当n=5时，相对变化参数Error最大约为2.7%。
而对于耦合系统中的复数波，剪切粘性系数μ的影响也体现在以下三个方面：
1). 随着剪切粘性系数μ的增大，耦合系统中复数波的个数会增加；而随着周向模态数n的增大，其数量逐渐趋于一致。
2). 随着剪切粘性系数μ的增大，复数波s=5的截止频率会增大，而且其增大速度会随着周向模态数n的增大而变小，直至为零。
3). 剪切粘性系数μ会影响复数波轴向波数的大小，而且对复数波s=4的影响相对较大。当n=0时，复数波实部的相对变化参数ErrorRe最大约为5.3%，虚部的相对变化参数ErrorIm最大约为1.7%；当n=1时，其实部的相对变化参数ErrorRe最大约为0.027%，虚部的相对变化参数ErrorIm最大约为0.022%；当n=5时，其实部的相对变化参数ErrorRe最大约为0.11%，虚部的相对变化参数ErrorIm最大约为0.037%。
膨胀粘性系数μb对耦合系统中波的频散特性的影响，可以通过观察图11中的相对变化参数曲线，并结合相应的频散特性曲线来得到，主要体现在两个方面：
1). 对于传播波而言，膨胀粘性系数μb的影响主要集中在s=1这支波上。随着膨胀粘性系数μb的增大，仅传播波s=1的起始频率在周向模态数n=5时出现增大的现象。膨胀粘性系数μb会影响传播波轴向波数的大小，且其相对变化参数Error的最大值基本出现在无量纲频率Ω=2左右的位置。当n=0时，三支传播波的相对变化参数Error最大约为25.1%；当n=1时，相对变化参数Error最大约为11.7%；当n=5时，相对变化参数Error最大约为24.9%。
2). 至于复数波，随着膨胀粘性系数μb的增大，仅复数波s=6的截止频率在周向模态数n=1时出现增大的现象。膨胀粘性系数μb会影响复数波轴向波数的大小，且其相对变化参数Error的最大值基本出现在无量纲频率Ω=2之前的频段。当n=0时，复数波实部的相对变化参数ErrorRe最大约为2.25%，虚部的相对变化参数ErrorIm最大约为0.72%；当n=1时，其实部的相对变化参数ErrorRe最大约为72%，虚部的相对变化参数ErrorIm最大约为7.42%；当n=5时，其实部的相对变化参数ErrorRe最大约为73%，虚部的相对变化参数ErrorIm最大约为1.3%。
4. 结论

本文首先推导出粘性流场中无限长圆柱壳耦合系统的动力方程和特征方程，然后运用数值方法求解，最终得到其频散特性曲线。通过对粘性流场中无限长薄圆柱壳频散特性的分析，并结合复数波的幅值比曲线以及无量纲轴向波数的相对变化参数曲线，可以得到以下结论：
1) 对于耦合系统而言，当衰减波是以扭转或拉伸波为主要成分时，其虚部相应的很小，这很小的虚部也极有可能是由占很小成分的弯曲波所产生的。虚部很小表明了其与流场进行能量交换的能力也较弱。相应地，当弯曲波成为衰减波的主要成分时，其虚部相应很大，与周围流场之间的能量交换也较强。
2) 剪切粘性系数μ的增大会带来耦合系统中复数波个数的增加，膨胀粘性系数μb则不会；
3) 剪切粘性系数μ的增大会带来传播波（主要体现在s=1这支波上）起始频率和复数波截止频率的增大，而且其增大速度会随着周向模态数n的增大而变小，直至为零。膨胀粘性系数μb的增大则仅会使传播波s=1的起始频率在周向模态数n=5时和复数波s=6的截止频率在周向模态数n=1时出现增大的现象。导致这一现象的原因可能是流体对耦合系统振动特性的影响主要集中在低频，以及流体粘性的存在使得耦合系统的能量损耗。
4) 剪切粘性系数μ和膨胀粘性系数μb都会影响耦合系统中各支波轴向波数的大小。相对而言，膨胀粘性系数μb对轴向波数的改变更为明显，其相对变化参数的最大值可达73%。
5) 剪切粘性系数μ和膨胀粘性系数μb改变所引起的相对变化参数，其峰值大部分都位于波的起始阶段或者低频带，也就是说流体粘性对耦合系统频散特性的影响主要集中在波的起始阶段或者低频带。
需要指出的是，本文用来分析圆柱壳体结构振动的Flügge薄壳理论是基于Love-Kirchhoff假设的，忽略转动惯量、横向剪切变形和横向挤压，仅适用于中低频和小的厚度半径比的情况，因此本文的计算结果同样仅适用于中低频和小的厚度半径比的情况。
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The Analysis of the Dispersion Characteristics of the Infinite Cylindrical Shell Submerged in Viscous Fluids
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Abstract：The effect of fluid viscosity on the vibration dispersion characteristics of an infinite circular cylindrical shell immersed in a viscous acoustic medium is studied. The Flügge’s thin shell theory for the isotropic, elastic and thin cylindrical shell, the wave equation for viscous flow field derived from the linear equations of continuity, Navier–Stokes and state and the appropriate wave-harmonic field expansions along with the pertinent boundary conditions are employed to get the equations of motion and the dispersion equation in the coupled system. Subsequently, Numerical analysis is applied to solve the dispersion equation for the shell loaded with fluid at various viscosity coefficients. Then the dispersion characteristic curves, the Amplitude ratio curves of complex waves and the relative error parameter curves of non-dimensional axial wave number λ in the coupled system under different circumferential modals are displayed in several figures. It can be found from the figures that the influence of fluid viscosity on the dispersion characteristics of the propagating waves is more significant at low frequency range, while the variation tendency of the curves is nearly independent. As for the complex waves, the amount and cut-off frequency of the waves in the coupled system are proportional to the fluid viscosity coefficients.
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