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摘要：研究了含分数阶微分项的Duffing振子的亚谐共振，利用平均法得到了系统的一阶近似解。提出了亚谐共振时等效线性阻尼和等效线性刚度的概念，分析了分数阶微分项的系数和阶次对系统动力学特性的影响。建立了亚谐共振定常解的幅频曲线的解析表达式，并得到了亚谐共振周期响应的存在条件和稳定性判断准则。最后进行了数值解和解析解的比较，证明了解析结果的准确性，并通过数值仿真研究了分数阶微分项的参数对亚谐共振解的存在条件、稳定性条件和系统幅频曲线的影响。
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分数阶微积分运算包括分数阶微分和分数阶积分运算，其含义就是将常规微积分运算的阶次从传统的整数阶推广到分数阶和复数阶的情况。从1695年Leibniz与Hospital的最早研究开始，发展至今已经有300多年历史。在这个过程中，很多学者围绕着分数阶微积分的性质和特点展开了研究，在基础理论[1-2]方面取得了较大的进展。同时，分数阶微积分也可以用来解决工程中的科学问题，例如：模拟含记忆特性的工程材料的本构关系，分数阶微积分的引入能够更加准确地反映材料的真实本构关系；由于分数阶反馈和传统的整数阶反馈相比具有控制精确、鲁棒性更好、抗噪声能力强等优点，因此在控制系统中人为引进分数阶反馈项能够提高系统的控制效果。

目前对于分数阶动力系统的研究主要分为三类[3-13]，分别是解析、定性和数值的研究。其中解析研究主要目的是找到系统的近似解并进行定量分析，定性研究主要研究解的数目和稳定性的变化，数值研究则偏重于稳定可靠的数值计算方法或者直接数值分析分数阶微分方程的复杂动力学现象。申永军、杨绍普等人[3-6]研究了一些含分数阶微分的线性和非线性振子，分析了分数阶微分项中各个参数对系统动力学行为的影响。李媛萍[7]等人对分数阶van der Pol-Duffing系统的非线性动力学行为进行分析，发现在地震荷载作用下，分数阶次的变化能改变系统的输出能量。廖少锴和张卫利用Newmark法研究了一些非线性分数阶微分振子的动力学行为[8]并推广到Duffing系统[9]，建立了高效率的数值计算格式。陈林聪和朱位秋[10-12]等人研究了谐和与宽带噪声联合激励下含分数阶微分项的Duffing振子和其它非线性振子的随机平稳响应,验证了解析方法的准确性。刘崇新[13]等人提出了基于Lyapunov方程的分数阶系统稳定理论的控制方法，并设计了相应的控制器。
目前在大量对分数阶动力系统进行解析研究的文献中一般是直接将分数阶微分项当作阻尼来进行处理，这是不恰当的。由申永军、杨绍普等人[3-6]对分数阶微分方程的解析研究发现，动力系统中的分数阶微分项不仅起到阻尼的作用还起到刚度的作用。本文以含分数阶微分项的Duffing振子为对象，研究分数阶微分项对系统1/3次亚谐共振动力学特性的影响。利用平均法建立了系统的一次近似解析解，同时通过分数阶微分项的系数和阶次对等效线性阻尼和等效线性刚度的影响，研究了分数阶微分项对系统的1/3次亚谐共振解的存在条件、定常解稳定性条件和幅频特性的影响。

1 分数阶Duffing振子的1/3次亚谐共振近似解

研究如下含分数阶微分项的Duffing振子
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其中
[image: image2.wmf]w

a

,

,

,

,

,

1

1

F

c

k

m

分别为系统的质量、线性刚度、线性阻尼、非线性刚度系数、激励幅值和频率，
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分别是分数阶微分项的系数和阶次。分数阶微分的定义方式有多种，这里采用Caputo型分数阶微分定义
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其中
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对系统进行如下坐标变换
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(1)式变为
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研究1/3次亚谐共振情形，即
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假设(4)式的解具有如下形式
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其中
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其中
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根据平均法在[0,T]区间上对(6)式进行积分平均
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积分平均时，可取
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对(7)式第二部分积分得到
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引入两个基本公式[4]
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将
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利用坐标变换
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将(12)式分为两部分，第一部分定义为
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分析
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利用类似的方法，发现当
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因此
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类似分析
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于是得到
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同理，利用类似的方法分析
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结合(8)式和(18)式得到
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代入原系统参数得到
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其中
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分别定义为1/3次亚谐共振时的等效线性阻尼和等效线性刚度。

分析(21)式可知，分数阶微分项的系数
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对等效线性阻尼和等效线性刚度都有重要的影响。分数阶系数
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与等效线性阻尼和等效线性刚度成线性关系，因此分数阶系数
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对等效线性阻尼和刚度的影响，当分数阶阶次
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，系统响应幅值也会较大。这些特性与人们的直观感觉是一致的。从(21)式中，还可以发现等效线性阻尼和等效线性刚度与激励频率也存在着一定关系。
2  1/3次亚谐共振解的存在条件和定常解的稳定性分析

2.1  1/3次亚谐共振解的存在条件

令(20)式中的
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消去(22)式中的
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得到幅频曲线方程
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以及相频曲线方程
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将(23)式变换为关于
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的多项式形式，如下
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令
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则(25)式变换为
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求解(26)式得到
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根据上式得到系统1/3次亚谐共振解的存在条件
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从而由(28)式的两个不等式可以得到定常解的存在条件，如下
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将
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代入(29)式得到
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研究(30)式，可以得到分数阶参数对定常解存在条件的影响。同时，还可以发现定常解的存在条件与激励频率也存在着一定关系。

2.2  定常解稳定性分析

分析(23)式可知1/3次亚谐共振情况下可能存在一个或两个定常解，下面对这些定常解进行稳定性分析。将(20)式在
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根据(22)式，消去(31)式中的
[image: image101.wmf]q

得到系统的特征行列式为
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其中
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于是得到特征方程
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由于
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其中
[image: image108.wmf]R

定义为稳定性条件参数。

展开(34)式并化简得到
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由(35)式可以发现，幅频曲线存在两个定常解时，上枝是渐进稳定的，而下枝是不稳定的。这与传统整数阶Duffing振子的亚谐共振情况是一致的。

3 数值仿真

选取一组基础参数：
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，根据(5)式和(25)式得到系统的幅频曲线如图1所示，其中实线表示稳定解，虚线表示不稳定解。为了验证解析结果的准确性，参照文献[1]中的分数阶数值解法，对分数阶Duffing系统亚谐共振的幅频曲线进行数值分析。首先，引入数值解法的近似公式
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其中
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在运用Matlab的计算过程中，取步长
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，计算时间
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，将前160s响应值略去，取后40s的响应最大幅值为稳定幅值，所得数值结果如图1中圆圈所示。可见，近似解与数值解符合效果较好，说明本文得到的结果具有较高的精度。
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图1 系统近似解与数值解幅频曲线的比较

Fig. 1 The comparison of the amplitude-frequency curve by the approximately analytical solution with that by numerical integration
3.1  1/3次亚谐共振解的存在条件

根据(30)式，得到分数阶微分项系数和分数阶微分项阶次对1/3次亚谐共振解的存在条件的影响图，分别如图2和图3所示。

图2表示当
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对系统1/3次亚谐共振解的存在条件的影响。其中
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表示整数阶Duffing亚谐共振周期解的存在条件。从图2中可以看出，随着分数阶微分项系数
[image: image129.wmf]1

K

的增大， 1/3次亚谐共振的存在区域逐渐减小。分析发现，
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的增大会导致等效线性阻尼的增大，根据文献[14]，这时1/3次亚谐共振的存在区域会减小。
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图2 
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对系统亚谐共振解的存在条件的影响

Fig. 2 Effect of the fractional coefficient 
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 on the existence condition of steady-state solution for sub-harmonic resonance
图3表示
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时分数阶微分项阶次
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对系统1/3次亚谐共振解的存在条件的影响。从图3中看到，随着分数阶微分项阶次
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时，分数阶微分项完全等同于线性阻尼，因此1/3次亚谐共振的存在区域会减少至最小。
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图3 
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Fig. 3 Effect of the fractional order 
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 on the existence condition of steady-state solution for sub-harmonic resonance
3.2 定常解的稳定性条件

根据(34-35)式以及
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，可以得到分数阶微分项系数和阶次对稳定性条件参数
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的影响图，分别如图4和图5所示。

图4为
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分别为10、13、15时，分数阶微分项系数
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对稳定性条件参数的影响。其中，虚线表示定常解不稳定时对应的稳定性条件参数，其它线型表示定常解稳定时对应的稳定性条件参数。由(34)式、(35)式并结合图4可知，随着
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的增大，定常解稳定部分的稳定性条件参数逐渐增大，最终趋近于零。由于
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的增大会导致等效线性阻尼增大，因此1/3次亚谐共振稳定幅频曲线的存在范围在逐渐减小。
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图4 
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Fig. 4 Effect of the fractional coefficient 
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图5表示在
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分别为10、13、15时，分数阶微分项阶次
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对稳定性条件参数的影响。同样，图5中虚线部分对应不稳定定常解。由公式(34)、(35)并结合图5可知，当
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增大时，定常解稳定部分的稳定性条件参数也是逐渐增大的。分析发现，随着
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的增大，分数阶微分项的阻尼作用逐渐增强，将会破坏系统的稳定性。  
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图5 
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Fig. 5 Effect of the fractional order 
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 system on the stability condition parameter

3.3  1/3次亚谐共振幅频曲线

根据对1/3次亚谐共振解的存在条件的分析，仍然选用原系统参数对比整数阶与分数阶的1/3次亚谐共振幅频曲线如图6所示。分析图6可知，分数阶微分项会引起系统等效线性阻尼和等效线性刚度的同时增大，从而导致幅频曲线中响应幅值的相对减小以及系统共振频率的增大，在幅频曲线上表现为幅值减小和幅频曲线右移。
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图6整数阶与分数阶系统幅频曲线比较

Fig. 6 The comparisons of the amplitude-frequency curves of the integer-order system with that of the fractional-order counterpart

在
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的条件下，当分数阶微分项的系数
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取不同值时，得到幅频曲线如图7所示。分析图7发现，随着
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的增大，系统等效线性阻尼在逐渐增大，因此系统响应幅值在逐渐减小；同时系统等效线性刚度也在逐渐增大，导致系统共振频率增大，幅频曲线向右偏移。并且不再像整数阶Duffing振子那样(幅频曲线相互包含)，不同参数下的分数阶Duffing振子的幅频曲线出现了相交。
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Fig. 7  Effect of the fractional coefficient 
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 on the amplitude-frequency curves

在
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的条件下，当分数阶微分项的阶次
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取不同值时，得到幅频曲线如图8所示。分析图8可知，在
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从0到1的变化过程中，系统等效线性阻尼逐渐增大，同时等效线性刚度逐渐减小，亚谐共振的响应幅值也在逐渐减小，系统的共振频率相应逐渐减小。但是，根据系统周期解存在条件，阻尼的增大会导致周期解存在区域减小。二者作用相结合，使得系统的共振频率增大且共振区间显著减小，并且不同参数下的分数阶Duffing振子的幅频曲线出现了相交。
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Fig. 8  Effect of the fractional order 
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 on the amplitude-frequency curves
4 结论

本文利用平均法对含分数阶微分项的Duffing振子的1/3次亚谐共振响应进行了研究，借助等效线性阻尼和等效线性刚度的概念分析了分数阶微分项的系数和阶次对系统1/3次亚谐共振解的存在条件、稳定性条件及响应特性的影响，发现分数阶微分项的系数和阶次可以通过影响系统的等效线性阻尼，从而影响系统的响应幅值，同时还可以通过影响系统的等效线性刚度从而影响系统共振频率大小。分数阶微分项同时起到刚度和阻尼的作用，对系统的动力学行为有着重要影响。
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Sub-harmonic resonance of Duffing oscillator with fractional-order derivative

Wei Peng, Shen Yong-jun, Yang Shao-pu

( Department of Mechanical Engineering, Shijiazhuang Tiedao University, Shijiazhuang 050043, China)
Abstract:The sub-harmonic resonance of Duffing oscillator with fractional-order derivative is studied, and the first-order approximate solution is obtained by the averaging method.  The definitions of equivalent linear damping and equivalent linear stiffness for sub-harmonic resonance are presented, and the effects of the fractional-order parameters on the system dynamical characteristics are also analyzed.  The amplitude-frequency equation for steady-state solution is established.  The existence condition and stability condition for periodic response of sub-harmonic resonance are derived.  At last the comparison between the analytical and numerical solution is fulfilled, and the result verifies the satisfactory precision of the approximate analytical solution.  The numerical simulation is also used to analyze the effects of the parameters in fractional-order derivative on the existence condition, the stability condition and the amplitude-frequency curves of sub-harmonic resonance.
Key words: fractional-order derivative; Duffing oscillator; sub-harmonic resonance; stability; averaging method 
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