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摘要：针对密集频率结构的减振问题，以典型的2自由度对称结构为例，研究基于H2性能的梯度优化法对密集模态振动减振的分布式TMD（tuned mass dampers）的参数优化和减振效果。建立适合闭环静力反馈控制的组合系统模型，将基于H2性能的梯度优化法扩展至分布式TMD的参数优化；定义针对密集模态振动的控制输出和无量纲评价指标，分析了控制输出的模态控制权重对优化参数和评价指标的影响，指出能使评价指标峰值相等的模态控制最优权重，进一步给出优化参数和评价指标随模态密集度的变化规律；与经典方法对TMD的设计相对比，分析和验证了基于H2性能优化的分布式TMD的良好减振效果，并确认在TMD个数增多时基于H2性能的梯度优化法将具有更佳的优化效果。
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引言
实际工程中经常采用的对称、准对称或局部对称结构，往往会在一窄段频率范围内存在多阶模态。特别是，由空中廊桥联接的双子建筑或处于施工阶段由猫道联接的悬索桥主塔等结构，会出现典型的由两阶模态组成的密集频率结构[1]，即双密频结构；而且该型结构因具有柔性大、阻尼小、低频等特点，容易在外荷载激励下发生大幅振动。因此研究具有对称形式的双密频结构的减振将具有重要工程意义。而作为相对成熟的减振措施，TMD因能适应于多种荷载作用下的结构振动控制，被广泛应用。
经典的TMD在设计时通常采用单自由度主结构模型，即视结构为单自由度或将结构简化为单自由度系统。其中，Den hartog 最早给出能使单自由度结构的稳态响应峰值最小的TMD优化频率和阻尼比[2]；Jacquot采用了广义质量比，将TMD的优化结果推广到梁结构[3]；Warburton假定结构频率非密集分布，进一步将复杂连续结构简化为单自由度系统以优化TMD参数[4]。此外，为提高TMD减振的鲁棒性，多质量阻尼器（Mutiple Tuned Mass Dampers, MTMD）的动力性能得到研究[5-8]，但MTMD采用中心TMD对结构某阶频率调谐，且在该频率一定范围内分布多个TMD的方式，仍是针对单自由度主结构的减振。
研究表明针对TMD设计的单自由度主结构模型，并不适用于密集频率结构的减振设计[9,10]。为有效实现对密集频率结构的减振，Abé指出需要采用不少于所控模态数的多个TMD，且须考虑TMD的空间分布，并给出了在合理布置条件下TMD参数的简化计算方法，但未对TMD的参数优化问题进行探讨[1]。近年来，一些研究通过定义不同的目标函数并采用梯度优化的数值方法，实现了对单自由度主结构减振的MTMD参数优化，大大提高了在参数较多时的优化效率[6-8]。其中，Warnitchai以梁和板结构为例，将Davidon-Fletcher-Powell优化算法进一步推广到多模态减振的TMD参数优化，给出了相应的优化结果和减振效果[11]。此外，文永奎对定义的H2性能目标，通过线性矩阵不等式实现对多阶频率调谐的TMD参数优化，但在TMD个数多时优化的效率低下[12]。
可见，针对密集频率结构的减振，已有的成果对多个TMD参数优化的过程、影响因素以及减振性能评价等方面的研究仍有不足，尚待深入探讨。本文以经典的对称2自由度双密频结构为例，基于H2性能的梯度优化法，研究针对多阶模态减振且空间布置的分布式TMD的参数优化，阐明模态控制权重和模态密集度等因素对优化结果和减振效果的影响。在建立适合闭环静力反馈控制的组合系统模型的基础上，将基于H2性能的梯度优化法扩展至分布式TMD的参数优化；定义结构多模态振动的无量纲响应作为评价指标，以广义模态坐标响应构成控制输出向量，分析并指出能使评价指标峰值相等的模态控制最优权重，给出优化参数和

减振性能随模态密集度的变化规律；与经典单TMD设计等方法相对比，分析并验证基于H2性能优化的分布式TMD的减振效果，并确认在TMD个数增多时基于H2性能的梯度优化法的优化效果。
1 系统模型
为实现对密集频率结构的减振分析，本文考虑一个典型的2自由度对称主结构[1,9]。如图1所示，主结构由2个相同的主振子组成，每个振子具有质量
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、相对基础的刚度
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和粘滞阻尼
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；两个振子通过刚度为
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的弹簧藕联。当藕联弹簧的刚度较小时，主结构的2个频率将呈现密集状态，此时主结构为双密频结构。
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图1 双密频结构与分布式TMD
Fig. 1 System of 2 DOF structure with closely spaced frequencies and distributed TMDs

取主结构位移响应为
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，其中分量表示各振子位移响应，
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为位置参数。则
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可用模态坐标表示为
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，其中
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为广义坐标向量；
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为振型矩阵，且
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。假定主结构满足比例粘滞阻尼，且主结构上安装n个TMD，并组成减振系统，则系统的运动方程可表示为
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式中，
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为模态阻尼比； 
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和
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分为外荷载和TMD的作用位置矩阵；
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为外荷载列向量，特别的当外荷载为地震加速度
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，其中
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为主结构质量矩阵，
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为加速度对主结构作用位置列向量，此时
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为单位阵；
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为n个TMD对主结构的作用力向量
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为第i个TMD的作用力
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式中，
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分别为第i 个TMD的位移以及相应位置处的主振子位移； 
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分别为第i个TMD的阻尼、刚度。此时，TMD的运动方程为
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其中，
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 分别是第i个TMD的质量和加速度；
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为作用在TMD上的力列向量，若
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为加速度对TMD作用位置列向量。 

将式（2）代入式（1）和式（3），并组合式（1）和式（3）得
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式中，
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因外荷载作用形式的不同而适当调整其构成，若
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式（4）的状态空间形式为
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式中，
[image: image66.wmf]x

为2p维状态向量（
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为系统矩阵；
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为外激励影响矩阵；
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为外激励输入，分别表示为：
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（6d）                             

为使减振系统适应于闭环静力反馈控制的H2控制理论，将式（5）改写为
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式中，
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为控制输入矩阵；
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被定义为静力输出反馈控制力，即
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式中，
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为静力反馈控制增益矩阵，也即所需优化的TMD参数矩阵；
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为2n维测量输出向量，可表达为
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式中，
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式中，
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为相应恰当维数的矩阵。
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可根据控制目标的需要而选择为结构位移、速度或加速度响应，并可通过权重矩阵定义各响应间的相对值，如
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2 基于H2性能的梯度优化法
采用多个TMD对结构多阶模态振动减振时，简化的设计可通过经典的单TMD参数优化方法实现。经典的单TMD参数优化采用动力放大系数作为性能目标函数；假设TMD的安装对结构动力性能影响较小或可被忽略，而且所调谐频率与邻近模态频率间为非密频状态；进而将结构简化为用模态坐标表示的单自由度结构。根据TMD的安装位置和所需控制的模态，依次优化各TMD的参数，从而实现多TMD的参数设计[4,13]。
对稳态随机激励，系统的H2范数反映了单位能量输入时输出响应的均方根值，并成为能够衡量结构响应程度的指标。以H2范数为目标函数，可通过线性矩阵不等式 [12]或梯度优化法[7]实现多个TMD的参数优化，其中Zuo采用梯度优化法实现的针对单自由度主结构减振的MTMD的参数优化，提高了参数较多时的优化效率，为本文所借鉴。本文进一步发展，实现针对多阶模态减振的分布式TMD参数优化，并进行相关的影响因素和减振性能分析。
为建立H2性能目标，将外激励输入
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假定为单位白噪声，即外激励输入
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的功率谱密度
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的传递矩阵，则系统的H2范数
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的均方根值， 即

[image: image98.wmf]2

2

0

1

()E

1

tr()()

2

lim

T

T

T

H

Tjdt

T

TjTjd

w

www

p

®¥

+¥

-¥

éù

=

ëû

éù

=

ëû

ò

ò

zz

（11）
式中，
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为括号中量值的期望；
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为括号中矩阵的迹；上标
[image: image101.wmf]H

为复共轭转置。H2范数可通过以下求解过程获得：
考虑静力反馈输入后，式（7）和式（10）可表示为
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式中，
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。忽略外激励对控制输出向量
[image: image106.wmf]z

的影响，即
[image: image107.wmf]0

z

w

=

B

，或通过变换取
[image: image108.wmf]'

z

w

=-

zzBw

，则式（13）可计算为

[image: image109.wmf]2

2

()tr[]()

T

wwd

TjJ

w

==

BKBF

 14）
式中，
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即为H2性能目标，是待求参数矩阵
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的函数；
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为对称矩阵（可观性格拉姆矩阵），通过Lyapunov方程求解
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由此，分布式TMD的参数优化就变成使得式（14）值最小，且满足约束方程（15）的
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值。为便于优化计算，需将其转换为无约束优化问题。为此，引入拉各朗日乘子矩阵
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（对称矩阵），并定义等价的目标函数得
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由式（16）通过矩阵运算，性能目标
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对参数矩阵
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的梯度可表达为

[image: image119.wmf]]

2[(

zTzyzTz

uudu

d

TyT

uP

BBFCBC

F

BKLCF

+

￡

+

)

¶

=

¶

e

  （17）
式中，运算符“
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”表示矩阵中的对应元素相乘；
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中非零元素相对应的元素值为1，其余值为零而形成的矩阵。式（16）中的矩阵
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式（15）和式（18）为线性方程，易于求解。为确保刚度和阻尼参数非负，在求解过程中可通过将
[image: image127.wmf]d

F

中元素改写为平方的形式，再进行梯度矩阵计算来实现[7]。进而，由式（17）得到的梯度矩阵，可便于采用梯度优化法求解。其过程如下：
步1  给出
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可通过经典单TMD设计给定，下标
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步2  由给定的
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，通过式（15）和式（18）求解矩阵
[image: image136.wmf]K

和
[image: image137.wmf]L

；进而由式（17）计算矩阵梯度
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足够小则停止，其中
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表示求Euclidean范数。
步3  用BFGS或修正的BFGS等方法求解搜索方向
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；用Armijo或Wolfe准则求解搜索步长
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；反馈增益更新为
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，转步2。
3 双密频结构减振

与单自由度主结构的MTMD参数优化不同，对图1所示的双密频结构，因具有2个自由度，构成H2性能目标的控制输出向量
[image: image145.wmf]z

中的分量及其权重，直接影响了分布式TMD的优化参数。根据控制目标的需要，
[image: image146.wmf]z

中的分量可选择为结构的位移、速度或加速度响应。当主结构发生双密频模态振动时，无论选择何种结构响应，结构的密集模态对该响应的影响都不可忽略。因此为实现对主结构双密频振动减振，分布式TMD在优化设计时直接取两阶模态的广义坐标，定义控制输出向量
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为模态控制权重。

此外，双密频结构的频率密集程度也是影响分布式TMD参数设计和减振性能的重要因素。为定量判别频率密集程度，定义频率密集度[14]为
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式中，
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为主结构平均频率。根据结构频率密集度定义，双密频结构须满足
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与小量
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为同量级的密频判别条件。文献[14]同时指出小量
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可设定为与所期望的附加结构模态阻尼比同量级的数。对于双密频结构存在
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，因此本文将通过调整
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值来反映结构的频率密集度。
基于H2性能的梯度优化法可实现任意外激励输入时分布式TMD的参数优化，包括外激励直接作用在主振子上或为作用在基底的地震加速度激励的情况。为便于实现影响因素和减振评价分析，本文采用与文献[1]和[9]相同的形式，考虑将谐荷载作用在第一个主振子上。该加载方式已能较好地实现对主结构双密频模态振动响应的激振。假定两阶模态阻尼比
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的形式。与经典单自由度主结构时将动力放大系数作为减振性能的评价指标相对应[1]，定义双密频结构的无量纲响应，以有效评价分布式TMD的减振性能，即
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若主结构为单自由度，则式（20）即为结构的动力放大系数。
4 参数优化及减振性能

针对密频结构的多TMD减振问题时，Abé 在研究[1]中已指出就结构每阶密集模态的振动至少需要安装一个TMD以实现有效减振，且TMD的安装位置也非常重要。本文先采用2个TMD分布安装在双密频结构的振子上，以简单实例来研究分布式TMD参数优化的过程和影响因素，再进一步实现分布式TMD在TMD个数较多时的减振设计。

4.1 给定密集度时的减振

在主结构的2个振子上各安装一个TMD，并取
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，此时2个振子通过弹簧弱藕联，主结构的两阶频率满足
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，为双密频结构。假设2个TMD分别对主结构1阶和2阶频率调谐，采用基于H2性能的梯度优化法进行2个TMD的参数设计。并以频率范围
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对第一个主振子进行谐荷载扫频激励，对减振系统的结构响应进行数值计算。

图2给出了分别取模态控制权重
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时，无量纲响应
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随激振频率比
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的变化关系。由图2可见，双密频结构在2个分布式TMD作用下存在低频和高频处的2个无量纲响应峰值；在权重
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时低频峰值高于高频峰值，在
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时低频峰值低于高频峰值，而在
[image: image175.wmf]1.25

a

=

时2个峰值近似相等；取最不利情况，即最大峰值衡量减振效果，显然当
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时减振效果更优。由图2可知，改变权重
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值影响了TMD参数优化结果和减振性能；通过加大权重
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值，即强化对主结构1阶模态的减振需求，将增加对低频振动的减振效果，而降低对高频振动的减振效果。
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图2 不同模态控制权重时的无量纲响应
Fig.2 Dependence of nondimentional response on modal control weighting

图3给出了无量纲响应最大值
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随权重
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的变化关系，可见
[image: image182.wmf]max

u

对
[image: image183.wmf]a

的变化敏感，当
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值最小，即
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，此时
[image: image187.wmf]a

为模态控制最优权重。图4给出了2个TMD的频率比和阻尼比随模态控制权重
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的变化。在图4中，2个TMD分别基于主结构1阶和2阶频率计算频率比，由图可见随权重
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的增大，频率比逐渐减小，当
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时得出2个TMD的优化频率比分别为1.008和0.965；2个TMD的阻尼比随权重
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呈现较强的非线性，当
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时得出2个TMD的优化阻尼比分别为0.054和0.044。
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图3 无量纲响应最大值随权重的变化
Fig.3 Nondimentional maximum response against weighting[image: image194.jpg]b4 wdllw
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图4 TMD的频率比和阻尼比随权重的变化

Fig.4  Frequency ratios and damping ratios of distributed TMDs against weighting

图5分别给出了基于H2性能、经典方法和密频均值调谐法[1]对2个TMD优化设计时，主结构的无量纲响应随激振频率比的变化。采用经典方法时，忽略密集频率的影响，依据主结构的两阶模态将其简化为2个单自由度系统，由TMD安装位置和所控制的模态，通过动能理论计算每个单自由度系统的等效质量[4,13]，进而计算TMD质量比，分别优化2个TMD的参数；经计算得出，每个TMD质量与结构的等效质量之比均为0.005，2个TMD的优化频率比和阻尼比分别为0.995和0.044。采用密频均值调谐法时，2个TMD对主结构的两阶频率的均值调谐，并取经典方法中的优化频率比和阻尼比。由图5可见基于H2性能优化设计的TMD能够使控制系统的无量纲响应峰值最小，减振效果明显优于经典方法和密频均值调谐法。
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图5 基于H2性能设计的优化减振效果
Fig.5  Optimum damping effect based on H2 performance criterion

4.2 不同密集度时的减振

对图1所示双密频结构，频率密集度
[image: image196.wmf]b

决定了主结构的频率分布，从而影响了基于H2性能的TMD的优化参数；而
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的变化并不改变主结构的模态振型，因此在经典方法设计时TMD的质量比和优化参数不变。采用基于H2性能优化TMD参数时，图6给出了对应不同
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值所能取得无量纲响应值
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时的最优权重
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。图7和图8分别给出了相应
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值时TMD的优化频率比和阻尼比，以及无量纲响应值
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随
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值的变化；作为对比，图8还给出了经典方法和密频均值调谐法对2个TMD优化设计时，
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随
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值的变化。由图可见，除TMD的阻尼比随着
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值的变化呈现一定分布外，还可得出如下结论：

①当
[image: image207.wmf]b

向低值趋近时（如由0.02向0.01变化时），双密频结构向重频结构趋近，由图7（a）可知基于H2性能的2个TMD的优化频率值均小于主结构的1阶频率，与经典方法优化的TMD频率分布规律趋近；图8显示两种方法时的无量纲响应值
[image: image208.wmf]opt

u

也逐渐趋近。

②当
[image: image209.wmf]b

值在0.02~0.08区间变化时，由图7（a）可知基于H2性能的2个TMD的优化频率值在主结构的2个密频间分布，与经典方法优化的TMD频率分布相异；与采用经典方法时相比，图8显示基于H2性能优化所得的TMD的减振性能明显优于前者；

③当
[image: image210.wmf]b

向高值趋近时（如由0.08向0.09变化时），
[image: image211.wmf]b

值与期望的附加模态阻尼比相比显然已较大，主结构将变为非密频结构，由图7（a）可见基于H2性能的2个TMD的优化频率比都小于1，与经典方法优化的TMD频率分布规律趋近；图8显示，相比经典方法，基于H2性能优化结果仍能取得优于前者的减振效果。

④由图8可见，密频均值调谐法作为一种简化设计方法，仅在
[image: image212.wmf]b

值较小时适用；相比于基于H2性能优化和经典方法，所设计的TMD的减振效果较差，并随
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值的变大减振效果急剧降低。
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图6最优权重随频率密集度的变化

Fig.6 Optimal weighting against density of closely spaced frequencies
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图7 TMD优化频率比和阻尼比随频率密集度的变化

Fig.7 Optimum frequency ratios and damping ratios against density of closely spaced frequencies
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图8 优化后的无量纲响应值随频率密集度的变化

Fig.8 Nondimentional optimum response against density of closely spaced frequencies

4.3  分布式TMD个数多时的减振

以在图1所示主结构上分布安装10个TMD为例进行说明，即每个振子上分别安装5个TMD，取
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和模态控制权重
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，假设安装在第一个振子上的TMD对1阶频率调谐，安装在第二个振子上的TMD对2阶频率调谐，用基于H2性能的梯度优化法实现10个分布式TMD的参数设计。优化所得的TMD的频率比和阻尼比见图9。以频率范围
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对第一个主振子进行扫频激励，主结构的无量纲响应
[image: image222.wmf]u

随激振频率比
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的变化关系见图10，图中也给出了2个分布式TMD的减振情况以作对比。由图10可见，随着分布式TMD的个数的增加，无量纲响应
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的峰值数增多，最大值
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显著降低。对分布式TMD个数为10时的优化参数和减振性能随权重
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和密集度
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的变化关系，本文不再做详细讨论。但基于H2性能的梯度优化法对分布式TMD个数较多时的参数的优化效果已在本例上凸显。
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图9 各TMD优化的频率比和阻尼比

Fig.9 Optimal frequency ratios and damping ratios of individual TMDs
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图10 不同TMD个数时的无量纲响应

Fig.10 Nondimentional response with various number of TMDs 

5 结论
以典型的2自由度双密频结构为例，建立了适合闭环静力反馈控制的组合系统模型，将基于H2性能的梯度优化法扩展至分布式TMD的参数优化；通过定义针对密集模态振动的控制输出和无量纲评价指标，阐明了模态控制权重和模态密集度对分布式TMD参数优化和减振效果的影响；确认了基于H2性能的梯度优化法设计分布式TMD的高效性。研究发现：

（1） 对密集频率结构，以模态响应为控制输出并通过合理选择模态控制权重，可使得评价指标峰值相等，此时分布式TMD达到最优的设计参数和减振效果。

（2） 相对于经典方法，基于H2性能优化的分布式TMD在一定模态密集度范围内减振效果更佳；在密集度减小至重频结构，或增大至非密频结构时，虽仍能取得优于前者的减振效果，但减振效果趋近于经典方法。

（3）基于H2性能的梯度优化法具有良好的优化效率，特别是在分布式TMD的个数较多时，目标函数的峰值也增多，减振效果更佳。
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Study of vibration control of 2 DOF structure with closely spaced frequencies using distributed TMDs

WEN Yong-kui, HU Jiu-zhan, LU Wen-liang 

 (School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China)
Abstract: To investigate vibration control problem of structures with closely spaced frequencies, a typical symmetrical structure with two degree of freedom is taken as a case study. Parameter optimization and control performance of distributed tuned mass dampers(TMDs) for the vibration control of the structure with closely spaced modes are studied by using H2 performance criterion and gradient-based optimization method. Mathematical system model that combines the distributed TMDs and the structure is formulated to represent a closed loop system with a static output feedback control action. The gradient-based optimization method based on H2 performance criterion is extended to the parameter optimization of the distributed TMDs. To control the vibration with closely spaced modes, control output and nondimentional performance index are defined. Effect of modal control weighting forming the control output on the optimal parameters and the performance index is analyzed. The optimal weighting that can equalise two peak values of the performance index is specified. Then change regulations of the optimal parameters and the performance index against density of the closely spaced frequencies are formulated. Compared with classical design method of the TMDs, effective control performance of the distributed TMDs designed by H2 performance criterion is tested and verified. High efficiency of the gradient-based optimization method based on H2 performance criterion is confirmed especially when number of the distributed TMDs is enlarged.
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