	



三自由度含间隙振动系统Poincaré映射Hopf-Hopf交互分岔的反控制
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摘要：对一类含间隙碰撞振动系统Poincaré映射的Hopf-Hopf交互分岔进行了反控制研究。首先，基于碰撞振动系统建立了六维Poincaré映射，由于六维映射相应雅克比矩阵的特征值没有解析的表达式，这使得由特征值特性描述的传统临界分岔准则在确定控制增益中具有很大的局限性。针对这个局限性，建立了包含特征值分布条件、横截条件和非共振条件的显式临界准则。所建立的准则与传统的分岔准则等价，但并不依赖雅克比矩阵特征值的直接计算。然后，针对碰撞的不连续特性导致的隐式Poincare映射在闭环系统控制设计中的困难，发展了一种基于原碰撞系统的线性反馈控制方法。最后，数值分析给出了在指定的参数点所设计的映射Hopf-Hopf交互分岔的环面解，进一步验证了理论分析的正确性。
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引言

碰撞振动在实际工程领域中普遍存在。由于碰撞振动系统的不连续性，使其能够展示出丰富且复杂的动力学行为。许多研究者对碰撞系统的分岔和混沌现象作了深入而广泛的研究。Shaw和Holmes[1]用中心流形理论分析了一类单侧约束简谐激力下单自由度振子周期运动的局部分岔，并通过同宿相截条件讨论了混沌运动；文献[2,3]系统研究了碰撞振动系统在非共振和强共振下的Hopf分岔；文献[4,5]研究了两自由度碰撞系统相应Jacobi矩阵有两个-1特征值时的余维二分岔；文献[6]研究了高维映射的Hopf-flip分岔并将理论结果应用于一类两自由度碰撞振动系统中；文献[7,8]研究了一类碰撞振动系统的Hopf-Hopf分岔和不变环面的存在性。文献[9]研究了一类具有对称刚性约束的三自由度碰撞振动系统对称周期n-2运动的音叉分岔, Hopf分岔和Hopf-Hopf分岔。大多数碰撞振动问题的共同特点是碰撞振动系统的维数高，动力响应复杂。为达到预期的工作目的，取得优化的工作效果，大量工程实际问题迫切需要人们对碰撞振动系统的动态行为有更深入、更全面的认识。

Hopf-Hopf交互分岔作为一种典型的环面分岔现象，其特征值分布条件的特点是在两参数的临界分岔点要求有两对复共轭特征值同时位于单位圆周上，这使得此类环面分岔现象具有更加复杂而丰富的动力学行为。Hopf-Hopf交互分岔反控制是在指定的参数位置通过控制使系统生成具有所期望分岔特性的Hopf-Hopf交互分岔解。在实施分岔的反控制时，需要按分岔的临界准则反求出控制增益参数进而通过调控增益参数来生成所期望的分岔解。值得注意的是，传统的Hopf-Hopf交互分岔临界准则是以特征值的特性来描述的，而高维系统的特征值一般又无法解析表示。由此，以往Hopf-Hopf交互分岔的研究通常是通过参数逐点取值的数值方法去试算Jacobi矩阵的特征值及其特性是否满足分岔临界准则，这使得传统的Hopf-Hopf交互分岔临界准则在主动控制分析中具有很大局限性。所以，针对这个局限性很有必要建立一种不依赖于特征值计算的新的Hopf-Hopf交互分岔临界准则。

本文基于一类三自由度含间隙碰撞振动系统建立的六维Poincaré映射，建立了相应映射与传统Hopf-Hopf交互分岔等价的显式临界准则。所建立的准则是由雅克比矩阵的元素组成的一些不等式和等式构成的显式条件，并不依赖于雅克比矩阵特征值的计算，这克服了传统分岔准则在高维系统中对Hopf-Hopf交互分岔进行主动控制存在的局限性。此外，如果直接对Poincaré映射施加控制，由于碰撞的不连续特性导致的隐式Poincare映射的特点使得很难反求出原系统相应的控制参数，这给闭环系统控制设计中带来很大的困难，针对这个困难，发展了一种基于原碰撞微分系统的线性反馈控制方法。最后，基于建立的显式临界准则，使用线性反馈控制方法在指定的参数点实现了所设计的映射Hopf-Hopf交互分岔的环面解。

1 含间隙碰撞振动系统的周期运动及Poincaré映射

图1是一个含间隙的三自由度振动系统的力学模型。质量为
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的质块分别由刚度为
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的线性弹簧和阻尼系数为
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的线性阻尼器联接于支承，每个质块受简谐激振力
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的振幅较小而未与刚性约束
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(或C)接触时，系统作简单的线性振动。当
[image: image14.wmf]2

M

的振幅增加到与刚性约束
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(或C)发生接触碰撞时，系统作非线性的碰撞振动。假设力学模型中的阻尼是Rayleigh型比例阻尼，碰撞过程由碰撞恢复系数
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图1  三自由度含间隙振动系统的力学模型

Fig.l  The model of three-degree-of-freedom vibratory system with clearances

这里直接给出无量纲变换后系统的动力学方程。未碰撞阶段，系统的运动微分方程为[10]
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碰撞时刻, 质块
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的冲击方程为
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在方程(1)和(2)中， “．”表示对无量纲时间
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令
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表示方程(1)的正则模态矩阵，
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表示无碰撞情况下振动系统的固有频率。通过模态叠加法可得到方程(1)的通解如下
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式(3)和(4)中，
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是正则模态矩阵
[image: image34.wmf]Ψ

的元素，
[image: image35.wmf]2

j

j

gw

h

=

，
[image: image36.wmf]2

2

j

j

dj

h

w

w

-

=

，
[image: image37.wmf]jk

a

和
[image: image38.wmf]jk

b

是积分常数(
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)，由系统的初始条件和模态参数确定，
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为振幅常数，具有下面形式
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式(5)中的
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是正则模态矩阵
[image: image46.wmf]Ψ

的元素。

设定系统一周期运动的条件如下：
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由周期性条件(6)和(7)以及通解(3)和(4)，可以确定系统的一个碰撞振动周期运动
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选择Poincaré截面：
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其中
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2 反控制碰撞振动系统Poincaré映射的Hopf-Hopf交互分岔

2.1 受控系统及其Poincaré映射

对系统(1)和(2)加线性反馈后的控制系统为
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式(9)中
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分别为无量纲化后的质量矩阵，阻尼矩阵，刚度矩阵，激振力的振幅向量，
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通过适当的变换，可以得到方程(9)的解为
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式(11)和(12)中
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为振幅常数，具有下面形式
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式(13)中的
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是正则模态矩阵
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此控制方法并不改变原系统的周期解，于是通过选择Poincaré截面：
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2.2 Poincaré映射Hopf-Hopf交互分岔的显式临界准则

首先给出传统的映射Hopf-Hopf交互分岔的临界准则如下：

定义1[7,11]：在不动点
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处满足下面的条件：

(C1)  特征值分布：
有两对不同的复共轭特征值同时位于单位圆上，即，
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(C2)  横截条件：
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这里，分岔参数
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(C3)  非共振条件：
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那么，映射(14)在分岔点
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0

μ

μ

处会发生非共振的Hopf-Hopf交互分岔。
定义雅克比矩阵
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这里
[image: image124.wmf](,)

ii

aa

=

μ

ε

是与分岔参数
[image: image125.wmf]μ

和控制参数
[image: image126.wmf]ε

有关的实数，
[image: image127.wmf]1,6

i

=

L

。

基于特征多项式(15)的系数，给出Hopf-Hopf交互分岔显式临界准则如下：
命题1：如果映射(14)的雅克比矩阵
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(H2)  横截条件：
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这里，
[image: image142.wmf]213243546

3415263

45612

561

6

1

1

()1

01

0001

aaaaaaaaa

aaaaaaa

aaaaa

aaa

a

-----

----

D=---

--

-

μ

。
(H3)  非共振条件：
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那么，映射(14)在分岔点
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处会发生非共振的Hopf-Hopf交互分岔。

证明：(i) 条件(H1)与条件(C1)的等价性

在证明条件(H1)与条件(C1)的等价性时会用到下面的准则1。设一个四次多项式方程为
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准则1：对于四次多项式方程(19)，有两对不同的复共轭特征根同时位于单位圆上当且仅当下面的条件成立：
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(a) 由条件(H1)推导出条件(C1)
首先将多项式(15)分解为一个四次多项式和一个二次多项式的乘积
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将多项式(20)展开并与多项式(15)作系数对比有
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然后利用maple软件由条件(H1)中的(16-9)和(16-10)可以推导出
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代入表达式(21)中并将简化结果
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由不等式(22)以及不等式
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[12]可知二次多项式方程
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    再将特征值
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同样将
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基于等式(23)和(24)，由条件(H1)中的(16-5)和(16-6)并利用推导出的不等式
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最后将表达式(21)的简化结果
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代入条件(H1)中的(16-7)和(16-8)并利用maple软件容易推导出
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两个条件。这样利用条件(16-1)-(16-10)推导出了条件(A1)-(A6)成立，根据准则1可知剩下的四个特征根是两对同时位于单位圆上的不同的复共轭特征根。

(b) 由条件(C1)推导出条件(H1)
条件(C1)保证有两对复共轭特征值同时位于单位圆上，另外两个特征值都位于单位圆内。不失一般性，这意味着多项式(20)中的四次多项式的系数满足条件(A1)-(A6)以及二次多项式
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(ii) 条件(H2)与条件(C2)的等价性

事实上在(H2)中的表达式[13]，
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表达式(25)中的
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再对表示式(26)关于
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这里 
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将表达式(28)代入式(27)有
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我们已经证明出条件(H1)能保证有两对复共轭特征值同时位于单位圆上。设这两对复共轭特征值为
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从方程(30)可以看出，(C2)中的横截条件
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(iii) 条件(H3)与条件(C3)的等价性

设两对复共轭特征值中的
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式(33)中还应该保证
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将表达式(34)以及用系数
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注意到
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(C3)中的非共振条件
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从命题1中的条件(H1)-(H3)可以看出所建立的准则不依赖雅克比矩阵特征值的计算。在下一节我们将通过数值算例来验证此准则的有效性。

2.3 数值实验

选取系统的一组参数
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处，原系统处于稳定的拟周期运动(对应Poincaré映射上的不变圈)，如图2所示。
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          图2  Poincaré映射上的不变圈

           Fig.2  The invariant circle on the Poincaré map

选取线性反馈增益矩阵
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，将其中的
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作为控制参数(即,
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)来实现碰撞振动系统(1)和(2)Poincaré映射上的Hopf-Hopf交互分岔解。根据命题1中的显式临界条件(H1)-(H3)，可以得到如图3所示的控制参数分岔图。
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      图3 控制参数分岔图

       Fig. 3. Control parameter bifurcation diagram

图3中由绿色的细曲线
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和绿色的粗曲线
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围成的空白区域内，(H1)中所有的不等式(16-1)-(16-8)都成立，而在灰色区域内至少有(H1)中的一个不等式失败。红色曲线
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和蓝色曲线
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分别由(H1)中的等式(16-10)和(16-9)得到。两曲线
[image: image299.wmf]m

和
[image: image300.wmf]n

的两个交点为
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点虽然满足等式(16-10)和(16-9)，但因为此点在灰色区域内并不能保证其它的特征值都位于单位圆内，所以我们确定
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点是合理的控制参数分岔点。此外，青色的曲线
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是一条共振曲线，此曲线离分岔点
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比较近，在选取控制参数时应该避开此共振曲线。
在指定的临界分岔点
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处，通过在控制参数分岔点
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附近选取控制增益
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获得了Poincaré映射上的Hopf-Hopf交互分岔环面解，如图4所示。
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图4 在指定的分岔点
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得到的Poincaré映射上的Hopf-Hopf交互分岔环面解
Fig.4  A torus solution of the created Hopf–Hopf interaction bifurcation on the Poincaré map at 
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3  结论 

(1) 建立了一类高维映射包括特征值分布、横截条件和非共振条件的Hopf-Hopf交互分岔的显式临界准则。此准则是由雅克比矩阵相应的特征多项式的系数表示的一系列等式和不等式组成，不需要直接计算雅克比矩阵的特征值。

(2) 在不改变原系统周期运动特性的情况下，发展了一种基于原碰撞微分系统的线性反馈控制方法。
(3) 在通过调节控制增益来反控制此类含间隙振动系统映射Hopf-Hopf交互分岔的过程中，相比较传统的映射Hopf-Hopf交互分岔，此准则更加的有效和方便。
(4) 基于所建立的准则在指定的参数点实现了三自由度含间隙振动系统Poincaré映射Hopf-Hopf交互分岔的反控制。
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Abstract:Anti-controlling Hopf–Hopf interaction bifurcation on Poincaré map in a three-degree-of-freedom vibratory system with clearance is addressed in this paper. Firstly, a six-dimensional Poincaré map of the vibro-impact system is established. As the analytical expressions of all eigenvalues of Jacobi matrix for six-dimensional map are unavailable, the classical critical criteria of Hopf–Hopf interaction bifurcation described by the properties of eigenvalues have a great limitation in obtaining control gains. Aiming at the limitation, a new bifurcation criterion including eigenvalue assignment, transversality condition and non-resonance condition is established. The established criteria are equivalent to the classical critical criteria, but they do not depend on eigenvalue computations of Jacobi matrix. Then, for the difficulty of implicit Poincaré map created by discontinuity of vibro-impact motions in anti-control design of bifurcation of the close-loop system, a linear feedback control method is developed. Finally, numerical simulation shows that a torus solution of Hopf–Hopf interaction bifurcation on Poincaré map is created in a desired parameter location and verifies theoretical analysis.
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