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摘  要：应变模态振型决定了结构动应变分布规律。基于梁应变与曲率的正比关系，提出一种直接求解悬臂梁结构曲率模态的积分方法，适用于任意形式的刚度和质量函数。通过与数值和解析解比较模态频率与振型，验证了该方法的准确性。此外，该方法将连续体模态求解问题转化为有限自由度的广义特征值形式，进一步证明可以应用Nelson法求解该形式的特征灵敏度，获得了曲率模态振型对于结构设计参数的灵敏度显式表达。为了更加明显地表现动应变变化，提出了曲率梯度模态的概念，其参数灵敏度可由曲率模态灵敏度获得。算例结果表明，该方法可以有效地优化结构参数、避免动应变集中。该方法同样也适用于固支—固支和固支—简支这两种边界条件。
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引  言
分析激励作用下的动应力状态及其分布规律是工程结构动强度设计的关键，而应力又需要由应变通过本构关系间接得到。结构动位移响应可以采用位移模态综合法获得，同理也能够采用应变模态综合[1-2]直接获得动应变响应。应变模态振型是结构本身的固有特性，与激励载荷无关，决定了空间动应变的分布。工程师可以通过修改结构参数来优化应变模态振型，以改变动应变分布、避免动应变集中，从而提高结构的可靠性和使用寿命。
梁是许多工程结构的简化模型，尤其是悬臂梁模型，如机翼、高层建筑等。梁截面的应变与中性面变形曲率成正比，所以梁中性面曲率模态可以等效应变模态，下文所述的曲率与应变二者等同。曲率模态在损伤识别[3-8]领域有广泛的应用，但是这些文献一般都是先通过有限元法得到位移模态，再采用中心差分法近似、间接地获得曲率模态。据目前所调研的公开发表文献所示，还没有一种直接求解任意梁曲率模态的解析法或半解析法。
对于任意变截面非均质欧拉梁，其运动方程是以横向位移为变量的变系数四阶偏微分方程，如果能够得到位移模态的解析解，也可对该解析解求两次导数得到曲率模态。但是，教科书[9-10]中的位移模态解析解仅仅适用于等截面均质梁。Naguleswaran[11]采用Bessel函数求解了楔形和锥形这两种特殊截面变化形式的欧拉梁位移模态解析解。Melnikov[12]在其著作里采用Green函数法求解任意欧拉梁位移模态，但是不同边值条件下Green函数的求取非常困难，这就限制了该方法的应用。Li[13]提出了一种求解任意梁剪切变形的精确方法，但是刚度函数与质量函数之中只能有一个是任意的。Elishakoff和Candan[14]给出了非均匀梁自振频率的封闭形式表达，但其要求密度和弹性模量都表示成多项式函数的形式。Huang等[15]提出一种求解轴向参数变化梁模态频率的积分法，相比Green函数法更加简便，且适用于多种刚度函数与质量函数。但是Huang在文中仅通过比较模态频率验证了方法的正确性，而没有分析模态振型，且据所调研公开发表文献，还没有学者将这种积分方法推广到求解曲率模态。
除了准确求解任意梁的应变模态，在结构设计阶段，工程师们更关心结构设计参数对应变分布的影响。模态振型灵敏度分析是连接结构设计参数与动应变分布的桥梁，也是前面所讲的优化动应变分布的关键课题，学术界在这方面的研究也很多。Sutler等[16]比较了四种典型模态振型灵敏度的计算方法：有限差分法、模态法[17]、改进模态法[18]和Nelson法[19]，结果表明Nelson方法最为有效、准确。Yu等[20]将Nelson方法得到的结果作为比较另外五种近似灵敏度求解方法的标准解。但是Nelson方法处理的是矩阵形式的特征值和特征向量灵敏度问题，如果利用该方法求解欧拉梁这种连续结构的应变模态灵敏度，还需要将问题转化为包含有限自由度的矩阵形式。
本文提出了基于悬臂欧拉梁结构的曲率模态积分法，将以曲率为变量的运动微分方程转化为积分方程形式，从而可以直接求解曲率模态。该方法适用于任意刚度与质量函数，通过与解析解及精细有限元结果的对比，验证了方法的准确性。此外，这种积分法能够将连续结构的模态求解转化为矩阵形式的广义特征值问题，同时基于矩阵分析，证明了采用Nelson法求解参数灵敏度的可行性。最后，计算了曲率梯度模态及其参数灵敏度，曲率梯度能够更加明显地反映应变集中。通过典型算例展示了曲率模态振型设计流程并验证了方法的有效性。
    此外，通过公式推导与算例验证，证明该方法也适用于固支—固支和固支—简支两种边界条件。

1  应变模态积分法
    任意截面非均质欧拉梁的无阻尼运动微分方程可写成


[image: image1.wmf]222

222

(,)(,)

()()(,)

yxtyxt

SxmxFxt

xxt

éù

¶¶¶

+=

êú

¶¶¶

ëû

 (1)
式中
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为轴向坐标，
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表示中性面的横向位移，梁单位长度的质量记为
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，且
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，其中
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为梁材料密度、
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为梁的横截面面积；梁横截面的抗弯刚度记为
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，且
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，其中
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为梁材料的杨氏模量、
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为梁横截面绕中心轴
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轴的转动惯量；
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表示梁单位长度上的横向载荷，梁长
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    采用分离变量法令
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分析梁的自由振动，设
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为自振角频率，引入无量纲参数
[image: image17.wmf]xL

x

=

，并令
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，则式(1)可写成
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    对各向同性材料，仅考虑梁截面轴向的正应力，则应力应变关系为
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其中
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和
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分别为轴向
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处的正应力与正应变，应力不可直接测量，需通过公式(4)由应变换算得到，二者相互对应。

    假设截面上某一点距离中性面的距离为
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，该点处应变
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与中性面曲率
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可见截面上任意点的应变均正比于该截面处的中性面曲率，所以可以用欧拉梁的中性面曲率表征应变，即下文中所述的应变与曲率二者等同。
1.1  曲率微分方程
    同一个模态频率
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（
[image: image29.wmf]i

为一正整数）下，每一个位移模态振型
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都会对应一个应变模态振型
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，这两个模态振型是同一个能量平衡状态的两种不同表现形式。根据欧拉梁理论，梁截面上一点的应变与中性面曲率成正比，那么对应于应变模态
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，同时也存在一个等效的曲率模态
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，反映了结构在某一能量平衡状态下的中性面曲率状态。

    由于曲率是梁横向位移的二阶导数，则有
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式中
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和
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为内层积分变量。

    对于悬臂梁结构，边界条件为
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  (7)
考虑到边界条件(7)，将式(6)代入到方程(3)中得
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由高等微积分知识可知
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则式(8)可化简为
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上式即为以曲率
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为变量的自由振动微分方程。

    将方程(10)等号两端在
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x

范围内依次积分两次得
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式中
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为待定系数，
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为积分变量，式(12)进一步化简得
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    将悬臂梁边界条件(7)代入到上式(11)和(13)得
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求得
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后代回至方程(13)，最终得到
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    至此，对于悬臂梁结构最初的以位移为变量的运动微分方程，通过积分方法转化为以曲率
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为变量、适用于任意弯曲刚度
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和质量函数
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x

的积分方程(15)。求解该方程可直接获得梁中性面曲率，进而确定结构应变。
1.2  曲率模态方程
    为求解积分方程(15)，将曲率展开成幂级数形式
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式中N为一个正整数，令
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为幂级数系数向量，将上式代入到方程(15)可得
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用
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乘以上式等号两边，并对等号两边在
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范围内积分
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以上方程最终可简化为如下形式
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式中
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分别为曲率刚度和质量矩阵，令
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    至此，通过级数展开求解积分方程(15)，将方程化为矩阵形式的广义特征值问题，求解特征值方程(19)得到特征频率
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和特征系数向量
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，进而根据式(16)获得曲率模态振型
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2  模态设计
    结构的应变模态振型决定了激励载荷作用下的动应变分布，尤其是当激励频率处于模态频率附近的时候。通过修改结构设计参数，以优化应变模态振型，从而避免动应变集中、提高结构寿命。
    在初步设计阶段，许多工程结构可以简化成梁模型，例如传动轴、输运管道、高层建筑等。这些结构的质量函数与刚度函数在轴向都是变化的，有限个设计参数决定了结构的刚度与质量函数形式，分析这些模态振型对这些参数的灵敏度是进行模态设计的关键。

2.1  参数灵敏度
    由于前面已经将连续梁的曲率模态求解转化为矩阵形式的广义特征值问题，所以就可以采用Nelson法求解特征向量（曲率模态展开系数）参数灵敏度。虽然Nelson在其文献[19]中的分析对象是标准特征值问题（质量矩阵为单位矩阵），但是下面将证明其方法也同样适用于本文情况。
    方程(19)中，设
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为右特征向量，
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为左特征向量，满足
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由式(20)可知，刚度矩阵
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是对称的而质量矩阵
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不一定对称。将右特征向量对质量矩阵进行归一化
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式中
[image: image78.wmf]ij

d

为Kronecker-
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符号，假设设计参数
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其中
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    方程(24)是一个非齐次代数方程组，系数矩阵
[image: image86.wmf](

)

i

v

-

KM

的秩是N-1，不能直接求逆。但其解可以表示成一个特解和齐次方程组一般解的和的形式
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式中
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是方程(24)的一个特解，
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的导数并联合式(26)可得
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由此可知，只要求得方程组(24)的一个特解
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，便可得到特征向量的参数导数
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是奇异的，要想获得一个特解，首先要对该矩阵消奇异，即找到非奇异子矩阵。
    假定左、右特征向量中的第
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式中
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以上两个方程的系数矩阵的秩都应该是N-1，即方程组(30)系数矩阵中的N个行向量中有N-1个是互不相关的、方程组(31)系数矩阵中的N个列向量中有N-1个是互不相关的，两个矩阵中仅有一行
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至此就确定了原方程组(21)中奇异系数矩阵的N-1阶非奇异子矩阵。不妨令
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其中
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一定是方程组(24)的一个特解。再通过式(26)和(27)，便可求得特征向量的参数导数。
2.2  曲率梯度
    为了能够更加明显地表现应变的变化，引入曲率梯度模态的概念，其是曲率模态振型在梁轴向方向的导数，反映了应变在轴向的梯度变化。
    设
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    曲率梯度模态对于设计参数的变化也更加敏感，其参数灵敏度为
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可以利用之前已经求得的曲率模态参数灵敏度结果来计算曲率梯度模态的灵敏度，缩短了设计周期。
3  算例
3.1  等截面均质梁
    对于等截面均质梁，其质量函数
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都是常数，设等效模态频率为
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。与解析解[10]相比，采用积分法直接计算的前4阶等效曲率模态频率如表1所示。
表1  等截面均质梁前4阶等效模态频率
Tab.1  First four equivalent natural frequencies for a uniform cantilever beam
	n
	Exact
	N = 3
	N = 5
	N = 7
	N = 9

	1

2

3

4
	 1.8751

 4.6941

 7.8548

10.9955
	 1.8754

 4.7152

10.8694
	 1.8751

 4.6942

 7.9523

11.3366
	 1.8751

 4.6941

 7.8559

11.0054
	 1.8751

 4.6941

 7.8548

10.9955


    由表1可知，当幂级数项增加到
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时便能精确求得前四阶模态频率(小数点后四位)，此时的模态振型如图1所示，积分法求得的模态振型与解析解高度一致。增大N值可提高精度。
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图1  等截面均质梁前四阶曲率模态振型
Fig.1  First four curvature mode shapes of a uniform cantilever beam
3.2  变截面梁
    变截面梁构件在工程中有广泛应用，例如大跨度桥梁、传动轴等，研究其应变模态对结构动强度设计有重要意义。

    假设一种变截面悬臂梁结构，材料为钢，弹性模量为
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、密度为
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，截面形状为圆形，半径变化规律为
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其中
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为缩放率，反映了梁末端与初始端的截面积缩减度。当
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取值的梁截面半径如下图2所示。
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图2  变截面梁截面半径
Fig.2  The radius of a non-uniform cross-section beam
    由于是圆形截面，则横截面面积
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为例，与精细网格有限元解（Fine finite element method）对比，积分法（
[image: image160.wmf]10
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）求得的前4阶模态频率及模态振型如表2和图3所示。
表2  变截面梁前4阶模态频率(Hz)
Tab.2  First four natural frequencies(Hz) for a non-uniform cross-section cantilever beam
	n
	Integral Method
	Fine FEM
	Error

	1

2

3

4
	57.5373

281.4566

737.0197

  1418.4332
	57.5368

281.4540

737.0119

 1418.4815
	0.0009%

0.0009%

0.0011%

 -0.0034%
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图3  变截面梁前4阶曲率模态振型
Fig.3  First four curvature mode shapes of a non-uniform cross-section beam
    从表2和图3可以看出，积分法在计算梁刚度和质量函数为三角函数类时，同样拥有很高的精确度。
3.3  部段连接
    在很多工程结构中，整体结构都是由多个部段通过连接结构组装在一起的，连接段导致了局部刚度和质量变化。在梁模型中，连接段的局部动力学特性可以表示为变化的刚度和质量函数，有限个设计参数决定了函数的具体形式。
    假设连接段的刚度变化由梁模型中的材料杨氏模量来表示。采用悬臂梁模型，梁长为
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其中
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时，梁材料杨氏模量为常值
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，此时的杨氏模量曲线如图4所示，可见
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图4  不同参数下的杨氏模量曲线
Fig.4  The Young’s modulus curves with different parameters
    由于参数变化仅发生在中间段，对模态振型的影响也相应主要体现在中间段局部，故下文将以该局部为分析对象。

    采用本文中的积分法，计算
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时的第二阶曲率模态振型（中间段处于振型波谷位置，能够更加明显地反映参数变化），如图5所示，同时计算该阶振型关于设计参数
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图5  
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时二阶曲率模态振型及灵敏度
Fig.5  The second curvature mode shape and its sensitivity with respect to 
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[image: image193.wmf]1
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取不同值的二阶曲率模态振型如图6(a)所示，可见正如灵敏度分析预测的，
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从-4增加到0的过程中，模态振型也相应地上移，中间段区域的应变值也随之减小。图6(b)中所示的曲率梯度模态振型更加直观明显地显示了参数变化对模态振型的影响，
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(a) 曲率模态

(a) Curvature modes
[image: image197.png]Second Gradient Y*(§)

—-=- =4
=-2

1





(b) 曲率梯度模态

(b) Curvature gradient modes
图6  不同参数下的二阶曲率及曲率梯度模态振型
Fig.6  The second curvature and curvature gradient mode shapes with different parameters
4  边界条件适用性
本章将分析上述积分方法对不同边界条件的适用性。
    令
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为等效转角模态，则方程(8)可改写为
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    边界条件就是对端点的位移
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    将方程(39)等号两端在
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    由于将曲率展开成式(16)的形式，所以有
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    显然有
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端为固支边界，
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4.1  固支—简支
    在起始端固支、末端简支这种边界条件下，有
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将上式分别代入到式(16)和式(42)中，可得
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则有
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这时末端的剪力可以写成
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    将式(45)、(46)和(47)代入到方程(41)中可得
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用
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范围内积分，最终可化简为式(19)的形式。令
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4.2  固支—固支
    在两端都固支的这种边界条件下，有
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此时有
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这时末端的剪力可以写成


[image: image229.wmf]3

1

1

3

2

1()()

(1)()()

1

ˆ

(1)(1)(1)(1)

c

c

N

jjj

j

dSdY

QYS

Ldd

cSPSP

L

x

xx

xx

xx

=

-

=

éù

=-+

êú

ëû

éù

¢

=-+

ëû

å

   (53)
    与上一节固支—简支边界条件的处理方式相同，令
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4.3  算例
    以等截面均质梁为例，分别利用上两节所示的积分法求得（
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）固支—简支、固支—固支两种边界条件的前三阶模态频率和曲率模态振型，与解析解[10]相比如表3所示。表中的“曲率模态振型平均误差（Curvature Modal Shapes Average Error）”指的是，在
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区间等距取100个数据点，所有数据点对应积分法与解析解振型数据误差的代数平均值。
表3  等截面均质梁两种边界条件前三阶曲率模态
Tab.3  First three curvature modal frequencies and shapes for a uniform beam with two boundary conditions
	Boundary
condition
	n
	Frequencies
error
	Curvature shapes

average error

	Clamped-Simply supported
Clamped-Clamped
	1

2

3

1

2

3
	-0.0001%
-0.0015%
0.0121%
0.0001%
0.0192%
0.0063%
	-0.0077%

0.2558%

0.2999%
-0.0168%
-1.9071%
-0.5837%


    从上表可以看出，积分法同样适用于这两种边界条件形式，且求解曲率模态频率和模态振型的精度都很高。
5  结论
本文通过直接求解曲率模态及其参数灵敏度，将模态振型分析与动应变分布优化联系起来。提出曲率梯度模态的概念，更加直观、灵敏地展现动应变的空间变化及结构设计参数的影响。
    曲率和曲率梯度的模态振型展开成幂级数，通过积分以曲率为变量的变系数运动微分方程，将连续体系统的模态求解问题转化为包含刚度和质量矩阵的广义特征值形式。幂级数系数为特征向量，矩阵分析证明了采用Nelson法求解该形式特征灵敏度的可行性，得到曲率和曲率梯度模态关于结构设计参数的精确灵敏度。三个典型算例证明，采用这种积分方法可准确地求解曲率模态、参数灵敏度分析能有效地优化动应变分布以避免动应变集中。
    文中方法适用于任意刚度与质量函数的悬臂梁结构，同时也适用于固支—固支和固支—简支这两种边界条件。
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Abstract： The spatial distribution of dynamic strain is determined by the modal shape and hence the strain at a certain area can be reduced by modal shape design. Based on the proportional relation between strain and curvature, this paper proposes an integral method to solve curvature modal frequencies and shapes directly of cantilever beam-like structures with variable stiffness and mass functions. The method is validated by comparing the computation results with both numerical and analytical solutions. Furthermore, the presented method transforms the problem solving of continuous systems modes into a generalized eigenvalue form of finite degrees of freedom. The explicit expressions of curvature eigen-sensitivity have been established with Nelson's method, and the curvature gradient modes are also calculated to show the change of dynamic strain more visibly. An example of parameter design is presented with the proposed sensitivity analysis method. Moreover, this method is proved capable of treating the other two boundary conditions of clamped-simply supported and clamped-clamped.
Keywords： Strain mode；Curvature mode； Integral method； Sensitivity analysis; Curvature gradient mode
作者简介：邢建伟(1986—），男，博士研究生。电话：13811950902；E-mail: xingjianwei1019@126.com

通讯作者：郑钢铁(1960—），男，教授。电话：(010)62783235；E-mail: gtzheng@tsinghua.edu.cn






PAGE  

_1457331407.unknown

_1458543671.unknown

_1466579700.unknown

_1467100555.unknown

_1467101039.unknown

_1467101910.unknown

_1467146409.unknown

_1467186855.unknown

_1472919494.unknown

_1472977515.unknown

_1472892281.unknown

_1467148100.unknown

_1467181134.unknown

_1467102218.unknown

_1467115072.unknown

_1467115099.unknown

_1467115448.unknown

_1467115566.unknown

_1467115088.unknown

_1467102295.unknown

_1467115069.unknown

_1467102471.unknown

_1467102239.unknown

_1467102091.unknown

_1467102161.unknown

_1467102033.unknown

_1467101427.unknown

_1467101753.unknown

_1467101774.unknown

_1467101500.unknown

_1467101266.unknown

_1467101396.unknown

_1467101169.unknown

_1467100960.unknown

_1467101014.unknown

_1467101026.unknown

_1467100968.unknown

_1467100743.unknown

_1467100850.unknown

_1467100639.unknown

_1467095826.unknown

_1467100481.unknown

_1467100520.unknown

_1467100534.unknown

_1467100507.unknown

_1467100281.unknown

_1467100401.unknown

_1467096542.unknown

_1467095178.unknown

_1467095253.unknown

_1467095816.unknown

_1467095206.unknown

_1467093276.unknown

_1467095165.unknown

_1466580051.unknown

_1466858659.unknown

_1466579759.unknown

_1458566546.unknown

_1466493376.unknown

_1466515032.unknown

_1466575202.unknown

_1466493399.unknown

_1458583664.unknown

_1466493334.unknown

_1466493336.unknown

_1458583855.unknown

_1458583766.unknown

_1458583470.unknown

_1458583534.unknown

_1458583448.unknown

_1458566587.unknown

_1458545645.unknown

_1458563691.unknown

_1458564929.unknown

_1458565389.unknown

_1458566264.unknown

_1458563780.unknown

_1458546569.unknown

_1458546587.unknown

_1458546902.unknown

_1458546939.unknown

_1458546577.unknown

_1458545667.unknown

_1458544388.unknown

_1458545284.unknown

_1458545154.unknown

_1458544092.unknown

_1457367144.unknown

_1457942759.unknown

_1457979070.unknown

_1458458931.unknown

_1458543564.unknown

_1458543628.unknown

_1458543532.unknown

_1457979306.unknown

_1457979532.unknown

_1457979612.unknown

_1457982688.unknown

_1458027698.unknown

_1458111826.unknown

_1457982667.unknown

_1457979598.unknown

_1457979606.unknown

_1457979317.unknown

_1457979100.unknown

_1457979290.unknown

_1457979089.unknown

_1457977972.unknown

_1457978110.unknown

_1457979054.unknown

_1457978028.unknown

_1457977636.unknown

_1457977786.unknown

_1457942822.unknown

_1457942280.unknown

_1457942599.unknown

_1457942609.unknown

_1457942517.unknown

_1457942545.unknown

_1457939303.unknown

_1457939810.unknown

_1457939832.unknown

_1457939795.unknown

_1457367167.unknown

_1457332256.unknown

_1457333068.unknown

_1457333148.unknown

_1457335249.unknown

_1457333119.unknown

_1457333009.unknown

_1457333042.unknown

_1457332878.unknown

_1457332993.unknown

_1457331533.unknown

_1457332075.unknown

_1457332121.unknown

_1457331544.unknown

_1457331472.unknown

_1457331478.unknown

_1457331426.unknown

_1457271168.unknown

_1457330968.unknown

_1457331224.unknown

_1457331331.unknown

_1457331373.unknown

_1457331400.unknown

_1457331355.unknown

_1457331263.unknown

_1457331286.unknown

_1457331246.unknown

_1457331115.unknown

_1457331149.unknown

_1457331186.unknown

_1457331124.unknown

_1457331083.unknown

_1457331059.unknown

_1457331070.unknown

_1457327609.unknown

_1457329595.unknown

_1457329928.unknown

_1457329945.unknown

_1457329660.unknown

_1457329549.unknown

_1457329128.unknown

_1457329443.unknown

_1457271690.unknown

_1457271928.unknown

_1457272059.unknown

_1457272091.unknown

_1457271722.unknown

_1457271321.unknown

_1457271359.unknown

_1457271176.unknown

_1457271227.unknown

_1457255891.unknown

_1457263568.unknown

_1457264554.unknown

_1457264693.unknown

_1457266331.unknown

_1457264557.unknown

_1457264546.unknown

_1457264550.unknown

_1457263840.unknown

_1457262020.unknown

_1457263169.unknown

_1457263435.unknown

_1457262025.unknown

_1457261893.unknown

_1457262016.unknown

_1457261767.unknown

_1457252852.unknown

_1457254906.unknown

_1457255286.unknown

_1457255728.unknown

_1457255109.unknown

_1457253796.unknown

_1457254032.unknown

_1457252877.unknown

_1457252898.unknown

_1457252868.unknown

_1457252787.unknown

_1457252820.unknown

_1457252832.unknown

_1457252801.unknown

_1457252614.unknown

_1457252717.unknown

_1457252770.unknown

_1457252682.unknown

_1457252522.unknown

_1457252536.unknown

_1457252510.unknown

_1457251854.unknown

