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[bookmark: OLE_LINK37][bookmark: OLE_LINK38]摘要：研究了带有附加质量的旋转柔性梁系统在参数具有随机性时的动力响应问题。基于假设模态法和Lagrange方程建立了带有附加质量的柔性悬臂梁系统的一次近似耦合随机动力学方程，利用混沌多项式结合高效回归法将其转化为完全隐式纯微分方程，求解方程得到柔性悬臂梁变形响应的数字特征。最后，通过数值仿真对物理参数和几何参数具有随机性的系统进行动力特性研究。仿真结果表明：利用随机参数的动力学模型能客观地反映出系统的动力学行为；部分随机参数的分散性对柔性体动力响应的影响不可忽视。
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引言
[bookmark: OLE_LINK49][bookmark: OLE_LINK50]随着航天器、机器人、机械系统等向高速化、轻质化、大型化和高精度方向发展，许多学者对进行大范围运动柔性悬臂梁的动力学问题进行了深入研究[1-4]。文献[5]考虑刚体作大范围平面运动时柔性梁的横向弯曲引起的纵向缩短，运用Lagrange方程推导出系统的刚柔耦合动力学方程，建立了较零次近似模型更精确的一次近似模型。文献[6]通过全物理仿真实验验证了动力刚化现象的存在以及一次近似耦合模型的合理性和正确性。
在传统的柔体动力学研究中，通常认为研究对象的所有物理参数和几何参数均是确定的或可精确测量的。事实上，由于多种随机因素的存在，使得基于确定性参数的动力学建模和分析结果无法反映出随机因素对系统动力特性的影响。因此，研究随机参数柔体动力学问题将具有重要的理论意义和现实的工程背景。目前，关于含有不确定性参数的柔性悬臂梁系统，尤其对末端附有集中质量的柔性悬臂梁系统的研究鲜有报道。文献[7]利用蒙特卡洛模拟法(Monte Carlo Simulation, MCS)，对计及参数不确定性的柔性空间梁的动力学建模问题进行了研究，但该法需要样本量大，计算效率较低。文献[8]采用摄动法分析不确定的多体系统，该方法仅适合于小参数的情况。
[bookmark: OLE_LINK24][bookmark: OLE_LINK25]混沌多项式(polynomial chaos，PC) 是一种非常严密的不确定分析方法，具有很强的数学基础，该方法采用正交多项式对不确定变量进行展开，通过正交多项式的特性，将随机变量的随机特性转移到多项式系数上。近年来，PC方法逐渐在复杂问题分析中取得了广泛的应用[9-11]，该方法与MCS相比，在保证计算精度的前提下，可以显著减少模拟次数，提高计算效率。在PC的应用过程中，首要的工作是如何选取配点以求解混沌多项式展开式中的待定系数。现在常用的配点法是Isukapalli 提出的高效回归法(Regression Method with Improved Sampling, RIS)[12]，RIS建议配点数目取为待定系数的2倍以获得比其它配点法更为稳健和准确的解。
本文在文献[13]建立的考虑附加质量的柔性悬臂梁系统的一次近似刚柔耦合模型的基础上，利用高效回归法作为混沌多项式的配点求解展开式的待定系数，在系统大范围运动已知的条件下，对参数具有随机性的、考虑附加质量的柔性悬臂梁系统的动力特性进行了研究，重点通过仿真计算揭示系统参数的随机性及其分散性对动力特性的影响。
1 [bookmark: OLE_LINK51][bookmark: OLE_LINK52]一次近似耦合动力学模型
[bookmark: OLE_LINK53][bookmark: OLE_LINK54]文献[13]采用假设模态法和第二类Lagrange方程建立了带有附加质量的柔性悬臂梁的一次近似刚柔耦合动力学方程



[bookmark: ZEqnNum745251]         
本文在文献[13]给出的一次近似刚柔耦合动力学方程的基础上，建立了大范围运动规律为已知的系统动力学方程
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与式相比，式中增加了变量，和，其均为角加速度的函数，表达式分别为

           

          

       



除，和外，其余各参数的具体含义详见文献[13]。
为后续表述方便，式可表示为
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由文献[13]可知，公式(6)中各变量均是系统几何参数和物理参数的函数，若假设系统中的几何参数和物理参数构成了变量矢量，并用表示，其中表示系统中参数的个数，则式(6)可表示为

[bookmark: ZEqnNum674059]      

式中分别为广义质量阵，广义陀螺阵，广义刚度阵和广义力阵。
2 随机动力学模型
[bookmark: OLE_LINK8][bookmark: OLE_LINK9]2.1 混沌多项式



混沌多项式的基本思想是用含独立随机变量的正交混沌多项式之和近似表示随机过程。考虑一个随机过程，其中为随机事件，为了进行数值计算，取有限项来近似表示输出响应量。精度达到阶的PC可简化表示为：
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式中，是服从标准正态分布的随机变量矢量，为随机变量个数；是Hermite多项式；是混沌多项式展开式的待定系数矢量，待定系数个数的表达式为

              

研究显示[12]，混沌多项式展开的阶数越高，作为替代模型的PC将越接近原模型，但求解系数所需的方程个数也将随之快速增加，计算成本显著增加。通常情况下，取2阶的PC即可获得对较理想的近似，只有当2阶的PC不能满足精度要求时才考虑更高阶的混沌多项式展开。
2.2 随机参数动力响应分析







在确定性柔性悬臂梁问题中，系统中变量矢量是已知确定量，微分方程为常系数微分方程组。而在不确定性问题中，假设系统中的所有几何参数和物理参数均为随机变量，则变量矢量变为随机变量矢量，用表示，其中每一变量均服从均值和均方差分别为、的正态分布。对于非正态变量，则可利用Isukapalli[12]给出的一些常用随机变量转换成正态分布的关系式将其当量正态化。如此方程式成为完全隐式的随机微分方程组，其等价的一阶微分方程组可表示为
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式中分别为随机广义质量阵，随机广义陀螺阵，随机广义刚度阵和随机广义力阵。



按照式分别对输入随机变量和输出随机变量、进行混沌多项式展开，则有
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[bookmark: ZEqnNum536122]      

式中是随机解的维数。
将式~代入方程中，则有
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由于已知，式中，，，为确定性矩阵。
利用Galerkin法对式映射得
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式中，为待求的系数，和分别为对应于的一阶和二阶导数。








采用2倍待定系数个数的RIS所确定的配点代入式中，得到一组对应于不同时刻的以待定系数为未知数的完全隐式纯微分方程组，利用可变秩法进行数值解算得到时刻个变形响应的仿真结果，最后，通过线性回归法即可得到时刻的待定系数。


在得到混沌多项式系数之后，根据Hermite多项式的正交性，随机变量响应的均值可通过下式求得[9]
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由式可以看出，响应函数的均值为其多项式混沌展开式的0阶项。归纳以上求解过程，给出求解随机参数空间柔性梁动力响应的流程如图1，其中k为时间节点总数。
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3 动力学仿真












对于带有附加质量的柔性悬臂梁结构进行研究，如图2所示[14]，取中心刚体半径，梁长。梁的横截面宽度、高度、体积密度、弹性模量和附加质量均为服从正态分布的随机变量，它们的均值分别为，，，，。
柔性悬臂梁由静止开始作大范围旋转运动，角速度规律为








为达到恒定转速之前的加速时间，取，为时的恒定转速，分别取、和。






























[bookmark: OLE_LINK43][bookmark: OLE_LINK44][bookmark: OLE_LINK45][bookmark: OLE_LINK46][bookmark: OLE_LINK41][bookmark: OLE_LINK42][bookmark: OLE_LINK47][bookmark: OLE_LINK48]文中分别采用循环42次的二阶PC(简写为PC-2nd)和循环112次的三阶PC(简写为PC-3rd)求解该柔性悬臂梁末端的变形响应。图3给出了角速度，所有变异系数时，通过Matlab编程分别模拟42次PC-2nd和112次PC-3rd与模拟次的MCS获得梁端变形位移响应的均值和标准差随时间变化的时程曲线。图4给出了，变异系数分别为和时PC-3rd获得梁端变形位移响应的均值和标准差随时间变化的时程曲线。图5给出了，角速度分别为、和时PC-3rd获得梁端变形位移响应的均值和标准差随时间变化的时程曲线。图6给出了，角速度分别为、和时PC-3rd获得梁端变形速度响应的均值和标准差随时间变化的时程曲线。图7(a)给出了时，变异系数分别为0.05时梁端变形位移响应标准差的时程曲线，其中图7(b)为图7(a)在附近位移响应的局部放大图。同时，表1给出了前20内，不同随机参数组合和不同角速度时的随机模型梁端变形位移响应的绝对值的最大值。由图3-7和表1可见：(1)角速度和变异系数相同的前提下，本文PC-2nd和PC-3rd与MCS得到位移响应的均值和标准差高度一致，说明本文方法的正确性和有效性；(2)角速度相同的前提下，变异系数越大，响应的标准差越大，但响应的均值基本不变；(3)变异系数相同的前提下，角速度越大，柔性悬臂梁的变形位移响应的均值的绝对值越大，位移响应的标准差也越大；(4)变异系数相同的前提下，角速度越大，柔性悬臂梁的变形速度响应的均值的绝对值越大，速度响应的标准差也越大；(5)几何参数的分散性对柔性梁变形位移响应的分散性影响较大，而体积密度和附加质量的分散性对变形位移响应的分散性影响很小，可以忽略不计。
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[bookmark: OLE_LINK55][bookmark: OLE_LINK56]本文对大范围运动规律为已知和参数具有随机性时的考虑附加质量的柔性悬臂梁系统的动力学问题进行了分析研究，获得了较好的效果，并得到以下结论：(1)混沌多项式可以应用于含有多个随机参数的带有附加质量的柔性悬臂梁系统动力响应分析，与MCS相比，在随机参数比较多时只需要很少次数的分析即可获得系统变形响应的主要数字特征，计算效率明显提高；(2)在相同角速度前提下，不同的变异系数仅对位移响应的标准差有影响；在相同变异系数的前提下，不同的角速度则对位移响应和速度响应的均值和标准差均有影响；(3)各参数的随机性对末端具有附加质量的柔性悬臂梁系统的动力响应的影响不可忽略，故欲增强系统动力响应的平稳性，应首先降低对系统动力响应影响较大参数的分散性；(4)通过MCS的验证表明，在考虑参数随机性时，文中建立的带有附加质量的柔性悬臂梁系统模型是合理的，且该模型能客观反映出实际工程中刚柔耦合体的动力学行为。
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[bookmark: OLE_LINK2][bookmark: OLE_LINK3][bookmark: OLE_LINK4][bookmark: OLE_LINK5]Abstract：Dynamic response of rotating flexible beam with tip mass and uncertain parameters is investigated. Based on assumed modes method and Lagrange’s equations, the first-order approximation coupling stochastic dynamic equations are derived．The polynomial chaos method and a regression-based collocation method are applied to derive system of completely implicit differential equations. The resulting system of equations is then used to find the numerical characteristics of the response. As an illustrating example, dynamic modeling of flexible hub-beam system considering probabilistic geometric and physical parameters is presented. Simulation results demonstrate that probabilistic parameters have effect on the dynamic response of the flexible beam, and the dynamic modeling with probabilistic parameters can objectively reflect the actual dynamic response of flexible system. 
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