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摘要: 针对碰撞振动系统具有的吸引子共存现象，在不改变原碰撞系统平衡解结构的前提下，采用线性反馈控制方

法研究了一类两自由度含弹性约束碰撞振动系统共存吸引子转迁控制问题。建立了两自由度含弹性约束碰撞振动

系统的动力学模型，理论推导得到了系统 n- 1周期运动的存在条件；利用 Floquet理论分析了系统的稳定性、分岔

及引起吸引子共存的原因；通过设计合理的线性反馈控制器实现了系统共存吸引子的相互转迁；讨论了不同的控制

开始状态和控制参数对控制性能的影响。仿真结果表明，所应用的线性反馈控制方法能有效控制此类非光滑碰撞

振动系统共存吸引子之间的相互转迁。
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引 言

含间隙［1⁃2］的非光滑机械系统常见于各种工程

领域中，如运动副、齿轮系统等，该类系统中部件的

相互碰撞通常会导致系统动力响应出现复杂而丰富

的分岔、混沌和周期共存等非线性现象。在非光滑

系统分岔和混沌研究方面，Shaw和Holmes［3］采用接

缝法精确地求解了分段线性振子的动力学响应，并

通过复合的全局映射研究了系统周期响应的稳定性

问题。Kundu等［4］构建了 4种单自由度弹性约束系

统Grazing分岔的范式映射，并研究了擦碰轨道邻域

内 Poincaré映射的特性。张惠等［5］研究了含间隙和

预紧弹簧碰撞振动系统由于擦边引起不动点处 Ja⁃
cobian矩阵的行列式和迹的变化特性。乐源等［6］研

究了一类三自由度碰撞振动系统的激变和阵发性。

也有学者利用 Floquet理论和近似求解方法对此类

系统的分岔和稳定性进行研究。Leine等［7］对非光

滑系统周期解的不连续分岔作了进一步的研究，分

析了伴随基解矩阵的跳跃而发生的各种不连续分岔

现象，进而给出了一般意义下的 Floquet理论。徐慧

东等［8］应用 Floquet理论研究了一类两自由度分段

线性非光滑系统周期运动的分岔现象和混沌行为。

任传波等［9］利用数值方法研究了两自由度具有非连

续阻尼力分段线性系统的稳定性和分岔。贾启芬

等［10］用 KB方法研究了汽车悬架的简化分段线性非

线性动力系统的不同参数对共振曲线的影响。在周

期共存研究方面，李健等［11］根据非光滑动力学系统

特点，得到了非光滑系统吸引子和吸引域的胞映射

计算方法，并在一类单自由度碰振系统上验证了方

法的有效性。Antonio S E Chong等［12］利用数值方

法对简谐激励下含间隙碰撞振动系统在分岔点附近

周期共存现象进行了研究。

随着非线性理论的深入研究以及工程实际的需

求，将不同的周期运动以及共存的不同吸引子之间

实现转迁控制引起了学者的兴趣。 Jackson等［13］最

早提出了开环控制方法实现不同周期运动之间的转

迁，但是该方法无法确定非线性系统的吸引域且对

大多数非线性系统无效。为了弥补开环控制方法的

不足，开环加闭环（OPCL）控制方法和OPNCL控制

方法被相继提出。Shen等［14］用 OPCL方法研究了

将 Mathieu⁃Duffing振子从混沌吸引子迁移至任意

周期吸引子的控制问题。柴凯等［15］利用 OPCL和

OPNCL控制方法实现了非线性隔振系统多个不同

拓扑特性的吸引子之间的迁移控制。赵建学等［16］分

别采用开环、闭环和开环加闭环控制方法对准零刚
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度隔振系统的共存吸引子实现了迁移控制，并对开

环加闭环控制方法的稳定性和可行性进行了分析。

已有的共存吸引子转迁控制主要侧重于光滑系统，

而有关含弹性约束碰撞振动系统共存吸引子转迁控

制的相应研究仍然很少，依然有待进一步开展和深

入研究。本文以一类两自由度含弹性约束分段线性

非光滑系统为研究对象，理论推导了系统 n-1周期

运动的存在条件；利用数值方法分析了系统周期共

存现象，并利用线性反馈控制方法对系统共存吸引

子进行转迁控制。通过吸引子转迁控制可实现系统

的减振、混沌控制和分岔控制，仿真结果验证了本文

方法的可行性和有效性。

1 力学模型及 n-1周期运动的存在

条件

1. 1 力学模型

图 1为两自由度含弹性约束碰撞振动系统的力

学模型，质量为M 1和M 2的振子分别由刚度为 K 1和

K 2的线性弹簧以及阻尼系数为 C 1和 C 2的线性阻尼

器 连 接 ，作 用 在 振 子 上 的 的 激 励 是 简 谐 激 励

Pi sin ( ΩT + τ ) ( i= 1，2 )，其中 Ω，T和 τ分别为激励

频率、时间和相位角。在振子 M 1 上有一个刚度为

K 3的线性弹簧，当振子M 1和M 2的位移差小于间隙

-B时，振子 M 2 与线性弹簧 K 3 接触在一起振动。

间隙的存在将会导致碰撞的产生，系统会呈现出复

杂的动力学行为。

取质块 M 1 的平衡位置为坐标原点建立坐标，

M 1和M 2的位移分别用 X 1和 X 2表示。为了描述系

统的运动过程，定义边界函数

H ( X )= X 1 - X 2 + B （1）
根据边界函数引入分界面

ΣP= { |( X 1，Ẋ 1，X 2，Ẋ 2 )T ∈ R4 H ( X )= 0}
系统的状态空间由分界面划分为两部分：

ΣP- = { |( X 1，Ẋ 1，X 2，Ẋ 2 )T ∈ R4 H ( X )> 0}， 表

示振子M 2与弹簧K 3不接触。

ΣP+ = { |( X 1，Ẋ 1，X 2，Ẋ 2 )T ∈ R4 H ( X )< 0}，表

示振子M 2与弹簧K 3接触。

令无量纲量参数为：

μm=
M 2

M 1 +M 2
，ξ= C 1

2 K 1M 1

，μc=
C 2

C 1 + C 2
，

μki=
Ki

K 1 + Ki
( i= 2，3 )，f20 =

P 2
P 1 + P 2

，ω=

Ω
M 1

K 1
，b= BK 1

P 1 + P 2
，t= T

K 1

M 1
，xi=

X 1K 1

P 1 + P 2
。

系统无量纲化的运动微分方程为：
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ẋ2
+

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

1 -1

-1 1
1- μk2

é
ë
ê

ù
û
ú

x1
x2
+H ( x ) é

ë
ê

ù
û
ú

1
-1

=

é

ë
êê

ù

û
úú

1- f20
f20

sin (ωt+ τ ) （2）

H ( x )= { μk3
1- μk3

( x 1 - x2 + b )， x1 - x2 + b< 0

0， x1 - x2 + b> 0
（3）

1. 2 系统 n-1周期运动的存在条件

令 Ψ ( H ( x )> 0 )和 -Ψ ( H ( x )< 0 )表 示 方 程

（1）的模态矩阵，ωi和
-ω i表示系统无阻尼的固有频

率，通过模态叠加法可得到方程（2）的通解如下（i=
1，2；j= 1，2）：

xi ( t )= ∑
j= 1

2

ψij { e-ηj t [ aj cos (ωdj t )+ bj sin (ωdj t ) ]+

Aj sin (ωt+ τ0 )+ Bj cos (ωt+ τ0 ) }

xi ( t )= ∑
j=1

2 -ψ
ij
{ e-

-η j t [ -a j cos (
-ω dj t )+

-b j sin (
-ω dj t ) ]+

-A j sin (ωt+
-τ 0 )+

-B j cos (ωt+
-τ 0 )+ cj }

式中 ψij和
-ψ
ij
为正则模态矩阵Ψ和

-
Ψ的元素，ηj=

ξω 2j，ωdj= ω 2j - η2j ，
-η
j
= ξ-ω

2
j，
-ω dj=

-ω
2
j -

-η
2

j
；

aj，bj，
-a j，

-b j为积分常数，由系统初始条件的模态参

数确定；Aj，Bj，
-A j和

-B j为振幅常数。令

C=( c1，c2 )T =
-
Ψ

T ( -μk3b
( 1- μk3 )

-ω
2
1

，
μk3b

( 1- μk3 )
-ω

2
2

)T。

当参数满足一定条件时，系统就会存在 n- 1

图 1 两自由度含弹性约束碰撞振动系统动力学模型

Fig. 1 The model of a two-degree-of-freedom vibro-impact
system with soft constraints
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周期运动，n为激励周期数。取振子M 2与右侧约束

面碰撞后瞬间为时间坐标原点（t= 0），经过时间 t1
振子M 2与右侧约束面脱离，之后经过时间 t2振子与

右 侧 约 束 面 再 次 碰 撞 ，那 么 t1 和 t2 必 须 满 足

t1 + t1 =
2nπ
ω

，n- 1周期运动的边界条件、周期条

件和衔接条件为：

x1 ( 0 )- x2 ( 0 )=-d，x1 ( t1 )- x2 ( t1 )=-d，x1 ( 0 )=

x1 (
2nπ
ω
)，ẋ1 ( 0 )= ẋ1 (

2nπ
ω
)，x2 ( 0 )= x2 (

2nπ
ω
)，

ẋ2 ( 0 )= ẋ2 (
2nπ
ω
)，x1 ( t1- )= x1 ( t1+ )，ẋ1 ( t1- )=

ẋ1 ( t1+ )，x2 ( t1- )= x2 ( t1+ )，ẋ2 ( t1- )= ẋ2 ( t1+ )。
记

-t = t- t1， ei= e-ηi t，
-e i= e

--η i t， cdi=
cos (ωdi t )， sdi= sin (ωdi t )，

-c di= cos (
-ω di t )，

-s di=
sin ( -ω di t )，Cω= cos (ωt )，Sω= sin (ωt )，其 中 i=
1，2。

为便于周期运动推导，引入下列符号：

ϕi11 = ei cdi，ϕi12 = ei sdi，ϕi21 =-( ηi cdi+ ωdi sdi ) ei，
ϕi22 = (ωdi cdi- ηi sdi ) ei。

-ϕ
i

11
= -e i

-c di，
-ϕ

i

12
= -e i

-s di，
-ϕ

i

21
=-( -η

i

-c di+
-ω di

-s di )
-e i，

-ϕ
i

22
= (-ω di

-c di-
-η
i

-s di )
-e i。

m i
11 = AiSω+ BiCω，m i

12 = AiCω- BiSω，m i
21 =

ωm i
12，m i

22 =-ωm i
11。

-m
i

11 =
-A iSω+

-B iCω，
-m

i

12 =
-A iCω-

-B iSω，
-m

i

21 =

ω-m
i

12，
-m

i

22 =-ω
-m

i

11。

n11 = n22 = cosωt1，n12 =-sinωt1，n21 = sinωt1。
则系统 n- 1周期运动的周期解可表示为

z ( t )=

{Φ ( t ) J+Μ ( t )CS+ Q， t ∈[ 0，t1- ]
-
Φ ( -t ) -J + ----

Μ ( -t )ΝC s， t ∈[ t1+，
2nπ
ω
]

（4）
式中 Φ i=[ ϕikj ] 2× 2，Ν 1 = ( nij ) 2× 2，

-
Φ i=[

-ϕ
i

kj
] 2× 2，

-
J =[ -a 1，

-b 1，
-a 2，

-b 2 ]T，J=[ a1，b1，a2，b2 ]T，Μ i ( t )=
(m i

kj ) 2× 2， Q=[ ψ 11 c1 + ψ 12 c2，0，ψ 21 c1 + ψ 22 c2，0 ]T，
----
Μ i ( t )= (

-m
i

kj ) 2× 2，CS =[ cosτ，sinτ ]T。
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ú

N 1 N 1

N 1 N 1
。

将 t= 0及 t= t1代入式（4），可得积分常数关于

初始条件的表达式：

J=Φ ( 0 )-1 [ z ( 0 )-Μ ( 0 )CS- Q ] （5）
-
J = -Φ ( 0 )-1 [ z ( t1 )-

----
Μ ( 0 )ΝCS ] （6）

将 J，
-
J代入式（4）有

z ( t )=

ì

í

î

ïï
ïï

Z 11 ( t ) z ( 0 )+ Z 12 ( t )CS +( Ι- Z 11 ( t ) )Q，
t ∈[ 0，t1- ]

Z 21 (
-t ) z ( t1 )+ Z 22 (

-t )CS， t ∈[ t1+，
2nπ
ω
]

（7）
式 中 Z 11 ( t )=Φ ( t )Φ ( 0 )-1， Z 12 ( t )=Μ ( t )-
Φ ( t )Φ ( 0 )-1Μ ( 0 )， Z 21 (

-t )= -Φ ( -t ) -Φ ( 0 )-1，
Z 22 (

-t )=[ ----Μ ( -t )--Φ ( -t ) -Φ ( 0 )-1 ----Μ ( 0 ) ] Ν。

根据周期衔接条件 z ( 0 )= z ( 2nπ
ω
)，z ( t1- )=

z ( t1+ )有
z ( 0 )= LCS + H， z ( t1 )=

-
L CS +

-
H （8）

式中 L=[ Ι- Z 21 ( t2 ) Z 11 ( t1 ) ]-1 [ Z 22 ( t2 )+ Z 21 ( t2 ) ·
Z 12 ( t1 ) ]=( lij ) 4× 4，

-
L =[ Ι- Z 11 ( t1 ) Z 21 ( t2 ) ]-1 ·

[ Z 12 ( t1 )+ Z 11 ( t1 ) Z 22 ( t2 ) ]= (
-l ij ) 4× 4， H =[ Ι-

Z 21 ( t2 ) Z 11 ( t1 ) ]-1 Z 21 ( t2 ) [ Ι- Z 11 ( t1 ) ]Q=( hij ) 4× 1，
-
H =[ Ι- Z 11 ( t1 ) Z 21 ( t2 ) ]-1 [ Ι- Z 11 ( t1 ) ]Q=

( -h ij ) 4× 1。

由 初 始 条 件 x1 ( 0 )- x2 ( 0 )=-d，x1 ( t1 )-
x2 ( t1 )=-d可得初相位：

τ= arcsin -bδ2 ± δ21 + δ22 - δ21b2

δ21 + δ22
（9）

τ= arcsin -b
-δ 2 ±

-δ
2
1 +

-δ
2
2 -

-δ
2
1b2

-δ
2
1 +

-δ
2
2

（10）

式中 δ1 = l11 + l13 - l31 - l32，δ2 = l12 + l14 - l32 -
l34，

-δ 1 =
-l 11 +

-l 13 -
-l 31 -

-l 32，
-δ 2 =

-l 12 +
-l 14 -

-l 32 -
-l 34。

根据初相位的表达式可得系统 n- 1周期运动

的存在条件为：

条件 1：δ21 + δ22 - δ21b2 ≥ 0且 δ21 + δ22 ≠ 0；
-δ
2
1 +

-δ
2
2 -

-δ
2
1b2 ≥ 0且

-δ
2
1 +

-δ
2
2 ≠ 0；

条件 2：δ21 + δ22 ≥-δ2b；
-δ
2
1 +

-δ
2
2 ≥-

-δ 2b。

根据周期运动的衔接条件及 t1 + t2 = 2
nπ
ω

可

得仅关于时间 t1的表达式

b2 [ ( δ1 -
-δ 1 )2 +( δ2 -

-δ 2 )2 ]-

( δ1
-δ 2 -

-δ 1δ2 )2 = 0 （11）
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通过数值方法可求解出方程的根 t1，进而可确

定系统的周期解。

2 系统周期运动的稳定性分析

为了研究系统周期运动的稳定性、多样性、存在

区域以及局部分岔问题，建立两个 Poincaré映射：

①选择映射截面 ΣT={( x 1，ẋ1，x2，ẋ2，t )∈ R4×
S，x1 = x1-，mod ( t= 2π ω ) }，可以统计出系统周

期运动的周期数。建立系统的 Poincaré映射：P：

ΣT → ΣT，利用 Floquet理论可对系统的稳定性进行

分析，本文利用此方法对系统周期运动的稳定性进

行分析；

②利用碰撞面 Σp={( x 1，ẋ1，x2，ẋ2，θ )∈ R4× S，

x1 - x2 =-b，ẋ1 - ẋ2 > 0 }可以统计出系统周期运

动的碰撞次数。建立 Poincaré映射：P：Σp → Σp，则

通过 Poincaré映射线性化矩阵在不动点处的特征值

来研究系统周期运动的稳定性。

3 基于线性反馈控制方法的共存吸引子

转迁控制

3. 1 线性反馈控制器的设计

对图 1所示系统施加线性反馈控制后，控制系

统可表示为

mẍ+ cẋ+ kx+ s ( t ) [ v ( ẋ- ẋ p )+
u ( x- x p ) ] +H = p sin (ωt+ τ ) （12）

式中 m，c，k表示无量纲化后系统的质量、阻尼和

刚度矩阵；p为外激励的幅值向量；u和 v为线性反

馈增益矩阵；H = H ( x ) ( 1，- 1 )T；s ( t )为开关函数，

当 s ( t )= 1时控制开始；而当控制成功后，将 s ( t )设
置为 0，线性反馈控制退出。状态变量 x=( x 1，x2 )
和 ẋ=( ẋ 1，ẋ2 )，目 标 轨 道 的 位 移 和 速 度 为 x p=
( x 1p，x2p )和 ẋ p=( ẋ 1p，ẋ2p )。

选取线性反馈增益矩阵：

u= é
ë
ê

ù
û
ú

u1 -u2
-u2 u1 + u2

，v= ru= r é
ë
ê

ù
û
ú

u1 -u2
-u2 u1 + u2

。

其中 u1，r和 u2为控制参数。

在控制过程中，涉及同时计算系统的两个不同

的周期轨道：受控和目标周期轨道；同时不同周期轨

道到达约束面的时间不同，为方便计算将系统受控

和未控的无量纲运动方程写成一阶形式

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ẋ1p= υ1p
υ̇1p=(1- f20 )sin (ωt+ τp )- 2ξυ1p+ 2ξυ2p-

x 1p+ x2p- H ( xp )
ẋ2p= υ2p

υ̇2p=
1- μm
μm

[ f20 sin (ωt+ τp )+ 2ξυ1p-

2ξ
1- μc

υ2p+ x1p-
1

1- μk2
x2p+ H ( xp ) ]

ẋ1 = υ1
υ̇1 = (1- f20 )sin (ωt+ τ )- 2ξυ1 + 2ξυ2 -

x 1 + x2 - H ( x )- E 1

ẋ2 = υ2

υ̇2 =
1- μm
μm

[ f20 sin (ωt+ τ )+ 2ξυ1 -
2ξ
1- μc

υ2 +

x 1 -
1

1- μk2
x2 + H ( x )- E 2 ]

（13）
式中 E 1和 E 2分别是控制过程中施加在振子M 1和

M 2上的可控反馈输入力，表达式为

E 1 = u1 ( x 1 - x1p )- u2 ( x2 - x2p )+
r [ u1 ( ẋ 1 - ẋ1p )- u2 ( ẋ2 - ẋ2p ) ]

E 2 =-u2 ( x 1 - x1p )+( u1 + u2 ) ( x2 - x2p )+
r [ -u2 ( ẋ 1 - ẋ1p )+( u1 + u2 ) ( ẋ2 - ẋ2p ) ]

为了判定控制方法的可行性，引入误差函数（即

被控轨道和目标轨道之间的距离）

e ( t )=

( x 1- x1p )2+( ẋ 1- ẋ1p )2+( x2- x2p )2+( ẋ2- ẋ2p )2

（14）
在控制开始后如果控制参数合理，误差函数的

值会快速减小为零。

3. 2 控制方法的稳定性分析

引入受控和未控状态向量间的误差向量 d=

[ d 1，d 2 ]= x- x p，ḋ=[ ḋ 1，ḋ 2 ]= ẋ- ẋ p，此 时 被 控

系统（12）可表示为：

md̈+( c+ v ) ḋ+( k+ u )d+ΔH =
p sin (ωt+ τ )+ p sin (ωt+ τp ) （15）

式中 ΔH为向量，ΔH=ΔH ( x ) ( 1，-1 )T，ΔH ( x )=

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

0， x1 - x2 >-b且x1p- x2p>-b
x1 - x2 + b， x1 - x2 <-b且x1p- x2p>-b
-x1p+ x2p- b， x1 - x2 >-b且x1p- x2p<-b
d 1 - d 2， x1 - x2 <-b且x1p- x2p<-b

系统（15）可表示为
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ḋ=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

F 1 ( d，t )= A 1d+ B 1，

x1 - x2 >-b且x1p- x2p>-b
F 2 ( d，t )= A 2d+ B 2，

x1 - x2 <-b且x1p- x2p>-b
F 3 ( d，t )= A 3d+ B 3，

x1 - x2 >-b且x1p- x2p<-b
F 4 ( d，t )= A 4d+ B 4，

x1 - x2 <-b且x1p- x2p<-b

（16）

上式满足 F ( d，t )= F ( d，t+ T )，T 为其运动

周期，A i 为常数矩阵，B i 为与时间有关的向量。设

系统（15）的周期解为 d z ( t )，扰动解可表示为

d ( t )= d z ( t )+ Δd ( t ) （17）
将式（17）代入式（15），略去高阶项。在扰动很

小的前提下，在周期解处系统的线性扰动基解矩

阵为

Φ i ( t，t0，d 0 )= eA i ( t- t0 ) ( i= 1，2，3，4 ) （18）
由于在间断点处系统的向量场是连续的，所以

每两个向量场之间转换时跳跃矩阵都为单位矩阵。

通过上面的分析可得全局的线性化单值矩阵

ΦT (T + t0，t0，d 0 )=Φ 1 (T + t0，t4 )Φm ( t4，t3 ) ·
Φ 4 ( t3，t2 )Φ n ( t2，t1 )Φ 1 ( t1，t0 ) (m，n= 2，3 )。
令 λi ( i= 1，2，3，4 )表 示 ΦT 的 特 征 值 。 根 据

Floquet理论［7⁃8］，若选择的控制参数 u1，r和 u2 使得

| λi | < 1( i= 1，2，3，4 )，则系统（15）的周期解 dz ( t )
为渐进稳定的，即控制方法是稳定的，控制参数是合

理的。

4 仿真研究与分析

取系统参数（1）：μm= 0.9，ξ= 0.01，μk2 = 0.9，
μk3 = 0.9，b= 0.25，f20 = 0和 ω∈[ 0.4，0.9 ]。系统在

碰撞面 Σ p 上的单参分岔图如图 2所示（红色表示 ω

从大到小变化时得到的分岔曲线，黑色表示 ω从小

到大变化时得到的分岔曲线）。符号 n⁃p中 n表示激

励力周期数，p表示当 ẋ1 - ẋ2 > 0时振子M 2与约束

面碰撞的次数；PB，IPB，NS和 GR分别表示倍周期

分岔、逆倍周期分岔、鞍结分岔和擦边分岔。

随着 ω的减小，在 ω= 0.773613时系统出现 1⁃1
周期擦边运动（如图 3所示，蓝色虚线表示弹性约束

的位置），由于擦边分岔的奇异性导致振子与两侧约

束面碰撞次数同时+1，而周期数不变，1⁃1周期运动

转迁为 1⁃2。
随着 ω的增加，在 ω= 0.79487545处不动点对

应的特征值为：

λ1=1.000006，λ2=0.576849，

λ3=0.273727+0.424946i，
λ4=0.273727-0.4249461i。
此时系统发生鞍结分岔，由此导致振子与两侧

约束面碰撞次数同时减一，1⁃2周期运动转迁为 1⁃1
周期运动。同理，1⁃2与 1⁃3周期运动之间的转迁也

符合上述规律。由于擦边分岔和鞍结分岔的分岔点

不在同一位置，导致 1⁃p和 1⁃ ( p+ 1 )周期运动在相

互转迁的过程中会经历 1⁃p与 1⁃ ( p+ 1 )周期运动共

存的过渡区，导致转迁过程不可逆，将此过渡区定义

为“多态共存区”。

由于逆倍周期分岔的出现，在 1⁃3与 1⁃4周期运

动之间的转迁变得复杂。随着 ω的减小，擦边分岔

导致 1⁃3周期运动转迁为混沌运动，而随着 ω的增加

混沌运动经逆倍周期分岔退化为 1⁃-3（表示与 1⁃3周
期运动周期数和碰撞次数相同的不同周期运动）周

期运动，1⁃-3周期运动经鞍结分岔转迁为 1⁃3周期运

动。可见在擦边分岔和鞍结分岔之间出现逆倍周期

分岔后，容易导致不同的 1⁃p周期运动以及混沌运

动与 1⁃p周期运动共存的“多态共存区”。

在多态共存区内，系统动力学行为对初值非常

敏感，当受到小的扰动时系统可在不同吸引子之间

跃迁。针对系统在此参数域内的特性，可利用线性

反馈控制方法实现系统从振幅较大的吸引子转迁到

振幅较小的吸引子上，以增加系统工作的寿命；或者

图 3 1-1周期擦边运动

Fig. 3 Phase plane of 1-1 periodic grazing motion

图 2 系统单参分岔图

Fig. 2 The single-parameter bifurcation diagram of the sys⁃
tem
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通过控制吸引子之间的转迁避免系统出现擦边或鞍

结分岔。

在系统参数（1）下，对系统在 ω= 0.78544（1⁃1
和 1⁃2周期运动共存）和 ω= 0.41296（1⁃3周期运动

和混沌运动共存）处施加线性反馈控制。在控制过

程中，设定控制区间为 [ 5T，15T ]，当控制持续时间

超过 10T后，认为此参数耗费时间过多不符合控制

要求；当 e ( t )< ε（ε为控制精度，设置为 0.00001）时

令 s ( t )= 0控制退出，此时系统成功转迁到目标周

期运动。

取 控 制 参 数 r= 1，u1 = 5 和 u2 = 0。 图 5 为

ω= 0.78544处将 1⁃1周期运动（红色轨线）转迁至

1⁃2周期运动（蓝色轨线）的相图（黑色的相轨线代表

控制过程）、位移的时间历程图、反馈输入力的时间

历程图和控制误差的时间历程图。从图 5（c）可看

出，控制开始反馈输入力 E 1和 E 2会快速减小；控制

开始前和控制结束后 E 1和 E 2皆为零，说明此种方法

不仅不会改变系统原有的周期解，并且需要的能量

较少。

结合图 5（a）和（d）可看出，当控制未施加时系

统被控轨道和目标轨道之间的距离变化具有周期

性；当施加控制后，被控轨道快速接近目标轨道，直

至被控制到目标轨道上。将 1⁃1周期运动转迁至

1⁃2周期运动的过程如图 6所示。将混沌运动（蓝色

轨线）转迁至 1⁃3周期运动（红色轨线）的过程如图 7
所示。

1⁃1周期运动与 1⁃2周期运动的相互转迁，不仅

可使系统工作在振幅较小的周期运动上，当激励频

率正向或反向迭代时还可控制擦边和鞍结分岔的发

生；将混沌运动迁移至 1⁃3周期运动，可为混沌控制

提供一种更节省能量的方法。

5 控制性能影响因素分析

由于在参数和控制状态变化时对反馈控制力

图 4 系统单参分岔图

Fig. 4 The single-parameter bifurcation diagram of the sys⁃
tem

图 5 1-1周期运动转迁至 1-2周期运动的效果图

Fig. 5 The effect chart of 1-1 periodic motion migrating to 1-2 periodic motion

181



振 动 工 程 学 报 第 34 卷

E 1的影响较大，所以本文主要以反馈控制力 E 1和控

制时间来讨论不同的控制开始状态和参数对控制性

能的影响，同时以 ω= 0.78544处 1⁃1周期运动转迁

至 1⁃2周期运动为例具体分析。由 5（d）可看出，当

控制未施加时系统被控轨道和目标轨道之间的距离

变化规律具有周期性。选取一个周期内被控轨道和

目标轨道之间距离 e ( t )的局部最大值点（A和 C）和

最小值点（B和 D），以及全局的最大值点（E）和最小

值点（F）分别为控制开始状态进行控制（如图 8（a）
所示）。图 8（b）为控制力 E 1的时间历程图。从图 8
（b）可看出，不同的开始状态需要的控制力不同，

e ( t )最大时需要的控制力最大，而 e ( t )最小时需要

的控制力最小，所以在共存吸引子相互转迁的过程

中应选择被控轨道和目标轨道之间距离最小时施加

控制。

图 9⁃10为控制力 E 1和控制持续时间随控制参

数（r= 1）变化图，图中不同的颜色代表反馈控制力

E 1的最大幅值和控制持续时间。从图 9可看出，随

着参数 u1的增大，E 1逐渐减小；随着参数 u2的增大，

E 1逐渐增大；控制时间随参数 u2的增大而减小，随

参数 u1 的增大先减小后增大。所以合理的控制参

数对实现有效控制有着非常重要的意义。

图 7 混沌运动转迁至 1-3周期运动的效果图

Fig. 7 The effect chart of chaotic motion migrating to 1-3 pe⁃
riodic motion

图 6 1⁃2周期运动转迁至 1-1周期运动的效果图

Fig. 6 The effect chart of 1-2 periodic motion migrating to 1-

1 periodic motion

图 8 不同控制开始位置对反馈控制力 E 1的影响

Fig. 8 The effect of different control starting positions on
feedback control force
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6 结 论

本文针对两自由度含弹性约束碰撞振动系统的

吸引子共存现象，利用线性反馈控制方法对共存吸引

子实现了相互转迁控制，同时对线性反馈控制方法的

稳定性和可行性进行了分析，可以得到如下结论：

（1）在不改变原系统周期运动特性的情况下，基

于原碰撞微分系统的线性反馈控制方法可实现吸引

子之间的相互转迁。吸引子之间的相互转迁一方面

可使系统工作在振幅较小的周期运动上；另一方面

可控制擦边、鞍结等分岔和混沌运动的发生，为系统

运动状态控制提供新的思路。

（2）在共存吸引子相互转迁过程中，应选择被控

轨道和目标轨道之间距离最小时开始施加控制；合

理的控制参数可有效节省反馈控制力和控制时间。

利用优化算法对控制参数进行优化是本文继续研究

的方向。
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Attractor migration control of a two

-
degree

-
of

-
freedom vibro

-
impact

system with soft constraints

LI De-yang1，2，DING Wang-cai2，DING Jie2，WEI Xiao-juan2

（1. School of Materials Science and Engineering，Lanzhou Jiaotong University，Lanzhou 730070，China；
2. School of Mechatronic Engineering，Lanzhou Jiaotong University，Lanzhou 730070，China）

Abstract: In the premise of not changing periodic solutions to the original system and with considering multiple coexistent attractor
in the vibro-impact system，attractor migration control of a two-degree-of-freedom vibro-impact system with soft constraints is stud⁃
ied by using the linear feedback control method. Firstly，the two-degree-of-freedom vibro-impact system with soft constraints is es⁃
tablished，the existing condition of the periodic impact motion is deduced. The stability，bifurcation and the cause of the multiple
coexistent attractor of the system are analyzed by Floquet theory. Then，the numerical experiments verify that a reasonable linear
feedback control method can effectively control the migration of different attractors in such non-smooth vibro-impact systems. Final⁃
ly，the influence of different control positions and parameters on the control performance is discussed.
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