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摘要 : 构建双边对称刚性约束的非光滑双摆模型，研究简谐激励作用下该系统的碰撞周期解及其存在条件。应用

模态分析法，引入矩阵理论，构造恰当的可逆变换矩阵，在理论上计算出物理参数和碰撞恢复系数的取值范围，并给

出双碰周期解的解析表达式。在理论结果的基础上，利用碰撞恢复矩阵作为衔接条件，采用理论分析和数值模拟相

结合的方法，分析系统小角度运动的碰撞周期解。
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引 言

近几年，随着机器人技术的发展，机械臂设计和

动力学行为研究成为机器人技术的重要研究课题。

如何构建合理的数学模型模拟机械臂的运动是理论

研究的重点［1⁃2］。物理双摆是传统的高维非线性系

统，具有丰富的非线性动力学行为［3⁃4］。大量的研究

结果表明，双摆可以模拟机械臂的运动模式。实际

上，随着机械臂的动作细化和外置驱动的安装要求，

需要考虑机械臂链接处的缝隙和阻尼，还需要考虑

外置驱动的类型和安装方式。因此，可以将机械臂

简化为有外置简谐激励的碰撞双摆。研究这类碰撞

双摆的周期运动，可从理论上为机械臂的设计提供

合适的物理参数和几何参数，提高机械臂的应用舒

适度、使用安全性，延长其使用寿命。

目前，关于碰撞摆类系统的研究集中在数值模

拟和低维系统的解析法研究［5⁃9］。文［5⁃6］开展了碰

撞单摆系统的次谐分叉和混沌判据的解析方法推广

研究。文［7］研究了单自由度非线性振子的谐波、亚

谐波和混沌运动。文［8⁃9］研究了一类具有对称约

束或对称碰撞的非光滑系统的周期运动和动力学行

为。而针对高维非光滑、不连续系统，解析法的研究

结果迄今为止仍鲜为人知。主要通过数值模拟和实

验观察物理参数和碰撞对系统的影响，研究高维非

光滑系统的分叉和混沌现象［10⁃14］。文［14］建立了一

类具有对称刚性约束的三自由度碰撞振动系统的

Poincaré映射，研究了一类三自由度含间隙双面碰

撞振动系统 Poincaré 映射的叉式分岔的反控制问

题。尽管针对非光滑摆研究周期解有了一定的研

究，但是周期解的解析表达式十分繁杂，很难应用于

工程实际，且周期解存在的条件表达式也很难推广

到高维非光滑双摆系统。进一步地，在非光滑双摆

周期解的研究中均未涉及两个自由度都发生碰撞的

工况。

本文以基座受简谐激励的铰链链接双摆为基

础，构建双边对称约束的非光滑双摆模型，研究两个

自由度多点碰撞周期解的类型，利用矩阵理论［15⁃16］，

引进可逆变换，讨论碰撞周期解存在的理论条件和

碰撞周期解的解析表达式，并利用Matlab进行数值

模拟和验证。
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1 碰撞双摆模型和运动方程

考虑双边碰撞系统中非光滑双摆的物理模型，

如图 1所示。该模型由一个光滑铰链连接的双摆与

固定在基座的刚性平面组成，给基座施加水平简谐

激励A cos ( Ωt )，A，Ω分别为对基座施加的水平简谐

激励的振幅和频率，右边为角度为 θ0 的挡板，左边

为角度为-θ0的挡板，考虑 2个摆锤在竖直平面的

[ -θ0，θ0 ]中的小角度运动，摆锤角速度方向以逆时

针方向为正。

假设摆锤与挡板均是刚性的，即忽略脉冲激励过

程中的形变时间。当摆锤和刚性板碰撞时，系统的向

量场在瞬间脉冲作用下，动量发生一个突变，即质点

的运动速度在碰撞前后改变方向或者数值改变较大，

在相图上呈现跳跃间断点，如图 2所示。

假设 l1，l2，m 1，m 2，c1，c2 分别表示双摆的摆长，

摆锤质量，铰链连接处的阻尼。杆的质量忽略不计。

考虑两个摆只能在同一竖直平面做小角度摆动，即

左右摆角不大于 θ0，摆锤在刚性板 θi=±θ0，i= 1，2
处发生弹性碰撞。在系统中以双摆的摆角 θ1 和 θ2
为广义坐标，以 m 1，m 2水平时为零势能点。系统的

运动微分方程为
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(m 1 + m 2 ) l1 2 θ̈1 + m 2 l1 l2 θ̈2 cos ( θ1 - θ2 )+
m 2 l1 l2 θ̇2 2 sin ( θ1 - θ2 )+(m 1 + m 2 ) gl1 sinθ1 -
AΩ 2 (m 1 + m 2 ) l1 cos ( Ωt )cosθ1 =
-c1 θ̇1 - c2 ( θ̇1 - θ̇2 )

m 2 l2 2 θ̈2 + m 2 l1 l2 θ̈1 cos ( θ1 - θ2 )-
m 2 l1 l2 θ̇1 2 sin ( θ1 - θ2 )+ m 2 gl2 sinθ2 -
AΩ 2m 2 l2 cos ( Ωt )cosθ2 =
c2 ( θ̇1 - θ̇2 )

θ̇ i+ =-(1- γ ) θ̇ i-|θ= θ0 θ̇ i+ =-(1- γ ) θ̇ i-|θ=-θ0
-θ0 < θi< θ0，i= 1，2

（1）

式中 θ0 ∈ [ 0，
π
2 ]为右刚性板的位置，-θ0 ∈ [-

π
2，0 ]为左刚性板的位置，θ̇- 和 θ̇+ 分别表示碰撞前

后 瞬 间 的 角 速 度 。-(1- γ ) 表 示 碰 撞 恢 复 系

数。令

m= m 2

m 1
，ξ= m

1+ m
，ω 21 =

g
l1
，ω 22 =

g
l2
，

μ= l1
l2
，α= ξμ-1，a= A

l1
，

p1 =
c1

ω 1 ( 1+ m )
1
2 (m 1 + m 2 ) l 21

，

p2 =
c2

ω 1 ( 1+ m )
1
2 (m 1 + m 2 ) l 21

，p3 =

c2

ω 1 ( 1+ m )
1
2m 2 l2 2

，ωτ= Ωt，θ ′=
dθ
dτ （2）

式（1）的无量纲化方程为
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θ ″1 + αθ ″2 cos ( θ1 - θ2 )+

αθ ′2 2 sin ( θ1 - θ2 )+
1

1+ m
sinθ1 +

p1θ ′1 + p2 ( θ ′1 - θ ′2 )-
aω2 cos (ωτ )cosθ1 = 0

θ ″2 + μθ ″1 cos ( θ1 - θ2 )-

μθ ′1 2 sin ( θ1 - θ2 )+
μ

1+ m
sinθ2 +

p3 ( θ ′2 - θ ′1 )-
μaω2 cos (ωτ )cosθ2 = 0

θ ′i+ =-(1- γ )θ ′i-|θ= θ0

θ ′i+ =-(1- γ )θ ′i-|θ=-θ0
-θ0 < θi< θ0，i= 1，2

（3）

2 碰撞周期解

由于碰撞造成系统的强非线性和非光滑性，直

接寻找原系统的周期解很困难。选取模型合理的物

图 2 双边碰撞双摆三维相图

Fig. 2 Three-dimensional phase diagram of bilateral collision
double pendulum

图 1 双边碰撞双摆模型

Fig. 1 The model of bilateral collision double pendulum
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理参数和碰撞恢复系数找不同边界条件的数值解也

很困难。考虑工程实际中模拟的机械臂做小角度摆

动，研究系统的小角度运动的碰撞周期解。作如下

近似处理

cos ( θ1 - θ2 )≈ 1，sin ( θ1 - θ2 )≈ θ1 - θ2，

cosθi≈ 1，sinθi≈ θi，θi ′2 ≈ 0，i= 1，2 （4）
不妨设初始条件为
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θ0
θ ′10
θ0
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( θ0 ≠ 0，θ ′10 ≥ 0，θ ′20 ≥ 0 )

（5）

系统（3）为
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θ ″1 + αθ ″2 +
1

1+ m
θ1 + p1θ ′1 +

p2 ( θ ′1 - θ ′2 )- aω2 cos (ωτ )= 0

θ ″2 + μθ ″1 +
μ

1+ m
θ2 +

p3 ( θ ′2 - θ ′1 )- μaω2 cos (ωτ )= 0
θ ′i+ =-(1- γ )θ ′i-|θ= θ0

θ ′i+ =-(1- γ )θ ′i-|θ=-θ0
-θ0 < θi< θ0，i= 1，2

（6）

即
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θ ″1 + θ1 - ξθ2 + k1θ ′1 - k2θ ′2 = aω2 cos (ωτ )
θ ″2 - μθ1 + μθ2 - k3θ ′1 + k4θ ′2 = 0
θ ′i+ =-(1- γ )θ ′i-|θ= θ0

θ ′i+ =-(1- γ )θ ′i-|θ=-θ0
-θ0 < θi< θ0，i= 1，2

（7）

式 中 k1 = (1+ m ) ( p1 + p2 + αp3 )， k2 = (1+
m ) ( p2 + αp3 )，k3 = (1+ m ) ( μp1 + μp2 + p3 )，k4 =
(1+ m ) ( μp2 + p3 )。

将式（7）变形为

é
ë
ê

ù
û
ú

1 0
0 1

é
ë
ê

ù
û
ú

θ ″1
θ ″2
+ é

ë
ê

ù
û
ú

k1 -k2
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1 -ξ
-μ μ
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θ1
θ2
= é
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f10 cos (ωτ )
0

（8）

式中 f10 = aω2。
碰撞约束条件及冲击方程为

{ θ ′i+ =-(1- γ )θ ′i-|θ= θ0

θ ′i+ =-(1- γ )θ ′i-|θ=-θ0
-θ0 < θi< θ0，i= 1，2

（9）

易知，在无碰撞发生时，系统（8）的固有频率 ω 1
和 ω 2为
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ω 1 =
1+ μ+ ( )1+ μ

2
- 4μ ( 1- ξ )

2

ω 2 =
1+ μ- ( )1+ μ

2
- 4μ ( 1- ξ )

2

（10）

令Φ表示系统（8）的正则模态矩阵为

Φ=
é

ë
êê

ù

û
úú

φ 11 φ 12
φ 21 φ 22

=

æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç
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1
1+(1- ω 21 )2

1
1+(1- ω 22 )2

1- ω 21
1+(1- ω 21 )2

1- ω 22
1+(1- ω 22 )2

（11）

取Φ为变换矩阵，令

X =Φy （12）
式中 X = ( θ1，θ2 ) T，y= ( y1，y2 ) T。

方程（8）可解耦为

Iÿ+ Cẏ+ Λy= F cos (ωt ) （13）

式中 I= é
ë
ê

ù
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1 0
0 1

， C=
é

ë
êê

ù
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2ζω 21 0
0 2ζω 22

， Λ=

é
ë
ê

ù
û
ú

ω 21 0
0 ω 22

，F=ΦT P，P=( f10 0 )T。

利用模态叠加法并考虑变换（12），系统（8）的通

解可表示为
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θi ( t )= ∑
j= 1

2

φij { e-ηj t [ aj1 cosωdj t+ bj1 sinωdj t ]+ Aj sinωt+ Bj cosωt }， 0≤ t≤ t1

θi ( t )= ∑
j= 1

2

φij { e-ηj ( t- t1 ) [ aj2 cos (ωdj ( t- t1 ) )+ bj2 sin (ωdj ( t- t1 ) ) ]+
Aj sinωt+ Bj cosωt }， t1 < t≤ t1 + t2

（14）
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θ ′i ( t )= ∑
j= 1

2

φij { e-ηj t [ ( bj1ωdj- ηjaj1 )cosωdj t-( aj1ωdj+ ηjbj1 )sinωdj t ] +

Ajω cosωt- Bjω sinωt }， 0≤ t≤ t1
θ ′i ( t )= ∑

j= 1

2

φij { e-ηj ( t- t1 ) [ ( bj2ωdj- ηjaj2 )cos (ωdj ( t- t1 ) )-
( aj2ωdj+ ηjbj2 )sin (ωdj ( t- t1 ) ) ] +Ajω cosωt- Bjω sinωt }， t1 < t≤ t1 + t2

（15）

式中 t1表示摆锤从右挡板运动到左挡板的时间，t2
表示摆锤从左挡板运动到右挡板的时间，其中 i=
1，2；φij为正则模态矩阵Φ的元素，ωdj= ω 2j - η2j ，

ηj= ζω 2j，ω 1，ω 2 表示系统（8）在无碰撞情况下的固

有频率，aj1，aj2和 bj1，bj2为由系统（8）的初始条件决

定的积分常数，Aj，Bj ( j= 1，2 )满足
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Aj=
ω 2j - ω2

( )ω 2j - ω2
2
+ 4ζ 2ω 4j ω2

fj （16）

Bj=
-2ζω 2j ω

( )ω 2j - ω2
2
+ 4ζ 2ω 4j ω2

fj （17）

为了后续计算的便利，引进矩阵记号 C 1 ( t )，
C 2 ( t )和D，表达式为

C 1 ( t )=
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è

ç
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ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

φ 11 e1 cd1 φ 12e2 cd2 φ 11 e1 sd1 φ 12e2 sd2
-φ 11 e1 gd1 -φ 12e2 gd2 φ 11 e1hd1 φ 12e2hd2
φ 21 e1 cd1 φ 22e2 cd2 φ 21 e1 sd1 φ 22e2 sd2
-φ 21 e1 gd1 -φ 22e2 gd2 φ 21 e1hd1 φ 22e2hd2

，

C 2 ( t )=
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è

ç
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ççç
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÷
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φ 11 e′1 c′d1 φ 12e′2 c′d2 φ 11 e′1 s ′d1 φ 12e′2 s ′d2
-φ 11 e′1 g ′d1 -φ 12e′2 g ′d2 φ 11 e′1h′d1 φ 12e′2h′d2
φ 21 e′1 c′d1 φ 22e′2 c′d2 φ 21 e′1 s ′d1 φ 22e′2 s ′d2
-φ 21 e′1 g ′d1 -φ 22e′2 g ′d2 φ 21 e′1h′d1 φ 22e′2h′d2

，

D=

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
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÷
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φ 11 φ 12 0 0
0 0 -φ 11 -φ 12
φ 21 φ 22 0 0
0 0 -φ 21 -φ 22

。

式（14）和（15）可表达为矩阵形式：
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θ1 ( t )
θ ′1 ( t )
θ2 ( t )
θ ′2 ( t )

= C 1 ( t )
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a11
a21
b11
b21

+

D
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÷

A 1 sinωt+ B 1 cosωt
A 2 sin ωt+ B 2 cos ωt

ω ( B 1 sin ωt- A 1 cos ωt )
ω ( B 2 sin ωt- A 2 cos ωt )

， 0≤ t≤ t1 （18）
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θ1 ( t )
θ ′1 ( t )
θ2 ( t )
θ ′2 ( t )

= C 2 ( t )

æ

è

ç
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÷

÷
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a12
a22
b12
b22

+

D
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è

ç

ç
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çç
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÷

÷

÷
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A 1 sin ωt+ B 1 cos ωt
A 2 sin ωt+ B 2 cos ωt

ω ( B 1 sin ωt- A 1 cos ωt )
ω ( B 2 sin ωt- A 2 cos ωt )

， t1 < t≤ t1 + t2

（19）
式中 cd1 = cos (ωd1 t )， cd2 = cos (ωd2 t )， sd1 =

sin (ωd1 t )，sd2 = sin (ωd2 t )，e1 = e
-η1 t，e2 = e-η2 t，gd1 =

η1 cd1 + ωd1 s1，gd2 = η2 c2 + ωd2 s2，hd1 = ωd1 c1 - η1 s1，

hd2 = ωd2 c2 - η2 s2， c′d1 = cos [ ωd1 ( t- t1 ) ]， c′d2 =
cos [ ωd2 ( t- t1 ) ]， s′d1 = sin [ ωd1 ( t- t1 ) ]， s′d2 =

sin [ ωd2 ( t- t1 ) ]，e′1 = e-η1 ( t- t1 )，e′2 = e-η2 ( t- t1 )，g ′d1 =

η1 cd1 + ωd1 sd1， g ′d2 = η2 cd2 + ωd2 sd2， h′d1 = ωd1 cd1 -

η1 sd1，h′d2 = ωd2 cd2 - η2 sd2。

考虑对称双碰周期解。设摆锤与右挡板碰撞后

的瞬间为 t= 0，那么下一次摆锤与右挡板碰撞的瞬

时为 T = t1 + t2 =
2π
ω

，由对称性（等时性），摆锤与

左挡板碰撞的瞬时为 t1 =
π
ω
。碰撞冲击系统若存

在周期解，由于刚性碰撞的存在，在碰撞面上，碰撞

前后位移连续，速度会发生瞬间的跳跃现象，碰撞点

处系统应满足如下条件

θi ( 0 )= θi (T )= θ0，

θi ( 0 )= θi ( t1 )=-θ0，
θ ′i ( 0 )= θ ′i (T + )，
θ ′i (T + )=-(1- γ )θ ′i (T - )，
θ ′i ( t+1 )=-(1- γ )θ ′i ( t-1 )，i= 1，2 （20）
在式（18）中令 t= 0，利用初始条件初步确定积

分常数 aij，bij ( i，j= 1，2 )。由初始条件（5）及系统矩

阵表达式（18）可得

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

θ10
θ ′10
θ10
θ ′20

= C ( 0 )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

+ D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

B 1
B 2

-ωA 1

-ωA 2

=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

θ0
θ ′10
θ0
θ ′20

（21）

且应该满足 θ0 ≠ 0，θ ′10 ≥ 0，θ ′20 ≥ 0，

C ( 0 )=

æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

φ 11 φ 12 0 0
-η1φ 11 -η2φ 12 φ 11ωd1 φ 12ωd2

φ 21 φ 22 0 0
-η1φ 21 -η2φ 22 φ 21ωd1 φ 22ωd2

解得积分常数 ai1，bi1 ( i= 1，2 )应该满足：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

φ 11a11 + φ 12a21 + φ 11B 1 + φ 12B 2 ≠ 0
φ 21a11 + φ 22a21 + φ 21B 1 + φ 22B 2 ≠ 0
-η1φ 11a11 - η2φ 12a21 + φ 11ωd1b11 +
φ 12ωd2b21 + ωφ 11A 1 + ωφ 12A 2 ≥ 0

-η1φ 21a11 - η2φ 22a21 + φ 21ωd1b11 +
φ 22ωd2b21 + ωφ 21A 1 + ωφ 22A 2 ≥ 0

（22）

令 t1 =
π
ω
，由系统矩阵表达式（19）可得

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 ( t+1 )
θ ′1 ( t+1 )
θ2 ( t+1 )
θ ′2 ( t+1 )

= C ( t+1 )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a12
a22
b12
b22

+ D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

-B 1
-B 2
ωA 1

ωA 2

（23）

式中 C ( t+1 )=
æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

φ 11 φ 12 0 0
-η1φ 11 -η2φ 12 φ 11ωd1 φ 12ωd2

φ 21 φ 22 0 0
-η1φ 21 -η2φ 22 φ 21ωd1 φ 22ωd2

= C ( 0 )。
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结合条件（18）和（20）得

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 ( t-1 )
θ ′1 ( t-1 )
θ2 ( t-1 )
θ ′2 ( t-1 )

= C ( t-1 )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

+ D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

-B 1
-B 2
ωA 1

ωA 2

（24）

解得积分常数 aij，bij ( i，j= 1，2 )应该满足

C ( 0 )

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

a12 +(1- γ ) a11
a22 +(1- γ ) a21
b12 +(1- γ )b11
b22 +(1- γ )b21

= ( γ- 2 ) D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

-B 1
-B 2
ωA 1

ωA 2

（25）

由式（25）可知，如果 C ( 0 )可逆，可以确定 aj1和

aj2，bj1和 bj2的关系，由此只要确定 aj1和 bj1，j= 1，2，

即可以解得所有积分常数。由于 T - 和 T + 表示碰

撞前后的瞬时，从而有 T = T - = T +。利用碰撞条

件（20）可得

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 (T + )
θ ′1 (T + )
θ2 (T + )
θ ′2 (T + )

=

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 ( 0 )
θ ′1 ( 0 )
θ2 ( 0 )
θ ′2 ( 0 )

=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

θ0
θ ′10
θ0
θ ′20

（26）

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 (T + )
θ ′1 (T + )
θ2 (T + )
θ ′2 (T + )

= R 1

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 (T - )
θ ′1 (T - )
θ2 (T - )
θ ′2 (T - )

（27）

式中 R 1 =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

1 0 0 0
0 -(1- γ ) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 -(1- γ )

。

R 1
-1 =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

1 0 0 0

0 - 1
1- γ

0 0

0 0 1 0

0 0 0 - 1
1- γ

（28）

由式（26）⁃（28），可以得到

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 (T - )
θ ′1 (T - )
θ2 (T - )
θ ′2 (T - )

= R 1
-1

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 (T + )
θ ′1 (T + )
θ2 (T + )
θ ′2 (T + )

= R 1
-1

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

θ0
θ ′10
θ0
θ ′20

（29）

称 R 1为碰撞恢复矩阵，与系统的碰撞冲击方程

有关，不同的碰撞约束条件，可以建立不同的碰撞恢

复矩阵。

当 t= T -时，

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

θ1 (T - )
θ ′1 (T - )
θ2 (T - )
θ ′2 (T - )

= C (T - )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

+

D

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

A 1 sin (ωT - )+ B 1 cos (ωT - )
A 2 sin (ωT - )+ B 2 cos (ωT - )

ω [ B 1 sin (ωT - )- A 1 cos (ωT - ) ]
ω [ B 2 sin (ωT - )- A 2 cos (ωT - ) ]

（30）

式中 C (T - )=
æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

φ 11 e1 c1 φ 12e2 c2 φ 11 e1 s1 φ 12e2 s2
-φ 11 e1 g1 -φ 12e2 g2 φ 11 e1h1 φ 12e2h2
φ 21 e1 c1 φ 22e2 c2 φ 21 e1 s1 φ 22e2 s2
-φ 21 e1 g1 -φ 22e2 g2 φ 21 e1h1 φ 22e2h2

，g1 =

η1 c1 + ωd1 s1，g2 = η2 c2 + ωd2 s2，c1 = cos
2πωd1

ω
，c2 =

cos 2πωd2

ω
，h1 = ωd1 c1 - η1 s1，h2 = ωd2 c2 - η2 s2，s1 =

sin 2πωd1

ω
，s2 = sin

2πωd2

ω
。

由式（29）和（30）得

R 1
-1

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

θ0
θ ′10
θ0
θ ′20

= C (T - )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

+ D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

B 1
B 2

-ωA 1

-ωA 2

（31）

由式（31）得

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

θ0
θ ′10
θ0
θ ′20

= R 1C (T -
0 )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

+ R 1D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

B 1
B 2

-ωA 1

-ωA 2

（32）

由式（21）和（32）得：

C ( 0 )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

+ D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

B 1
B 2

-ωA 1

-ωA 2

=

R 1C (T - )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

+ R 1D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

B 1
B 2

-ωA 1

-ωA 2

（33）

i.e

[ C ( 0 )- R 1C (T - ) ]

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

= ( R 1 - E ) D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

B 1
B 2

-ωA 1

-ωA 2

（34）
式中 A 1，A 2，B 1，B 2是由系统的物理参数确定的常

数。所以系统碰撞周期解的存在问题转化为式

（22），（25），（33）的解的存在问题，从而得到结论：
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定理 如果系统（8）的物理参数满足条件（22），且使

得方程（25）和（29）有解，则系统（8）存在双碰周

期解。

下面构造恰当的可逆变换矩阵，给出积分常数

存在的条件和具体表达式。

引进记号

k1 = 1- e1 c1，k2 = 1- e2 c2，m 1 = e1 s1，m 2 = e2 s2，
n1 = η1 -(1- γ ) e1 g1，n2 = η2 -(1- γ ) e2 g2，
p1 = ωd1 -(1- γ ) e1h1，p2 = ωd2 -(1- γ ) e2h2，
u1 = ω ( γ- 2 )(φ 11A 1 + φ 12A 2 )，
u2 = ω ( γ- 2 )(φ 21A 1 + φ 22A 2 )

式（34）可以表达为

M

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

0
u1
0
u2

（35）

式 中 M =

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

φ 11 k1 φ 12 k2 -φ 11m 1 -φ 12m 2

-φ 11n1 -φ 12n2 φ 11 p1 φ 12 p2
φ 21 k1 φ 22 k2 -φ 21m 1 -φ 22m 2

-φ 21n1 -φ 22n2 φ 21 p1 φ 22 p2

。

当条件

k1 ≠ 0，k1 p1 - m 1n1 ≠ 0，
k2 ≠ 0，k2 p2 - m 2n2 ≠ 0 （36）

成立时，构造可逆矩阵

P=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

φ 22 p1
Ρ 1

φ 22m 1

Ρ 1

-φ 12 p1
Ρ 1

-φ 12m 1

Ρ 1

-φ 21 p2
Ρ 2

-φ 21m 2

Ρ 2

φ 11 p2
Ρ 2

φ 11m 2

Ρ 2

φ 22n1
Ρ 1

φ 22 k1
Ρ 1

-φ 12n1
Ρ 1

-φ 12 k1
Ρ 1

-φ 21n1
Ρ 1

-φ 21 k2
Ρ 1

φ 11n2
Ρ 1

φ 11 k2
Ρ 1

则式（35）经过一系列初等变换为
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è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

m 1 (φ 22u1 - φ 12u2 )
P 1

m 2 (φ 11u2 - φ 12u1 )
P 2

k1 (φ 22u1 - φ 12u2 )
P 1

k1 (φ 11u2 - φ 12u1 )
P 2

（37）

式 中 P 1 = (φ 11φ 22 - φ 12φ 21 ) ( k1 p1 - m 1n1 )，P 2 =
(φ 11φ 22 - φ 12φ 21 ) ( k2 p2 - m 2n2 )。

当系统（8）的物理参数确定后，通过式（37）可以

求得唯一的积分常数 aj1，bj1 ( i= 1，2 )为：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

a11 =
m 1 (φ 22u1 - φ 12u2 )

(φ 11φ 22 - φ 12φ 21 ) ( k1 p1 - m 1n1 )

a21 =
m 2 (φ 11u2 - φ 12u1 )

(φ 11φ 22 - φ 12φ 21 ) ( k2 p2 - m 2n2 )

（38）

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

b11 =
k1 (φ 22u1 - φ 12u2 )

(φ 11φ 22 - φ 12φ 21 ) ( k1 p1 - m 1n1 )

b21 =
k1 (φ 11u2 - φ 12u1 )

(φ 11φ 22 - φ 12φ 21 ) ( k2 p2 - m 2n2 )

（39）

再由式（25）确定的 aj1，bj1与 aj2，bj2的关系，可利

用下式通过恰当的变换求得 aj2，bj2 ( j= 1，2 )
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a12
a22
b12
b22

= ( γ- 1 )

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

+( γ- 2 )C ( 0 )-1D

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

-B 1
-B 2
ωA 1

ωA 2

（40）
把满足式（38）⁃（40）的积分常数 aij，bij ( i，j=

1，2 )代入式（14），（15）得到系统（8）的双碰撞周期

解为：

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

θi ( t )= ∑
j= 1

2

φij { e-ηj t [ aj1 cos ωdj t+ bj1 sin ωdj t ]+ Aj sin ωt+ Bj cos ωt }， 0≤ t≤ t1，t1 =
π
ω

θi ( t )= ∑
j= 1

2

φij { e-ηj ( t- t1 ) [ aj2 cos (ωdj ( t- t1 ) )+ bj2 sin (ωdj ( t- t1 ) ) ]+ Aj sinωt+ Bj cosωt }，

t1，t2 =
π
ω
，t1 < t≤ t1 + t2

（41）

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

θ ′i ( t )= ∑
j= 1

2

φij { e-ηj t [ ( bj1ωdj- ηjaj1 )cosωdj t-( aj1ωdj+ ηjbj1 )sinωdj t ]+ Ajω cosωt- Bjω sinωt }，

0≤ t≤ t1，t1 =
π
ω

θ ′i ( t )= ∑
j= 1

2

φij { e-ηj ( t- t1 ) [ ( bj2ωdj- ηjaj2 )cos (ωdj ( t- t1 ) )-( aj2ωdj+ ηjbj2 ) ∙

sin (ωdj ( t- t1 ) ] +Ajω cos ωt- Bjω sin ωt }， t1，t2 =
π
ω
，t1 < t≤ t1 + t2

（42）

当条件 1 ) k1 ≠ 0；2 ) k2 ≠ 0；3 ) k1 p1-m 1n1 ≠ 0；
4 ) k2 p2 - m 2n2 ≠ 0 不 同 时 成 立 时 ，情 况 因 选 择

的不同可逆变换不同，此时式（36）有无穷多解或

无解。

例如当 1 ) k1 ≠ 0；2 ) k2 ≠ 0；3 ) k1 p1-m 1n1 ≠ 0；
4 ) k2 p2 - m 2n2 = 0，时，此时式（35）与下式等价
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÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

φ 11 k1 φ 12 k2 -φ 11m 1 -φ 12m 2

0 0 φ 11 ( p1 -
m 1

k1
n2 ) φ 12 ( p2 -

m 2

k2
n2 )

0 1 0 -m 2

k2

0 0 0 p2 -
m 2

k2
n2

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
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ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

a11
a21
b11
b21

=

æ

è

ç

ç

ç

ç
ç
çç
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ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

0
u1
0

φ 11u2 - φ 21u1
φ 11φ 22 - φ 12φ 21

（43）

当 φ 11u2 - φ 21u1 ≠ 0 或 者 u1 ≠ 0 时 式（35）无

解，系统此时没有碰撞周期解。

注 1：条件（22）和 1）⁃4）是系统式（35）有解的充

分非必要条件，当条件不满足时式（35）有无穷多解

或者无解，因此系统（8）可能有多个碰撞周期解或

无解。

注 2：上述过程仅仅给出了双边双碰周期解的

存在条件和具体表达式，系统应该还存在双边单碰，

单边双碰的情况，改变碰撞恢复条件可相应得到此

类周期解的存在条件和表达式。类似方法得到周期

解的存在条件和解析表达式。

3 数值模拟

为了验证上述理论分析的正确性，通过分析条

件（22），结合定理条件 1）⁃4），选取合适的物理参数

和碰撞恢复系数，对系统进行数值模拟。在式（16）
和（17）中，由 f2 = 0，可得A 2 = 0，B 2 = 0。由式（22）
可知

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

φ 11a1 + φ 12a2 + φ 11B 1 ≠ 0
φ 21a1 + φ 22a2 + φ 21B 1 ≠ 0
-η1φ 11a1 - η2φ 12a2 + φ 11ωd1b1 +

φ 12ωd2b2 + ωφ 11A 1 ≥ 0
-η1φ 21a1 - η2φ 22a2 + φ 21ωd1b1 +

φ 22ωd2b2 + ωφ 21A 1 ≥ 0

取 参 数 值 为 m= 3，μ= 3.24，ξ= 0.75，ω=
1.5，f10 = 0.5，γ= 0.1.时，计算相应的参数值代入式

（37），此时可解得积分常数 aj1，bj1 ( j= 1，2 )，进而由

式（40）解出 aj2，bj2 ( j= 1，2 )，从而得到系统的双碰

撞周期解。

图 3（a）为系统（8）上摆碰撞的周期 1运动的相

图，相图左边和右边蓝色实线是碰撞时刻的位移；图

3（b）为系统庞加莱截面在相图上的投影；图 3（c）为

系统（8）的上摆的时间⁃位移图；图 3（d）系统（8）的上

摆的时间 ⁃速度图。由图 3（a）相图可以看到上摆锤

与左右挡板发生了碰撞，在图 3（d）显示碰撞点处速

度有一个瞬间的跳跃。

图 3 双摆上摆双边碰撞周期 1运动

Fig. 3 Upper pendulum periodic 1 motion of bilateral collision double pendulum
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图 4（a）为系统（8）下摆碰撞周期 1运动的相图，

相图左边和右边蓝色实线是碰撞时刻的位移；图 4
（b）庞加莱截面在相图上的投影；图 4（c）为系统（8）
的下摆的时间 ⁃位移图；图 4（d）为系统（8）的下摆的

时间 ⁃速度图。由图 4（a）相图可以看到上摆锤与左

右挡板发生了碰撞，在图 4（d）碰撞点处速度的一个

瞬间的跳跃，证实下摆锤与挡板有碰撞发生。

仿真结果说明在考虑非光滑双摆小角度运动

时，在理论研究所得的碰撞解析周期解存在条件的

指导下，可快速数值模拟得到非光滑双摆系统的碰

撞周期解，为研究非光滑双摆系统的周期解提供了

理论基础。

4 结 论

碰撞双摆有复杂的动力学行为，因其碰撞产生

的非线性，多点碰撞情形的多样性，一般很难得到其

碰撞周期解的解析表达式。 本文针对水平激励下的

双边碰撞双摆进行建模和理论分析，利用模态叠加

法和矩阵理论，讨论并推导了系统小角度振动时双

边双碰周期解的存在条件和周期解析解表达式。 数

值模拟表明，该方法可以较好的预测碰撞周期解的

存在性。引进矩阵工具，可以方便地计算出碰撞周

期解的积分常数和存在条件，为求解高维系统的碰

撞周期解提供了计算工具。针对其他类别的碰撞周

期解只要找到合适的碰撞恢复矩阵，计算过程是类

似的，为机械臂的研究和设计奠定了理论基础。为

工程人员研究高维系统周期解提供理论指导。
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Impact periodic solution of a non

-
smooth double pendulum

with bilateral rigid constraint

GUO Xiu-ying1，2，ZHANG Gang1，TIAN Rui-lan3，4

（1.School of Mathematical Sciences，Hebei Normal University，Shijiazhuang 050024，China；
2.Department of Mathematics and Physics，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China；
3.State Key Laboratory of Mechanical Behavior and System Safety of Traffic Engineering Structures，

Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China；
4.Department of Engineering Mechanics，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China）

Abstract: A double pendulum model with bi-lateral rigid constraint is constructed under harmonic excitation. The impact periodic
solution of a nonlinear dynamic system under harmonic excitation and its existence conditions are studied. Adopting the modal anal⁃
ysis and matrix theory，an invertible transformation is introduced to obtain the parameter conditions for the existence of the impact
periodic solution of the system. On the basis of the theoretical calculation results，applying Matlab software，numerical simulation
is carried out to obtain the impact periodic solution of the system with small angle motion，which verifies that the theoretical re⁃
search results have certain theoretical guidance in engineering practice.

Key words: nonlinear vibration；non-smooth double pendulum；impact periodic solution；symmetric bilateral rigid constraint；coef⁃
ficient of restitution
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