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摘要 : 为揭示多自由度微陀螺非线性系统中速度反馈项对系统动力学特性的影响规律，探索减小或消除非线性影

响的控制方法，以一类 4自由度静电驱动微机械陀螺为研究对象，应用多尺度法分析了时滞速度反馈控制反馈增益

对微陀螺输出响应的影响规律。研究发现：时滞量为零的条件下，反馈增益主要影响幅值大小；正的速度反馈增益

会放大非线性的影响，系统出现新的不稳定区域，灵敏度稳定性遭到严重破坏；负的速度反馈增益对刚度非线性的

影响有很好的控制作用，通过负增益的合理取值可完全消除刚度非线性的影响；提出了一种在不降低灵敏度的前提

下利用速度反馈增益调阻作用来控制微陀螺灵敏度稳定性的方法，此方法为含刚度非线性多自由度微陀螺动态性

能的优化和控制提供了理论依据。
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引 言

1988年，美国德雷伯实验室研制出了世界上第

一款微机械陀螺 ⁃双框架式微机械陀螺仪［1］，在随后

的研究中发现微陀螺系统存在明显的非线性行为，

其中刚度非线性和静电力非线性最为常见。这些非

线性因素会导致微陀螺出现明显的频率偏移、多稳

态解、刚度的软硬化特征以及软硬特性过渡［2］，发生

分岔甚至混沌等振荡不稳定现象［3］，对微陀螺的灵

敏度、带宽和稳定性造成极大影响。为了提升微陀

螺的精度、灵敏度和鲁棒性等动态性能，时滞反馈控

制［4］被广泛应用到微陀螺系统中。时滞信号主要分

为位移信号、速度信号［5］和加速度信号［6］三种，通过

设计合适的时滞反馈控制器实现对系统稳定性的控

制。Mehta等［7］利用位移正反馈振荡器实现了微悬

臂梁频率输出的控制，提高了基于微悬臂梁的化学

和生物传感器的灵敏度。李欣业等［8⁃9］对 Duffing ⁃
van del Pol振子的动力学响应和时滞反馈问题进行

了深入的研究，通过线性和非线性时滞反馈以及双

时滞反馈实现了对系统零解稳定性、极限环稳定性

和振幅的控制。Morrison等［10］研究了时滞非线性

Mathieu方程的动力学行为，研究发现通过施加足够

大的反馈增益和选择适当的时间滞后量可以消除与

参激相关的不稳定区域；在无阻尼系统中引入时滞

项可加入有效阻尼。Alsaleem等［11］通过在直流和交

流电压驱动的MEMS谐振器中使用时滞反馈控制

器，发现可将在动态吸合频带中工作的原本不稳定

的部分变成稳定状态，且在吸合附近对谐振器稳定

性有较强的增强作用。张丽娟［12］分别研究了刚度非

线性下单自由度微陀螺在受迫振动和参数激励下的

时滞反馈问题，分析了不同反馈增益对系统振幅的

影响。Warminski［13］研究了由外部激励和时滞输入

驱动的非线性自激和参激MEMS器件的振动，给出

了频率锁定区域的确定方法和闭环控制的策略。程

春等［14］提出了一种时滞立方位移反馈控制方法，发

现施加反馈参数能够有效地减小隔振系统共振区的

位移传递率。李帅等［15］提出了一种时变参数时滞减

振控制方法来改善时滞动力吸振器的性能，发现反

馈参数对系统的位移、速度和加速度幅值均有很好

的控制作用。上述研究主要集中在微谐振器、单自

由度微陀螺、隔振器和动力吸振器，对多自由度微陀

螺非线性系统的速度反馈的研究未见报道。

本文将研究速度反馈控制参数对微陀螺非线性

动力学行为的影响，采用多尺度方法对系统非线性

动力学方程进行摄动求解，通过所求的近似解析解
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分析 4自由度微陀螺非线性系统中速度反馈项对系

统动力学特性的影响规律，并通过影响规律探索对

多自由度微陀螺刚度非线性的控制方法。

1 微陀螺的动力学建模

本文考虑一类典型的双驱动双检测 4自由度

微机械陀螺仪［16］，其结构示意图如图 1所示，此类

微陀螺主要由驱动质量、解耦质量、转换质量、检测

质量、弹性微梁以及梳齿电极组成。在图 1中，x方

向为驱动方向，y方向为检测方向，Ωz 为垂直于 x⁃y

平面的输入角速度，解耦质量 mf 和转换质量 m 2 形

成双级解耦结构，起到隔离驱动模态和检测模态的

作用。微陀螺工作时，驱动质量 m 1 在梳齿驱动电

极的作用下沿 x方向振动，解耦质量 mf由于梁 k2的

作用开始沿 x方向振动，同时，转换质量 m 2 在梁 k4
的作用下随解耦质量一起沿 x方向振动；当系统在

x⁃y平面垂直方向有角速度 Ωz 输入时，由于科氏效

应，x方向的振动引起 y方向的谐振，转换质量 m 2

与检测质量 m 3在梁 k4，k5和 k6的约束下沿 y方向振

动。检测质量 m 3 在 y方向的位移即为微陀螺的检

测输出位移，其随着角速度 Ωz 的增大而增大。正

是由于结构谐振时检测输出幅值与输入角速度 Ωz

成正比，因此通过测量输出幅值即可测得载体的输

入角速度 Ωz。

4自由度微陀螺动力学模型如图 2所示，其中驱

动质量块 m 1为驱动一、转换质量块 m 2与解耦质量

块 mf组合为驱动二、转换质量块 m 2为检测一、检测

质量块 m 3为检测二。考虑到此类微陀螺的工作环

境为真空封装环境，空气阻尼相对较小，阻尼的非线

性因素可以忽略，因此可假设此系统中驱动和检测

方向所受阻尼均为线性阻尼。由于微陀螺驱动梁存

在由于几何大变形引起的刚度非线性，所以在建立

其模型时还需考虑加入刚度非线性项。

由图 2建立此微陀螺系统的动力学方程：

驱动模态方向

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

m 1 ẍ 1 +( c1 + c2 ) ẋ 1 - c2 ẋ2 +
( k1 + k2 ) x 1 - k2 x2 + K 1 x 31 = Fd

(m 2 + mf ) ẍ2 - c2 ẋ 1 +( c2 + c3 ) ẋ2 -
k2 x 1 +( k2 + k3 ) x2 + K 2 x 32 = 0

（1）

检测模态方向

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

m 2 ÿ1 +( c4 + c5 ) ẏ1 - c5 ẏ2 +
( k4 + k5 ) y1 - k5 y2 = Fc

m 3 ÿ2 - c5 ẏ1 +( c5 + c6 ) ẏ2 -
k5 y1 +( k5 + k6 ) y2 = 0

（2）

式中 xi ( i= 1，2 )代表驱动方向第 i个自由度的位

移，yi ( i= 1，2 )代表检测方向第 i个自由度的位移，

mi ( i= 1，2，3，f )分别代表驱动质量块、转换质量

块 、检 测 质 量 快 、解 耦 质 量 块 的 质 量 ，ci ( i=
1，2，3，4，5，6 )代表各阻尼系数，ki ( i= 1，2，3，4，5，
6 )代表各弹性微梁的刚度系数，Ki ( i= 1，2 )表示驱

动方向第 i个自由度的刚度非线性系数，Fd和 Fc分

别 为 静 电 驱 动 力 和 科 氏 力 ，Fd= F cos ω 0 t，Fc=
-2m 2Ωz ẋ2，检测模块通过科氏力与驱动模块耦合

为 4个自由度系统，F为静电驱动力幅值，ω 0为静电

驱动频率，Ωz为微陀螺输入角速度。其中物理参数

取值参见文献［16］。

将式（1）整理化简，得

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ẍ1 + α3 ẋ 1 - α4 ẋ2 + α1 x 1 -
α2 x2 + α5 x 31 = F′ cosω 0 t

ẍ2 - β3 ẋ 1 + β4 ẋ2 - β1 x 1 +
β2 x2 + β5 x 32 = 0

（3）

式 中 α1 =( k1 + k2 ) /m 1，α2 = k2/m 1，α3 =( c1 +
c2 ) /m 1，α4 = c2/m 1，α5 = K 1/m 1，β1 = k2/ (m 2 +mf），

β2 =( k2 + k3 ) / (m 2 +mf )，β3 = c2/ (m 2 +mf )，β4 =
( c2 + c3 ) / (m 2 +mf )，β5 = K 2/ (m 2 +mf )，F′= F/m 1。

图 1 双驱动双检测微陀螺结构示意图

Fig. 1 Structure diagram of double-drive and double-sense
micro-gyroscope

图 2 4自由度微陀螺动力学模型

Fig. 2 Dynamic model of 4-DOF micro-gyroscope
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2 理论解推导及动力学分析

根据图 1双驱动双检测微陀螺简化的结构示意

图，引入时滞速度控制器后得到微陀螺受控系统的

简化力学模型，如图 3所示。虚线框中的两个速度

信号可通过固定电极与可动电极间因电势差产生的

电流进行等效转化并提取，具体的信号转化和提取

方法与过程可参考文献［17⁃18］。

根据图 3所示简化力学模型建立微陀螺非线性

受控系统的动力学方程，通过在式（3）中加入含时滞

的速度反馈项，得到动力学方程为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ẍ1 + α3 ẋ 1 - α4 ẋ2 + α1 x 1 - α2 x2 +
α5 x 31 = F′ cosω 0 t+ G 1 ẋ 1 ( t- τ )

ẍ2 - β3 ẋ 1 + β4 ẋ2 - β1 x 1 +
β2 x2 + β5 x 32 = G 2 ẋ2 ( t- τ )

（4）

式中 G 1，G 2分别为驱动质量和解耦框架的速度反

馈增益，τ为速度反馈的时间滞后参数。

式（4）可看作含阻尼的 Duffing系统在简谐激励

下的受迫振动，采用多尺度方法进行摄动求解，同时

考虑主共振和 1∶1内共振条件 ω 20 = ω 21 + ε2σ1，ω 22 =
ω 21 + ε2σ2（式中 ω 0，ω 1，ω 2 分别为激励频率、驱动一

固有频率、驱动二固有频率；σ1，σ2为两个调谐参数；

ε为小量），选取小参数 ε标注系统中的小量，由

式（4）得

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ẍ1 + ω 20 x 1 =- ε2 α̂1 x 1 + ε2 α̂2 x2 - ε2 α̂3 ẋ 1 +
ε2 α̂4 ẋ2 - α5 x 31 + ε2 ω̂ 21 x 1 +
ε3 f cosω 0 t+ ε2σ1 x 1 +
ε2Ĝ 1 ẋ 1 ( t- τ )

ẍ2 + ω 20 x2 = ε2 β̂ 1 x 1 - ε2 β̂ 2 x2 + ε2 β̂ 3 ẋ 1 -
ε2 β̂ 4 ẋ2 - β5 x 32 + ε2 ω̂ 22 x2 +
ε2 ( σ1 - σ2 ) x2 + ε2Ĝ 2 ẋ2 ( t- τ )

（5）

式中 F′= ε3 f，Gi= ε2Ĝ i ( i=1，2 )，ω 2i = ε2 ω̂ 2i ( i=
1，2 )， αi= ε2 α̂ i ( i=1，2，3，4 )， βi= ε2 β̂ i ( i= 1，2，

3，4 )。
设式（5）的近似解形式为

{x1 = εx11 (T 0，T 2 )+ ε3 x 13 (T 0，T 2 )+⋯
x2 = εx21 (T 0，T 2 )+ ε3 x23 (T 0，T 2 )+⋯

（6）

将式（6）代入式（5），比较方程两端同次幂的系

数，得到如下一组偏微分方程

O ( ε1 )：D 2
0 x 11 + ω 20 x 11 = 0，

D 2
0 x21 + ω 20 x21 = 0 （7）

O ( ε3 )：D 2
0 x 13 + ω 20 x 13 =-D 0 ( 2D 2 x 11 + α̂3 x 11 )-

α̂1 x 11 + α̂2 x21 + α̂4D 0 x21 - α5 x 311 +
f cosω 0 t+ ω̂ 21 x 11 + σ1 x 11 +
Ĝ 1D 0 x 11 ( t- τ )，

D 2
0 x23 + ω 20 x23 =-D 0 ( 2D 2 x21 + β̂4 x21 )+
β̂1 x 11 - β̂2 x21 + β̂3D 0 x 11 - β5 x 321 +
ω̂ 22 x21 +( σ1 - σ2 ) x21 + Ĝ 2D 0 x21 ( t- τ ) （8）
式（7）的一般解形式可表示为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

x11 (T 0，T 2 )= A 11 (T 2 )exp ( iω 0T 0 )+
Ā 11 (T 2 )exp (-iω 0T 0 )

x21 (T 0，T 2 )= A 21 (T 2 )exp ( iω 0T 0 )+
Ā 21 (T 2 )exp (-iω 0T 0 )

（9）

其中：

ì

í

î

ïï
ïï

A 11 (T 2 )=
1
2 a1 (T 2 )exp [ iθ1 (T 2 ) ]

A 21 (T 2 )=
1
2 a2 (T 2 )exp [ iθ2 (T 2 ) ]

（10）

式中 a1 和 a2 分别表示驱动一和驱动二振动的振

幅，θ1和 θ2分别表示驱动一和驱动二振动的初相位。

将式（9）和（10）代入式（8）中，由不产生永年项

的可解性条件，得到振幅和相位的平均方程：

ȧ1 =-
α̂3a1
2 + α̂2a2

2ω 0
sinϕ+ α̂4a2

2 cosϕ-

f
2ω 0

sinθ1 +
Ĝ 1a1
2 cosω 0τ，

θ̇1 =
α̂1 - ω̂ 21 - σ1

2ω 0
- α̂2a2
2ω 0a1

cosϕ+

α̂4a2
2a1

sinϕ+ 3α5a21
8ω 0

- f
2ω 0a1

cosθ1 -

Ĝ 1

2 sinω 0τ，

ȧ2 =-
β̂4a2
2 - β̂1a1

2ω 0
sinϕ+ β̂3a1

2 cosϕ+

Ĝ 2a2
2 cosω 0τ，

ϕ̇=- β̂1a1
2ω 0a2

cosϕ+ β̂2 - ω̂ 22 + σ2 - σ1
2ω 0

-

β̂3a1
2a2

sinϕ+ 3β5a22
8ω 0

- Ĝ 2

2 sinω 0τ-

图 3 时滞速度反馈控制作用下微陀螺的简化模型

Fig. 3 Simplified model of micro-gyroscope under delay
velocity feedback control
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α̂1 - ω̂ 21 - σ1
2ω 0

+ α̂2a2
2ω 0a1

cosϕ- α̂4a2
2a1

sinϕ-

3α5a21
8ω 0

+ f
2ω 0a1

cosθ1 +
Ĝ 1

2 sinω 0τ （11）

式中 ϕ̇= θ̇2 - θ̇1。

在式（11）中，令 ȧ1 = 0，θ̇1 = 0，ȧ2 = 0，ϕ̇= 0，
消去 θ1和 ϕ，整理可得到驱动方向振幅 a1，a2的两个

分岔方程。

a22 [ -4β̂1 β̂ 2 - 3β̂1 β 5a22 + 4β̂1 ( σ1 - σ2 )-
4β̂3 β̂ 4ω 20 + 4β̂1 ω̂ 22 + 4β̂1Ĝ 2ω 0 sinω 0τ+
4β̂3Ĝ 2ω 20 cosω 0τ ]2 + a22ω 20 [ 4β̂2 β̂ 3 -
4β̂1 β̂ 4 + 3β̂3 β 5a22 - 4β̂3 ( σ1 - σ2 )-
4β̂3 ω̂ 22 + 4β̂1Ĝ 2 cosω 0τ-
4β̂3Ĝ 2ω 0 sinω 0τ ]2 = 16a21 ( β̂ 21 + β̂ 23ω 20 )2 （12）

ω 20 [ 4α̂3 β̂ 21 a21 - 4α̂4 β̂ 1 β̂ 2a22 - 4α̂2 β̂ 2 β̂ 3a22 +
4α̂2 β̂ 1 β̂ 4a22 - 3α̂4 β̂ 1 β 5a42 - 3α̂2 β̂ 3 β 5a42 -
4β̂ 21 Ĝ 1a21 cosω 0τ- 4α̂2 β̂ 1Ĝ 2a22 cosω 0τ+
4α̂4 β̂ 1a22 ( σ1 - σ2 )+ 4α̂2 β̂ 3a22 ( σ1 - σ2 )+
4α̂4 β̂ 1Ĝ 2a22ω 0 sinω 0τ+ 4α̂3 β̂ 23ω 20a21 +
4α̂2 β̂ 3Ĝ 2a22ω 0 sinω 0τ- 4α̂4 β̂ 3 β̂ 4ω 20a22 -
4β̂ 23 a21Ĝ 1ω 20 cosω 0τ+ 4α̂4 β̂ 1 ω̂ 22a22 +
4α̂4 β̂ 3a22Ĝ 2ω 20 cosω 0τ+ 4α̂2 β̂ 3 ω̂ 22a22 ]2 +
[ 4α̂1 β̂ 21 a21 + 3α5 β̂ 21 a41 - 4α̂2 β̂ 1 β̂ 2a22 -
3α̂2 β̂ 1 β 5a42 + 4α̂2 β̂ 1a22 ( σ1 - σ2 )-
4β̂ 21 a21σ1 + 4α̂4 β̂ 2 β̂ 3ω 20a22 + 4α̂1 β̂ 23ω 20a21 +
3α5 β̂ 23ω 20a41 - 4α̂4 β̂ 1 β̂ 4ω 20a22 -
4α̂2 β̂ 3 β̂ 4ω 20a22 + 3α̂4 β̂ 3 β̂ 5ω 20a42 -
4α̂4 β̂ 3ω 20a22 ( σ1 - σ2 )- 4β̂ 23ω 20a21σ1 -
4β̂ 21 ω̂ 21a21 - 4β̂ 23ω 20 ω̂ 21a21 + 4α̂2 β̂ 1 ω̂ 22a22 -
4α̂4 β̂ 3ω 20 ω̂ 22a22 ]2 = 16a21 f 2 ( β̂ 21 + β̂ 23ω 20 )2 （13）
采用牛顿迭代法和伪弧长算法相结合的方法

对式（12）和（13）进行求解，可得到振幅 a1，a2 的稳

态响应。为同时得到驱动非线性刚度下的检测输

出响应，采用复指数法对检测方向动力学方程进行

求解。

驱动二的位移 x2的近似解为 a2 cos (ω 0 t- θ2 )，
因 此 作 用 在 检 测 一 上 的 科 氏 力 可 表 示 为

2m 2Ωza2ω 0 sin (ω 0 t- θ2 )，其中 Ωz 为输入的角速度

（测 量 的 角 速 度）。 令 fc 为 科 氏 力 的 幅 值 ，fc=
2m 2Ωza2ω 0，显然科氏力的幅值与驱动一的激励频

率和驱动二的振幅有关。为了确定系统的稳态响

应，采用复指数法对式（2）进行求解得检测一和检测

二稳态响应的振幅 b1 ，b2为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

b1 = 2m 2Ωza2ω 0 [ ( c5+ c6 )2ω 20+

( k5+ k6-m 3ω 20 )2 ]
1
2 /∇

b2 = 2m 2Ωza2ω 0 ( k 25 + c25ω 20 )
1
2 /∇

（14）

其中，

∇={ [( c5 + c6 ) ( k4 + k5 - m 2ω 20 )ω 0 +
( c4 + c5 ) ( k5 + k6 - m 3ω 20 )ω 0 - 2c5 k5ω 0 ]2 +
[( k4 + k5 - m 2ω 20 ) ( k5 + k6 - m 3ω 20 )-

k 25 + c25ω 20 -( c4 + c5 ) ( c5 + c6 )ω 20 ]2 }
1
2

3 反馈增益对动态响应的影响

本节主要考虑速度反馈增益对微陀螺动态响应

的影响，忽略时间滞后的影响，因此令时间滞后参数

τ= 0，分析不同的反馈增益对微陀螺幅频响应的影

响情况。分别取 G=-350，0，350（即负增益、无增

益和正增益）三种情况进行分析比较。

计 算 参 数 选 取 如 下 ：激 振 力 幅 值 F= 3×
10-5 N，ε= 1，驱动一、二的共振频率分别为 ω 1 =
30940.1 rad/s， ω 2 = 31880.9 rad/s。 此 时 σ2 =
5.91×107，本文只考虑主共振下微陀螺的响应情

况。根据式（12），（13）并结合式（14），得到微陀螺各

自由度的稳态幅频响应，如图 4所示。为了验证多

尺度法得到的理论解析解，对式（1）使用 Runge⁃Kut⁃
ta方法进行求解，得到了一系列数值结果，对比理论

解可见有较好的吻合度。

当反馈增益值 G=-350时，微陀螺各自由度

的幅值均低于 G= 0时的幅值，两峰值及其之间区

域趋于平坦，刚度非线性表现出的硬化、幅值跳跃以

及多稳态解现象基本消失，不稳定情况不再存在。

当 G= 350 时 ，微 陀 螺 各 自 由 度 的 幅 值 均 高 于

G= 0时的幅值，由于存在刚度非线性的影响，幅值

增长幅度极为显著，非线性特征也变得更为明显；两

峰值之间部分的幅值相差很大，灵敏度稳定性遭到

严重破坏（灵敏度与响应幅值的大小正相关，响应幅

值在一定的频率范围内越稳定意味着微陀螺灵敏度

的稳定越好），甚至在峰值处出现了新的不稳定区

域，导致同时存在多处不稳定区域，如图 4（b）和

4（d）所示，对微陀螺灵敏度的稳定性造成了严重的

影响。

综合图 4可知，在无时间滞后时，速度反馈的增

益对各自由度幅频响应的影响仅表现在对幅值大小

的影响上。当速度反馈增益为负值时，稳态响应幅

值和灵敏度随负增益绝对值的增加而降低，且非线

性的特征也随之减弱；最终随着反馈增益值持续的
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减小非线性幅值跳跃、多稳态解的现象也随之消失，

系统保持在稳定状态。当速度反馈增益为正值时，

稳态响应幅值和灵敏度随增益值的增加而升高，非

线性的特征也随之增强，系统出现新的不稳定区域，

进一步导致系统的失稳。

由于在微陀螺非线性动力学方程（4）中，时滞速

度反馈项作用于状态速度量，等效于系统阻尼项，因

此具有控制系统阻尼的作用，也是对响应幅值的控

制作用，此行为被称为时滞速度反馈控制的调阻

作用［19］。

在图 4（b）和（d）中，当 G=-350时，驱动二与

检测二的响应幅值均有较高幅值的平坦区域且对应

较宽的频带范围，具有较高的灵敏度稳定性和较宽

的检测带宽，这有利于微陀螺在工作中对输出信号

的监测和采集，且具有较强的抗干扰能力。为了利

用时滞速度控制这一特点，同时弥补其带来的灵敏

度下降的缺陷，本文提出了一种考虑静电力与速度

反馈增益量的综合影响，在保持灵敏度或响应幅值

不降低的条件下，控制或消弱刚度非线性的影响，增

加微陀螺灵敏度稳定性的方法。

4 速度反馈对灵敏度稳定性控制

由于静电力幅值是影响微陀螺响应幅值的最大

因素，所以本文通过适当提高静电力以提升响应幅

值使其高于设计的目标幅值，然后通过时滞速度负

反馈进行控制，综合考虑灵敏度和带宽，最后使输出

响应幅值达到目标幅值同时兼具高灵敏度稳定性和

动态稳定性，消除刚度非线性对微陀螺灵敏度动态

稳定性和带宽的影响。

为验证这一方法，首先取一固定速度反馈增益

值，然后确定此增益下静电力幅值和稳态响应振幅

的关系，得到响应振幅达到设计振幅时所需的静电

力幅值，最后比较设计振幅与使用此静电力所得振

幅值，从而确定微陀螺所需施加的静电力幅值及反

馈增益值。

设速度反馈增益值仍取-350，微陀螺驱动二

与检测二输出响应与静电力幅值的关系如图 5所
示。从图 5可知未施加速度反馈时驱动二输出的最

大幅值为 3× 10-6（原响应），检测二输出的最大幅

值为 4.3× 10-9，也是该微陀螺的灵敏度最大值。依

据图 5（a）可知驱动输出响应达到此最大峰值所需

的静电力幅值为 5.05× 10-5 N，即只要施加该静电

力值，那么驱动二在速度反馈控制条件下仍可获得

相应的灵敏度；同理，依据图 5（b）中检测二输出响

应可知，达到检测 2最大峰值所需的静电力幅值为

4.66× 10-5 N。由此得到了两个满足条件的静电力

幅值，但需通过对比两种情况下微陀螺的动态特性

筛选出最佳控制方案。

图 4 不同反馈增益下微陀螺各自由度的稳态幅频响应

Fig. 4 Steady amplitude-frequency responses of micro-gyro⁃
scopes under different feedback gains
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当静电力幅值取 5.05× 10-5 N时，无速度反馈

和施加速度反馈控制条件下驱动输出幅频响应和检

测输出幅频响应关系如图 6所示。

由图 6可知，当静电力幅值为 5.05× 10-5 N时，

施加速度控制后的驱动输出响应的峰值和原驱动输

出响应峰值达到一致，均为 3× 10-6 m，而优化后的

检测输出响应峰值超过了原检测输出响应峰值。驱

动和检测的输出带宽在优化前后基本保持不变，在

带宽范围内仍然不会受到非线性不稳定区域的影

响；共振峰由两个峰变为一个峰，灵敏度稳定性较控

制之前明显提高；由于静电力幅值的提升，共振区外

的稳定部分幅值也有所提高。另外，优化后非线性

的影响被削弱，不稳定区域变小且远离带宽范围，对

系统稳定性的提升起到了重要作用。

当静电力幅值取 4.66× 10-5 N时，驱动输出幅

频响应和检测输出幅频响应与原响应的对比关系如

图 7所示。

由图 7可知，当静电力幅值为 4.66× 10-5 N时，

优化后的检测输出响应的峰值和原检测响应峰值相

同，均为 4.3× 10-9 m，而优化后的驱动输出响应峰

值略低于原驱动输出响应峰值。与图 6的特征类

似，驱动和检测的输出带宽在优化前后基本保持不

变，在带宽范围内仍不受非线性不稳定区域的影响；

共振峰由两个峰变为一个峰，灵敏度稳定性较优化

前明显提高，共振区外的稳定部分幅值也有所提高；

优化后非线性的影响也被削弱，不稳定区域变小且

远离带宽范围，对系统稳定性的提升起到了作用。

在图 6和 7中，由于共振峰均变为一个峰，因此

在设定微陀螺操作频率时可直接设定为共振峰值的

对应频率，可在保证稳定的前提下获得最大的灵

敏度。

静电力幅值为 5.05× 10-5 N时，驱动和检测输

出 响 应 的 峰 值 均 稍 高 于 静 电 力 幅 值 为 4.66×
10-5 N时的情况，这是外界传递能量高低所决定

的。这两种情况下的检测输出响应峰值均不低于原

响应峰值，都可满足微陀螺的工作需要，且两种静电

力幅值下对带宽、非线性稳定性影响基本相同，均可

在保证检测带宽的前提下提升系统对刚度非线性的

抗性、提高驱动检测响应的灵敏度稳定性。虽然静

电力在 5.05× 10-5 N时响应幅值稍高，但相比于原

静电力幅值增长了 68.35%，牺牲了较大的驱动力，

而静电力在 4.66× 10-5 N时相比于原静电力幅值

增长了 55.38%，增长幅度比前者小，因此综合考虑

图 5 G=-350时，微陀螺输出响应与静电力幅值的关系

Fig. 5 Relationship between output response of micro-gyro⁃
scope and amplitude of electrostatic force when G=
-350

图 6 F= 5.05× 10-5 N时，微陀螺输出幅频响应与原响应

的对比图

Fig. 6 Comparison of output amplitude-frequency response
with original of microgyroscope when F= 5.05×
10-5 N
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驱动力能量和性能，应选择静电力为 4.66× 10-5 N
的控制方法，即根据检测二的静电力与输出幅值的

关系确定静电力激振力的幅值。

通过上述比较，在无时滞、速度反馈增益一定

时，通过适当提升静电力幅值可使微陀螺的输出响

应在同等灵敏度和带宽下获得更好的灵敏度稳定性

和非线性抵抗能力。

5 结 论

1）提出了一种利用速度反馈增益调阻作用来控

制微陀螺响应幅值的方法。该方法通过协调静电力

幅值和速度负反馈增益的综合作用，在稳定微陀螺

输出灵敏度的同时提高其灵敏度稳定性，削弱非线

性影响。

2）速度反馈增益对微陀螺幅频响应的影响仅表

现在对幅值大小的影响上。反馈增益为负值时，稳

态响应幅值和灵敏度随负增益绝对值的增加而降

低，且非线性的特征也随之减弱；最终随着反馈增益

值持续的减小，非线性幅值跳跃、多稳态解的现象也

随之消失，系统保持在稳定状态。因此，通过负增益

的合理取值可完全消除刚度非线性的影响。正的速

度增益会放大非线性的影响，系统出现新的不稳定

区域，灵敏度稳定性遭到严重破坏。
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Control of the nonlinear effect of velocity feedback on multi
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Abstract: To reveal the effect of velocity feedback on dynamic characteristics of multi-DOF micro-gyroscope nonlinear systems
and explore control methods for nonlinearity，a class of 4-DOF electrostatically driven micro-gyroscopes is researched. The effect
of the gain of the delay velocity feedback control on output response of micro-gyroscope is analyzed by multi-scale method. The re⁃
search shows that the feedback gain mainly affects the amplitude when the time delay is zero. Positive velocity feedback gain ampli⁃
fies the effect of nonlinearity and new unstable regions appear in the system，then the sensitivity stability is seriously damaged. The
stiffness nonlinearity can be controlled well by negative velocity feedback gain and completely eliminated by the reasonable value of
negative velocity feedback gain. A method for controlling the sensitivity stability of micro-gyroscopes by adjusting damping action
of velocity feedback gain without reducing sensitivity is proposed，which provides a theoretical basis for the optimization and con⁃
trol of multi-DOF micro-gyroscopes with stiffness nonlinearity.
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