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摘要: 为揭示齿轮系统动力学全局解域特性，建立了功率分流直齿轮系统非线性振动模型，结合胞映射与区域分解

思想构建了主要激振参数下的系统全局解域求解算法。求解了阻尼比分别与综合传动误差、啮合频率和齿侧间隙

等参数配置下的平面解域界结构，揭示了两参量解域区内的动态行为潜在趋势，如倍周期分岔序列、混沌窗口带等

的迁移演化。借助 Lyapunov指数对不同误差幅值下分岔通道结构进行追踪，验证了分岔节点与解域界子域临界点

相吻合。数值求解多组阻尼比下的吸引域全局性态，发现混沌吸引域与周期 1吸引子吸引域间相互扩张与进退演

变激烈，二者胞域边界处系统局部平衡态势异常脆弱；当阻尼比为 0.04时吸引域行为相对敏感，多吸引子共存现象

突出。其结果可为齿轮系统振动优化及参数全局设计提供参考。
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引 言

在装备制造领域齿轮传动扮演了不可或缺的

重要角色，特别在航空航天、新能源汽车、风电机组

及高速轨道交通装备等国民经济重点行业，其需求

更为强烈，其中，功率分流齿轮传动形式因其独特

的结构布局在功重比及紧凑性等方面展现出突出

优势，正越来越受到重视［1⁃2］。振动和噪声是衡量齿

轮传动动态品质的显著要素，通常当系统运行至

“不良”参数激振区，如间隙或时变刚度等的部分非

线性激励响应带，系统的瞬态碰振或混沌倾向将显

著增大［3］。实际中齿轮副的工作难以避免地遭受

内、外部激励，反映在振动模型中即多参量间的作

用最终诱发系统复杂动态反馈，如分岔、跳跃和混

沌等。因此，全面地开展齿轮副传动工况因素的监

控对合理预测或规避无规则振动尤为必要。刘镇

星等［4］考虑了舰船摇摆环境下滑动轴承 ⁃齿轮副系

统的动力学特性，观测到较小齿隙下摇摆引起的挤

齿现象。魏静等［5］建立了针对齿廓修形与齿向修形

时斜齿轮传动刚度与误差非线性耦合模型，分析了

修形参数对系统动态特性的影响。Yang等［6］从轮

齿裂纹扩展的角度，求解了裂纹尺寸对 3自由度齿

轮系统非线性振动的影响。现有齿轮系统模型动

力学研究大都建立在单一参数激励通道下，因分析

手段的差异，对实际多源激励的协同影响未能深刻

揭示，同时响应结果的完整性呈现也受到局限。

胞映射思想最初由 Hsu提出，用于离散空间域

胞化求解，目前已扩展出插值胞映射、点映射 ⁃胞映

射及广义胞映射图论法等诸多改进版本，兼顾可行

性的同时效率与精度也不断提升。在非线性动力

学方面，胞化离散不仅可对系统状态空间进行求

解，还可从不同维度方向自由配置受关注的参数

区，得到解域界细节［7⁃9］。解域界分析以区域离散

技术为基础，结合胞映射揭示参数空间和状态空间

特定目标域下的潜藏振动信息，对指导齿轮系统减

振控制与动载优化具有积极意义。Kahraman和

Singh借助 Poincaré映射和相空间离散追踪了多组

吸引子吸引域的共存行为［10］。Farshidianfar和 Sa⁃
ghafi基于Melnikov方法数值计算了单对齿轮副在
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全局域中的同宿分岔和混沌迁移路径［11⁃12］，并对混

沌参数带进行了综合性预测。林何等［13］采用解域

离散与 Lyapunov指数等工具获取了并车螺旋锥齿

轮系统两参量平面上的解域界和倍周期分岔分布

形态。在齿轮动力学领域［14⁃15］，各类啮合激励参数

是与系统动态响应和振动行为息息相关的关联要

素，借助解域界和胞映射可将系统多源激振参数间

共同作用下的动力学行为整体性态从更广层面高

效、详尽地完成解析。本文对功率分流齿轮系统开

展全局特性研究以不同维度参数域和特定初值状态

域为研究对象，解域界直观呈现系统受激响应振动

变化趋势，在二维视角下揭示全局分岔与混沌路径，

相空间吸引域信息反馈出啮合振动对初始状况的敏

感依赖性，揭示吸引子共存及吸引域演化等全局

性态。

1 动力学模型与解域基础

1. 1 功率分流齿轮系统振动模型

图 1为功率分流齿轮系统动力学模型，主动轮

为 g0，从动轮为 g1和 g2，对应的扭矩分别为 T 0，T 1和

T 2，ri ( i= 0，1，2 )为各齿轮基圆半径，bj ( j= 1，2 )为

齿侧间隙值的一半，cj表示啮合阻尼，kj ( t )表示时变

啮合刚度，ej ( t )为基圆切向综合传动误差。假定系

统分扭结构关于主动轮中心两侧理想对称，两从动

轮物理结构属性相同，不考虑齿面间摩擦及润滑油

膜受热膨胀等。

根据牛顿运动学定律建立如图 1所示的系统啮

合传动振动微分方程
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首先引入两侧齿轮啮合副间的相对位移以

xi ( t ) ( i= 1，2 )表示，对 xi ( t )实施二阶求导得

{ẍ1 ( t )= r0 θ̈0 ( t )- r1 θ̈1 ( t )- ë1 ( t )
ẍ2 ( t )= r0 θ̈0 ( t )- r2 θ̈2 ( t )- ë2 ( t )

（2）

式（1）中部分系数项数值间存在较大量级差异，

为避免方程组求解迭代时产生病态，采取量纲一化

方式解决。定义特征长度 bc 为 1.0× 10-4 m，量纲

一啮合频率为 ω，量纲一时间为 τ，有 τ= ωn t，ωn 为

时间标称尺度，可推导出量纲一位移、速度和加速度

X，Ẋ和 Ẍ分别为：

X = x/bc， Ẋ = ẋ/( bcωn )， Ẍ = ẍ/( bcω 2n )
联合动力学方程组（1）和（2）消除刚体位移，并

根据 X，Ẋ和 Ẍ对 x，ẋ及 ẍ完成量纲一化转换，得到

系统方程组为
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- ë1 ( t )
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图 1 功率分流直齿轮系统动力学模型

Fig. 1 Dynamic model of power-split spur gear transmission
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式中 ë ( τ )= Eω2 sin (ωτ+ φ )，φ为初始相位角，E
为量纲一误差幅值。

齿侧间隙分段函数 f ( Xi ) ( i= 1，2 )的表达式为

f ( Xi )=
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式中 b为量纲一齿侧间隙。

结合式（3）和（4）整理后的系统振动方程组变成

关于量纲一时间 τ的二阶微分方程组，其矩阵形式为

MẌ + CẊ + Kf ( X，τ )=F （5）
式中 M，K和 C为量纲一化后的系统质量、刚度和

阻尼矩阵，F为载荷列矢量，f ( X，τ )表示齿侧间隙

分段函数。
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考虑到 Runge⁃Kutta法求解原理特点，将含激励

项的二阶微分方程式（5）降阶为一阶状态方程，主要

对二阶导变量 Ẍ 1 和 Ẍ 2 和一阶导变量 Ẋ 1 和 Ẋ 2 做变

量代换，构造出的一阶微分方程组为
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- ë2 ( t )

（6）

式中 ξ1 = ξ2 = ξ，ξ= c1 ( 2Mω )，M为啮合副等效

质量；状态变量 y1，y2，y3 和 y4 分别对应于 X 1，Ẋ 1，

X 2和 Ẋ 2。

1. 2 解域求解基础

在区域分解算法基础上，选取参数域 γ范围为

[ α0，αl ]×[ β 0，βl ]（如图 2所示），其中 α0和 αl分别为参

数区间 α两侧域界值，β 0和 βl分别为参数区间 β上下

域界值。参数胞域 γ在 α和 β方向上可分割为规则

矩形胞单元，各胞元编号标识为 cij（i= 0，1，⋯，m；

j= 0，1，⋯，n），以 α维度为例，相邻胞间参数间隔为

hj= ( αl- α0 ) n，故以起始胞 α0 递推，α向第 k个胞

的数值信息为 αk= α0 + k× hj。

域 γ中参数胞离散动力学信息分布为

γ→
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对于任意一点集Q⊂ R n，n为正整数，存在一点

X ( i ) ∈Q，即 X ( i )是 Q中的一点，假设 X ( i )的第 j个分

量为 X ( i )
j （j=1，2，…，n）；同样存在另外一元素Yj 为

点 Y的第 j个分量，那么可通过下式确定点 Y与点

集Q之间的关系

ρ (Y，Q )= min ( dis (Y，X ( i ) ) )， i= 1，2，⋯，m；

dis (Y，X ( i ) )= max | Yj- X ( i )
j |，j= 1，2，⋯，n（8）

式中 ρ (Y，Q )表示 Y与 Q之间的范数，dis (Y，X ( i ) )
表示分量Yj，X ( i )

j 之间距离的最大值。

给定一极小值 ε1，如果 dis (Y，X ( i ) )满足

ρ (Y，Q )< ε1 （9）
则表明点Y同样位于点集Q所在的吸引域内。

单一维度上的胞序列 c={ c1，c2，⋯，ci }，各胞下

相轨迹在 Poincaré截面上相交出系列映射点集，解

图 2 解域胞化离散平面

Fig. 2 Cellular discrete plane of solution domain
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域归属由吸引子周期运动属性界定，如 k周期时下

述映射法则成立

f 0 ( Xi，ci )→ f 1 ( Xi，ci )→⋯→ f k ( Xi，ci )
( k= 0，1，⋯，n） （10）

式中 f为映射法则，k为周期数目。

若域内某一胞 ( xi，ẋ j )与其周围邻胞 ( xi+ 1，ẋ j )，
( xi，ẋ j+ 1 )和 ( xi+ 1，ẋ j+ 1 )等呈现不同动力学性态，则

意味着此处为子域边界，胞元 ( xi，ẋ j )即为边界胞。

在式（5）中首先对感兴趣空间离散胞化，明确各

维 度 上 的 总 吸 引 胞 数 目 及 域 边 界 条 件 ，如 αi∈
[-α,α]，βj ∈[-β，β ]。从 0时刻开始计算直至系统

步入稳态，选定一 Poincaré截面截取吸引子轨线，由

状态截点 ( Xj，Ẋ j )计算轨道映射偏差，取相轨迹的相

邻 4次映射偏差，即从Xj和 Ẋ j上计算差值 di和 ḋ i（i=
0，1，2，3）并与给定值 ε1 = 1.0× 10-3 和 ε2 = 1.0×
10-4做比较，如果连续 4次 di与 ḋ i均小于 ε1和 ε2，进

一步通过循环叠加即可确定吸引域周期性态，最终

解出吸引域全局结构，对任意第 j步相邻 4轮差值的

计算式为

dn=  X T - n
j - X T -( n+ 1)

j ，ḋn=  Ẋ T - n
j - Ẋ T -( n+ 1)

j

( n= 0，1，2，3 ) （11）
周期胞收敛后即可停止迭代，若循环映射次数

超过一定限度（≥ 103）则视为混沌态。为确保数值

算法的准确性，对混沌吸引子额外增加 5次验证计

算，参数空间解域界求解流程如图 3所示。

2 全局解域特性

假定从动轮 g1，g2几何结构与物理属性完全相

同；主、从动轮齿数分别为 32，105，转动惯量分别为

0.003 kg·m2，0.197 kg·m2，模数为 3，平均啮合刚度为

k= 7.8× 108 N/m；输入扭矩 T 0 = 188 N·m；阻尼比

取 ξ ∈[ 0.01，0.18 ]；量纲一齿侧间隙取 b∈[ 0.1，0.4 ]；
量纲一啮合频率取 ω∈[ 0.1，0.5 ]。

2. 1 参数空间解域界

将 ξ和 E构成的参数域划分为一系列规则矩形

胞，各维度方向分割 300个胞，以参数胞几何中心代

表的数值实施计算。取 ξ× E有限域［0.05，0.18］×
［0.05，0.21］，得到参数解域界如图 4所示，图中 Pi代
表周期态为 i。解域界内部是由聚集的 1，2，3，4和 8
周期的参数胞构成，这些参数胞预示着系统的稳态

行为和态势。可以看出 P1和 P2状态参数胞占据了

较大片域，具有良好的稳定性，后续的 4周期胞历经

短暂参数带直接转为 8周期响应胞，再由 8周期通道

快速进入混沌域，这一过程与倍周期分岔规律相一

致，同时也揭示了分岔通道的分布结构。当阻尼比

增加到 0.08时，解域界中出现了 P3响应区，促使混

沌区提前出现并呈扩大趋势。从 ξ× E域中竖直方

向可以看出阻尼比在从 0.05增至 0.18的过程中，周

期状态间的转变更为显著，表明系统振动行为对阻

尼比变化敏感。

从图 4中选取 E= 0.1，ξ ∈[ 0.05，0.18 ]工况参

数，由图 5可知啮合运动在阻尼比减小时经历了倍

周期分岔，依次出现 1周期、2周期、4周期，⋯，混沌

等转变；此后，混沌域内局部区再次生成倍周期分岔

窗口，阻尼比的减小使啮合运动复杂化。混沌区响

应的无规则性还导致了啮合副正反向振动，啮合位

移存在负值，X >-1表明未产生齿背冲击。图 6中
两条最大 Lyapunov指数曲线定量表征了周期区

（λ1 < 0）与混沌区（λ1 > 0）的参数域范围以及振动

的非线性强度，λ1值越大表明非线性振动越强，λ1曲

图 3 参数域解域界求解流程

Fig. 3 Calculation diagram of parameterized solution domain

图 4 阻尼比与综合误差构成的解域界

Fig. 4 Solution domains of damping ratio and synthetical
transmission error

238



第 2 期 林 何，等：功率分流齿轮传动参数空间解域界及吸引域全局特性

线与分岔节点相吻合，二者共同验证了图 4中解域

界结果的准确性。

图 7 中 解 域 界 由 ξ× ω∈[ 0.05，0.18 ]×[ 0.2，
0.6 ]构成，域内 1周期和 2周期为稳定后的主要状

态，其中 ξ较大或 ω较小时系统易趋向简单周期运

动。1周期胞域内出现不稳定混沌，在阻尼比方向

呈狭长带；随着啮合频率的增大，系统运动状态切

换更频繁并最终转入混沌域，解域界直观细致地

展示了系统状态的变化。图 8为 ξ和 b构成的解

域界，随阻尼比增大啮合振动变化层次性较明显，

当 b> 0.2 时 ，ξ 在 [ 0.07，0.1 ]区 间 以 混 沌 振 动 为

主，该参数域界上边界胞较为光滑，阻尼比方向呈

周期倍化演变且状态转换未出现周期性跨越，同

时齿侧间隙相比阻尼比对系统状态改变的驱动性

要弱。从 ξ× b中分别取胞值（0.15，0.3），（0.12，
0.3），（0.115，0.3）和（0.08，0.3），在图 9中分别得

到 P1，P2，P4和混沌吸引子，与 ξ× b解域界结果

相一致。

2. 2 状态空间吸引域

状态空间全局特性揭示系统在不同初值条件

下长期运动趋势。在 X × Ẋ ∈［-3，3］×［-3，3］

区域内取 400×400个正规胞，在图 4混沌态子域中

取 ξ为 0.1，E为 0.205时测试吸引域性态（如图 10
所示）。全局域主要由 1周期吸引域（空白区）和混

沌吸引域（灰色区）构成，二者基本覆盖整个求解

区，域边界光滑连续，域内外层次分明，两侧存在跳

变的可能，因外层为 1周期域，故域外胞稳定性更

好。符号 B表示域边界，即 1周期吸引域与混沌吸

引域的边界胞构成，总数量为 2479，此时中心区域

吸引域演变更为激烈，两吸引域间交错嵌入现象明

显。计算知混沌胞的占比为 40.36%，对比解域界

图 4知子域骤变会导致系统状态急剧转变，致使局

图 5 啮合运动分岔结构

Fig. 5 Bifurcation structure of meshing vibration

图 6 最大 Lyapunov指数

Fig. 6 Largest Lyapunov exponent

图 7 阻尼比与啮合频率构成的解域界

Fig. 7 Solution domains of damping ratio and meshing fre⁃
quency

图 8 阻尼比与齿侧间隙构成的解域界

Fig. 8 Solution domains of damping ratio and backlash

图 9 解出的部分吸引子

Fig. 9 Some attractors calculated

239



振 动 工 程 学 报 第 34 卷

部平衡态势异常脆弱，吸引子在受碰激发时极易趋

向更稳定轨道上。

改变 ξ至 0.02时全局吸引域如图 11所示，相比

ξ为 0.1时吸引域间更加嵌入，但主要敏感空间有所

缩小，覆盖区由之前的［-3，3］×［-3，3］收缩至

［-1，1］×［-1，1］，全局域仍以 1周期域和混沌域

构成，两者状态胞的数量分别为 89760和 71000，此
时，两吸引域交错更深且接触范围更广，表明低阻尼

时系统响应状态是较敏感的，起始状态受干扰时易

从一个吸引域转入另一个吸引域。

当 ξ增大为 0.03时（如图 12所示），相空间中仅

存在混沌域和 P1吸引域，各吸引域均有向外发散扩

充态势，混沌吸引域螺旋结构相较于 ξ为 0.02时更

宽，结构趋向简单，各吸引域胞集变得更为集中，此

时 P1吸引子与混沌吸引子间相互转移敏感性下降，

表明系统对初始条件具有更强的抗干扰能力。

进一步增大 ξ为 0.04，由图 13和 14可见混沌吸

引域分布于 4周期吸引域内侧，此时域边界分形特

征清晰，这些镶嵌于 4周期吸引域内部的初值将在

稳态时促使系统收敛入混沌态。状态变化主要集

中在 4周期吸引域的外围，1周期吸引域在整个域

中所占比达 40.77%，混沌胞全局占比约 10.97%，从

动载特性角度知 1周期具有更好的稳定性，因为其

胞元构成区域相对集中且未出现其他散乱的高周

期干扰胞。4周期吸引域范围内还出现了少量不稳

定的 2周期吸引胞，分布较为散乱，大部分散落在 4
周期域内部。由于存在 4周期、混沌和 2周期吸引

子共存聚集，此状态域内系统更易出现波动，少量 2
周期胞在受激时易被吸引到临近的域内，促使原吸

引子失稳再迁移。继续计算 ξ为 0.05时，发现阻尼

比的增大迫使 4周期吸引域加速退化，1周期吸引

域和混沌域不同程度地扩张。可见阻尼比越大系

统振动越易收敛到稳定的 1周期上，即增大阻尼比

可在一定程度上抑制齿轮系统发生多周期或混沌

振动。

图 10 阻尼比为 0. 1时吸引子吸引域

Fig. 10 Basin of attraction when damping ratio is 0. 1

图 11 阻尼比为 0. 02时全局吸引域

Fig. 11 Global basin of attraction when damping ratio is 0. 02

图 12 阻尼比为 0. 03时全局吸引域

Fig. 12 Global basin of attraction when damping ratio is 0. 03

图 13 阻尼比为 0. 04时全局吸引域

Fig. 13 Global basin of attraction when damping ratio is 0. 04

图 14 阻尼比为 0. 04时 P4吸引域

Fig. 14 P4 basin of attraction when damping ratio is 0. 04
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3 结 论

（1）基于区域分解技术与胞映射思想构建了齿

轮系统参数空间解域界求解数值算法，并给出了其

求解流程。

（2）解域界对混沌窗口带、分岔节点及子域边界

等结构信息给出了准确预测，综合传动误差与阻尼

比构成的解域界中模拟出了倍周期分岔序列演化发

展历程。齿侧间隙与阻尼比构成的解域界中齿侧间

隙相较于阻尼比对系统状态改变的驱动性要弱。

（3）解域边界处系统状态局部平衡较为脆弱，阻

尼比增大，混沌吸引子吸引域不断退化，1周期吸引

子吸引域进而扩张，全局吸引域边界分形特征趋向

简单，增大阻尼比可抑制齿轮系统对初值条件的敏

感依赖性。
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Global characteristics of basin of attraction and parameterized solution

domain of power

-
split gear transmission
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Abstract: In order to investigate the global characteristics of dynamic solutions of gear systems，a nonlinear dynamical model of the
power-split spur gear transmission is established，and the calculation algorithm regarding global solutions under main excitation pa⁃
rameters is deduced based on cell mapping method（CMM）as well as domain decomposition method（DDM）. Parametric planar
solution domains constructed by damping ratio respectively with synthetically transmission error，mesh frequency and backlash are
computed，and the potential global evolution behaviors within solution domains are exhibited，such as period-doubling bifurcation
cascades，chaotic window zones. The bifurcation routes inside solution domain with respect to varied error magnitudes are tracked
by applying largest Lyapunov exponent，which demonstrate that bifurcation nodes are in consistent with the subdomain boundary
points presented in parameterized solution domain. By numerically calculating the global behaviors of the basin of attraction under
multiple damping ratios，it is shown that mutual expansion and retrogression between the chaotic basin of attraction and the period
1 basin of attraction are remarkably，and the local equilibrium of the cells nearby the boundary is extremely unstable. The basin of
attraction is sensitively while the damping ratio reaches 0.04，and multiple attractors coexisting phenomenon exhibits significantly.
The result could provide references for vibration optimization or even global design of dynamic parameters for gear system.

Key words: mechanical vibration；power-split gear transmission；cell mapping method；parameterized solution domain；basin of
attraction
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