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摘要 : 基于三维连续黏性阻尼介质理论和径向多圈层复刚度传递模型，综合考虑桩周土径向非均质效应和纵向成

层性，建立双向非均质土体中桩基扭转振动简化分析模型。采用拉普拉斯变换和复刚度传递法求解得出土体位移

形式解，进而利用桩⁃土耦合条件将该形式解耦合进桩身动力平衡方程中，并通过扭转阻抗传递法推导得出桩顶扭

转阻抗解析解答。将该解退化并分别与均质土及径向非均质土中的解答进行对比验证其合理性。在此基础上，通

过参数化分析探讨了桩周土施工扰动程度和扰动范围、扩颈及缩颈缺陷对桩顶扭转阻抗的影响规律，可为具体工程

实践提供理论指导和参考作用。
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引 言

针对动力机器基础和海上钻井平台等工程环

境，桩基础除受竖向、水平荷载外，往往还承受不可

忽视的扭转动载作用。在桩基打桩过程中，受其打

桩挤土效应的影响，迫使桩周土体产生一定的不均

匀性，即径向非均质效应［1⁃2］。为深入探究非均质效

应对桩基振动特性产生的影响，近些年来，国内外诸

多学者针对桩基扭转振动专题开展了一系列工作，

取得了较为丰富的研究成果。

首先，Veletsos等［3⁃4］基于平面应变假定，求解出

了径向非均质土中桩基扭转阻抗解析表达式。初步

探讨了施工扰动效应对桩基扭转振动特性的影响规

律。Doston等［5］假定内部区域土体的剪切模量为指

数变化函数，进一步推导得出径向非均质土中桩基

受纵向和扭转荷载作用下的解析表达式。在此基础

上，Novak等［6⁃7］将地基划分为内外两部分区域，进而

发展求解了能够简化考虑桩侧土软化效应的桩基扭

转阻抗解析表达式。Ei Naggar［8］严格将内部扰动区

域划分为无数个圈层，通过圈层间复刚度递推得出

了考虑桩周土径向非均质性的桩土耦合扭转振动频

域解析解答。尚守平等［9］将桩周土划分为非线性黏

弹性内域和线弹性外域，并考虑土层应力、位移沿深

度变化，采用等效线性方法推导出了考虑桩周土非

线性的桩基扭转动力阻抗函数。Wu等［10］提出环向

剪切复杂刚度传递模型，利用剪切复合刚度传递法

和阻抗函数传递法，给出了径向非均质滞回阻尼土

中楔形桩在受扭转振动频域解析表达式。Zhang
等［11］则基于三维连续介质模型，通过圈层间复刚度

递推求得桩周土体对桩体作用的复刚度，进而利用

桩土间的连续条件推导得出了桩基扭转振动的扭转

阻抗解析解答。

以上研究均围绕桩周土体的径向非均质效应模

型展开，而对于纵向成层土体中桩基扭转振动问题，

国内外学者也进行了相关性研究。Guo 和 Ran⁃
dolph［12］将桩周土体视为纵向非均质土层，采用荷载

传递法，求解得出纵向成层土中桩基扭转阻抗解析

解答。Militano和 Rajapakse［13］利用阻抗矩阵法，研

究了层状地基中桩在扭转和轴向荷载作用下的动力

响应问题。陈胜立等［14］通过 Hankel积分变换和传

递矩阵法，推导出了成层土在扭转荷载作用下单桩

振动力阻抗解析解答。邹新军等［15⁃16］将桩周非均质

土看作随深度呈指数和幂函数两种分布模式，基于

平衡原理和剪切位移法，推导出了桩周土弹塑性状

态下的桩基扭转阻抗解析解答。靳建明等［17］考虑桩

周土体纵向成层性，基于阻抗函数传递法，递推得出
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桩基扭转阻抗解析表达式。Wu等［18］同时考虑桩周

土纵向成层性及桩端虚拟土桩效应，基于三维连续

介质理论，利用拉普拉斯变换和阻抗函数传递法，推

导出了任意扭转激振下桩基扭转阻抗解析解答。

不难看出，多数已有研究成果仅从纵向或径向

分别考虑桩周土非均质性对桩基扭转振动的影响，

且土体阻尼考量上大多采用滞回阻尼模型。而对于

桩基受瞬态激振作用下的时域响应问题，其土体阻

尼力与振幅和应变率有关，此时宜用黏性阻尼模型

更为合理［19⁃27］。因此，本文基于弹性连续介质动力

学理论，综合考虑施工扰动效应和纵向成层性，采用

黏性阻尼土体模型和阻抗函数传递法，针对径向非

均质、纵向成层黏性阻尼土中受任意激振扭矩作用

下桩基扭转振动进行频域阻抗求解与分析。

1 定解问题力学模型建立

1. 1 简化力学模型及基本假设

桩 ⁃土耦合系统力学模型简图如图 1所示。其

中，桩⁃土耦合扭转振动系统根据桩体和土层性质的

不同沿纵向共分为 m层，自系统底部由下往上依次

编号为 1，2，…，i，…，m段，各层段厚度分别为 l1，l2，
…，li，…，lm，且各层段顶部距桩顶距离分别为 h1，h2，
…，hi，…，hm。第 i层段桩半径、截面面积、扭转惯量

和弹性模量分别为 ri1，A p
i，J pi 和 E p

i ，桩端黏弹性支承

系数为 k p，δp。

同时，将第 i层段桩周土体划分为两部分区域，

一部分是厚度为 bi的内部区域，且沿径向划分 m′个

圈层；另一部分为径向无限大的均质介质外部区域。

内部区域第 j圈层土体密度、黏性阻尼系数、剪切模

量以及土层底部黏弹性支承常数分别为 ρ sij，c sij，G s
ij和

k s1j，δ s1j，圈层间界面处的半径为 rij。桩顶受任意激振

扭矩 m 0 ( t )的作用，第 i层段桩周土对桩身的摩阻力

为 f si ，各纵向层段相互作用简化为分布式黏弹性

Voigt体，第 i-1层段与第 i层段间的 Voigt体弹簧

系数和阻尼系数分别为 k sij，δ sij；第 i+1层与第 i层段

间 的 Voigt 体 弹 簧 系 数 和 阻 尼 系 数 分 别

为 k s( i+ 1) j，δ s( i+ 1) j。

假设条件如下：

（1）各段桩身假定为均质等截面弹性体，桩体底

部为黏弹性支承；

（2）内部扰动区域土体各圈层为均质、各向同性

黏弹性体；

（3）桩 ⁃土耦合系统满足线弹性和小变形条件，

桩土界面完全接触且无脱开滑移现象。

1. 2 定解问题控制方程与边界条件

设第 i层第 j圈层土体中任一点的扭转振动环

向位移为 usθi1（r，z，t），根据弹性连续介质动力学理

论，可建立土体扭转振动平衡方程为

∂2u sθij
∂r 2 +

1
r
∂u sθij
∂r -

u sθij
r 2
+ c sij
G s

ij

∂
∂t (

∂2u sθij
∂r 2 +

1
r
∂u sθij
∂r -

u sθij
r 2
)+ ∂2u sθij

∂z2 +
c sij
G s

ij

∂
∂t (

∂2u sθij
∂z2 )=

1
(V s

ij )2
∂2u sθij
∂t 2 （1）

第 i层段桩周土对桩身侧壁的单位面积切应力

τ sθi1 ( r，z，t )为

τ sθi1 ( r，z，t )= (G s
ij+ c sij ) (

∂
∂r -

1
r
) uθij ( r，z，t )（2）

令 θ pi ( z，t )为第 i层段桩身质点振动扭转角振

幅，并考虑桩身微元体动力平衡条件，可建立桩体扭

转振动方程如下

ρpi
∂2
∂t 2 [ θ

p
i ( z，t ) ]- G p

i
∂2
∂z2 [ θ

p
i ( z，t ) ]-

4
r 2i1
f si ( z，t )= 0 （3）

式中 f si ( z，t )= τ sθi1 ( r，z，t ) | r= ri1。

图 1 桩-土耦合系统力学模型简图

Fig. 1 Simplified mechanical model of pile-soil coupling
system
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上述式（1）和（3）即为桩 ⁃土耦合体系扭转振动

控制方程，其对应的定解条件如下：

（Ⅰ）土层边界条件

土层顶面：

∂u sθij ( r，z，t )
∂z |z= hi=

k s( i+ 1) j u sθij ( r，z，t )
E s
ij

+

δ s( i+ 1) j
E s
ij

∂u sθij ( r，z，t )
∂t （4）

土层底面：

∂u sθij ( r，z，t )
∂z |z= hi+ li=-[

k sij u sθij ( r，z，t )
E s
ij

+

δ sij
E s
ij

∂u sθij ( r，z，t )
∂t ] （5）

相邻各圈层间满足应力平衡、位移连续条件为：

u sθij ( r，z，t ) |r= ri ( j+ 1) = u sθi ( j+ 1) ( r，z，t ) |r= ri ( j+ 1) （6）

G s
ij
∂u sθij ( r，z，t )

∂r +c sij
∂2u sθij ( r，z，t )

∂t∂r |r=ri ( j+1)=

G s
i ( j+1)

∂u sθi ( j+1) ( r，z，t )
∂r +

c si ( j+1)
∂2u sθi ( j+1) ( r，z，t )

∂t∂r |r=ri ( j+1) （7）

（Ⅱ）桩段边界条件

顶部：

G p
i J pi

∂θ pi
∂z | z= hi = Z p

i θ pi （8）

底部：

G p
i J pi

∂θ pi
∂z | z= hi+ li =-Z p

i- 1θ pi （9）

式中 Z p
i- 1，Z p

i 分别为桩底部、顶部阻抗。

（Ⅲ）桩、土界面位移连续条件

u sθij ( r，z，t ) | r= ri1 = ri1θ pi ( z，t ) （10）

2 定解问题求解

对式（1）进行 Laplace变换可得

∂2U s
θij

∂r 2 + 1
r
∂U s

θij

∂r -( 1
r 2
+ ρ sij s2

G s
ij+ c sij

)U s
θij+

∂2U s
θij

∂z2 = 0 （11）

令 s=iω（i为虚数单位），采用分离变量法有

U s
θij ( r，z )= R s

ij (r) Z s
ij (z) （12）

将式（12）代入式（11），化简可得

d2Rij

dr 2 +
1
r
dRij

dr -(
1
r 2
+ ρ sij s2

G s
ij+ c sij s

)Rij+

d2Zij
dz2

1
Zij
= 0 （13）

利用局部坐标进行坐标变换 z'= z- hi，则式

（13）可分解为两个常微分方程如下：

d2Z s
ij

dz'2
+( h sij )2Z s

ij= 0 （14）

d2R s
ij

dr 2 +
1
r
dR s

ij

dr -[( q
s
ij )2 +

1
r 2
] R s

ij= 0 （15）

式中待定系数 h sij，q sij满足如下关系

( q sij )2 = ( h sij )2 +
ρ sij s2

G s
ij+ c sij s

（16）

综合式（14），（15）可得其通解为：

Z s
ij ( z' )= C s

ij cos ( h sij z' )+ D s
ij sin ( h sij z' ) （17）

R s
ij (r) = A s

ij K 1 ( q s1jn r )+ B sij I1 ( q s1jn r ) （18）
式中 I1 ( q s1jn r )为 1阶第一类虚宗量 Bessel函数；

K 1 ( q s1jn r )为 2阶第二类虚宗量 Bessel函数；A s
ij，B sij，

C s
ij和D s

ij为待定系数。

对土层边界条件式（4），（5）进行局部坐标变换，

并将式（12）代入后可得：

dZsij
dz'
|z'= 0 =

k s2j+ sδ s2j
E s
1j

Z s
ij （19）

dZsij
dz'
|z'= l1

= k s1j+ sδ s1j
E s
1j

Z s
ij （20）

进一步将式（17）代入式（19）和（20）可得

tan ( h sij l1 )=
(-K s

1j+
-K

s
1j ′ ) h s1j l1

( h s1j l1 )2 -
-K

s
1j
-K

s
1j ′

（21）

式 中
-K

s
1j= K s

1j l1/E s
1j，
-K

s
1j ′= K s

2j l1/E s
1j，K s

1j= k s1j+
sδ s1j，K s

2j= k s2j+ sδ s2j。
通过MATLAB编程可求得式（21）中的无穷多

个特征值 h s1jn，将 h s1jn代入式（16）后则可求得 q s1jn。

对于最外圈层而言（j= m '- 1），当 r→∞时应

力、位移为 0，据此并综合式（19）和（20）可得

u sθij=

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï
ï
ïï
ï

∑
n= 1

∞

A s
1jn K 1 ( q s1jn r )cos ( h s1jn z'- φ s1jn )，

j= m '- 1

∑
n= 1

∞

[ B s1jn I1 ( q s1jn r )+ C s
1jn K 1 ( q s1jn r ) ] ·

cos ( h s1jn z'- φ s1jn )，j= m '- 2，⋯，2，1

（22）

式中 φ s1jn= arctan [
-K

s
1j ′/( h s1jn l1 ) ]，A s

1jn，B s1jn，C s
1jn 为

一系列待定系数。

圈 层 j 与 圈 层 j- 1 间 的 剪 切 应 力 可 化 简 为

τ sθ1j=

ì

í

î

ï

ï

ï
ï
ïï

ï

ï

ï
ï
ïï

-(G s
1j+ c s1j s ) ∑

n= 1

∞

A s
1jn q s1jn K 2 ( q s1jn r ) ·

cos ( h s1jn z'- φ s1jn )， j= m '- 1

(G s
1j+ c s1j s ) ∑

n= 1

∞

[ B s1jn q s1jn I2 ( q s1jn r )-

C s
1jn q s1jn K 2 ( q s1jn r ) ]cos ( h s1jn z'- φ s1jn )，
j= m '- 2，⋯，2，1

（23）

式中 I2 ( q s1ij r )，K 2 ( q s1ij r )分别为２阶第一类、第二

类虚宗量 Bessel函数。

根据式（6）和（7）及固有函数的正交性可得常数
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P s
1jn= B s1jn/C s

1jn，具体表达式为：

当 j= m '- 1时：

P s
1m 'n=[(G s

1(m '-1 )+c s1(m '-1 ) s ) q s1(m '-1 ) n K 2 ( q s1(m '-1 ) n r1m ' ) ·
K 1 ( q s1m 'n r1m ' )-(G s

1m '+c s1m ' s ) q s1m 'n K 1 ( q s1(m '-1 ) n r1m ' ) ·
K 2 ( q s1m 'n r1m ' ) ] / [ (G s

1(m '-1 )+c s1(m '-1 ) s ) q s1(m '-1 ) n ·
I2 ( q s1(m '-1 ) n r1m ' )K 1 ( q s1m 'n r1m ' )+(G s

1m '+c s1m ' s ) ·
q s1m 'n I1 ( q s1(m '-1 ) n r1m ' ) ·K 2 ( q s1m 'n r1m ' ) ] （24）
当 j= m '- 2，⋯，2，1时：

P s
1jn={(G s

1j+ c sij s ) q s1jn K 2 ( q s1jn r1( j+ 1)) ·
[ P s

1( j+ 1) n I1 ( q s1( j+ 1) n r1( j+ 1) n )+
K 1 ( q s1( j+ 1) n r1( j+ 1) n ) ]-
(G s

1( j+ 1)+ c s1( j+ 1) s ) q s1( j+ 1) n K 1 ( q s1jn r1( j+ 1)) ·
[ P s

1( j+ 1) n I2 ( q s1( j+ 1) n r1( j+ 1) n )-
K 2 ( q s1( j+ 1) n r1( j+ 1) n ) ] } /
{ (G s

1j+ c sij s ) q s1jn I2 ( q s1jn r1( j+ 1)) [ P s
1( j+ 1) n ·

I1 ( q s1( j+ 1) n r1( j+ 1) n )+ K 1 ( q s1( j+ 1) n r1( j+ 1) n ) ]-
(G s

1( j+ 1)+ c s1( j+ 1) s ) q s1( j+ 1) n I1 ( q s1jn r1( j+ 1)) ·
[ P s

1( j+ 1) n I2 ( q s1( j+ 1) n r1( j+ 1) n )-
K 2 ( q s1( j+ 1) n r1( j+ 1) n ) ] } （25）
将式（23）计算结果代入式（3）后可得

V p
1
d2Θ p

1

dz2 - s2Θ p
1 =-

4(G s
11 + c s11 s )
r 211G p

1
×

∑
n= 1

∞

[ B s11n q s11n I2 ( q s11n r11 )-

C s
11n q s11n K 2 ( q s11n r11 ) ]cos ( h s11n z'- φ s11n ) （26）

式 中 V p
1 = G p

1 /ρp1，Θ p
1 ( z，s ) 为 桩 振 动 扭 转 角

θ p1 ( z，t )的拉氏变换形式。

则方程（26）的通解为

Θ p
1 =

D p
1

r11
cos ( ω

V p
1
z' )+ D p

1 ′
r11
sin ( ω

V p
1
z' ) （27）

式中 D p
1，D p

1 '为待定系数。

方程（26）对应的特解形式可写为：

Θ p
1
* = ∑

n= 1

∞

M s
1n cos ( h s11n z'- φ s11n ) （28）

式中 M s
1n=

4(G s
11 + c s11 s )

r 211 ρp1 [ ω2 -(V p
1 )2 ( h s11n )2 ]

×

∑
n= 1

∞

{ -B s11n [ q s11n I2 ( q s11n r11 ) ]+ C s
11n [ q s11n I2 ( q s11n r11 ) ] }。

则式（26）的定解可写为

Θ p
1 =

D p
1

r11
cos ( ω

V p
1
z' )+ D p

1 ′
r11
sin ( ω

V p
1
z' )+

∑
n= 1

∞

M s
1n cos ( h s11n z′- φ s11n ) （29）

利用式（10）中的连续条件可得

∑
n= 1

∞

[ B s11n I1 ( q s11n r11 )+ C s
11n K 1 ( q s11n r11 ) ] ·

cos ( h s11n z'- φ s11n )=

[ D
p
1

r11
cos ( ω

V p
1
z' )+ D p

1 ′
r11
sin ( ω

V P
1
z' )+

∑
n= 1

∞

M s
1n cos ( h s11n z'- φ s11n ) ] r11 （30）

根据式（24）⁃（25），（29）⁃（30）及固有函数正交

性可求得

Θ p
1=

D p
1

r11
{ cos [ ω

(V p
1 )2
z' ]+∑

n=1

∞

γ'1n cos ( h s11n z'-φ s11n ) }+

D p
1 ′
r11

{ sin [ ω
(V p

1 )2
z' ]+∑

n=1

∞

γ′′1n cos ( h s11n z'-φ s11n ) }（31）

式 中 γ '1n=γ1n {
sin [ ( ω

V p
1
-h s11n ) l1+φ s11n ]-sin φ s11n
ω
V p
1
-h s11n

+

sin [ ( ω
V p
1
-h s11n ) l1+φ s11n ]+sin φ s11n
ω
V p
1
+h s11n

}，

γ′′1n=γ1n {
cos [ ( ω

V p
1
-h s11n ) l1+φ s11n ]-cos φ s11n

ω
V p
1
+h s11n

+

cos [ ( ω
V p
1
-h s11n ) l1+φ s11n ]-cos φ s11n

ω
V p
1
-h s11n

}，

γ1n=-
(1+ iG '1c ζ1 ) q̄ s11n ρ̄11 v̄211
r̄11L s1nϕ s1n [ ζ1 2 -( h̄ s11n )2 ]

[ K 2 ( q̄ s11n r̄11 )-

P s
11n r̄11 I2 ( q̄ s11n r̄11 ) ]，L s1n= ∫0

l1
cos2 ( h s11n z'- φ s11n ) dz'，

ϕ s1n= P s
11n { I1 ( q s11n r11 )+

4(G s
11 + c s11 s )

r11 ρp11 [ ω2 -(V p
1 )2 ( h s11n )2 ]

·

q s11n I2 ( q s11n r11 ) }+{ K 1 ( q s11n r11 )+
4(G s

11 + c s11 s )
r11 ρp11 [ ω2 -(V p

1 )2 ( h s11n )2 ]
q s11n K 2 ( q s11n r11 ) }，

t1c= l1/V p
1，φ s11n=arctan [

-K
s
11 ′/( h s11n l1 ) ]，h̄ s11n= l1h s11n，

q̄ s11n= l1q s11n， ζ1 = ωt1c， r̄11 = r11/l1， v̄11 = V s
11/V p

1，

ρ̄11 = ρ s11/ρp1，G '1c= c s11/ (G s
11 t1c )均为无量纲参数，并

取 zp0 = k p + iωδp。
这样，第 1段桩身顶部扭转阻抗函数为

Z p
1 (ω )=

M 1

Θ p
1
=-G p

1 J p1

D p
1

D p
1 ′
∑
n= 1

∞

γ '1n h s11n sin (φ s11n )+
ω
V p
1
- ∑

n= 1

∞

γ′′1n h s11n sin (φ s11n )

D p
1

D p
1 ′
[ 1+ ∑

n= 1

∞

γ '1n cos (φ s11n ) ]- ∑
n= 1

∞

γ′′1n cos (φ s11n )
（32）

式中 M 1为第 1段桩顶部作用力，即第 2段桩对第 1段桩的作用力，
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D p
1

D p
1 ′
=
ζ1 cosζ1 + ∑

n= 1

∞

γ′′1n h̄ s11n sin ( h̄ s11n- φ s11n )+
zp0 l1
G p
1 J p1

[ ζ1 sinζ1 - ∑
n= 1

∞

γ '1n cos ( h̄ s11n- φ s11n ) ]

ζ1 sinζ1 + ∑
n= 1

∞

γ '1n h̄ s11n sin ( h̄ s11n- φ s11n )-
zp0 l1
G p
1 J p1

[ ζ1 sinζ1 - ∑
n= 1

∞

γ '1n cos ( h̄ s11n- φ s11n ) ]
。

同理，可求得第 i段桩身顶部扭转阻抗函数

Z p
i (ω )=

Mi

Θ p
i
=-G p

i J pi

D p
i

D p
i ′
∑
n= 1

∞

γ 'in h si1n sin φ si1n+
ω
V p

i
- ∑

n= 1

∞

γ ''in h si1n sin φ si1n

D p
i

D p
i ′
( 1+ ∑

n= 1

∞

γ 'in cos φ si1n )- ∑
n= 1

∞

γ ''in cos φ si1n
（33）

式中
D p

i

D p
i ′
=
ζi cosζi+ ∑

n= 1

∞

γ′′in h̄ si1n sin ( h̄ si1n- φ si1n )+
zpi- 1 li
G p

i J pi
[ ζ1 sinζi- ∑

n= 1

∞

γ 'in cos ( h̄ si1n- φ si1n ) ]

ζ1 sinζi+ ∑
n= 1

∞

γ′in h̄ si1n sin ( h̄ si1n- φ si1n )-
zpi- 1 li
G p

i J pi
[ ζ1 sinζi- ∑

n= 1

∞

γ 'in cos ( h̄ si1n- φ si1n ) ]
，

γ '1n= γ1n {
sin [ ( ω

V p
i
- h si1n ) l1 + φ si1n ]- sin φ si1n

ω
V p

i
- h si1n

+
sin [ ( ω

V p
i
- h si1n ) li+ φ si1n ]+ sin φ si1n
ω
V p

i
+ h si1n

}，

γ′′1n= γ1n {
cos [ ( ω

V p
i
- h si1n ) li+ φ s11n ]- cos φ si1n

ω
V p

i
+ h si1n

+
cos [ ( ω

V p
i
- h si1n ) li+ φ si1n ]- cos φ si1n
ω
V p

i
- h si1n

}，

γin=-
(1+ iG 'i1c ζi ) q̄ si1n ρ̄ i1 v̄2i1
r̄ i1L sin ϕ sin ( ζi 2 - h̄ si1n )

[ K 2 ( q̄ si1n r̄ i1 )-P s
i1n I2 ( q̄ si1n r̄ i1 ) ]，L sin= ∫0

li
cos2 ( h si1n z'- φ si1n ) dz'，

ϕ sin=P s
i1n { I1 ( q si1n ri1 )+

4(G s
i1+c si1 s )

ri1 ρpi [ ω2-(V p
i )2 ( h si1n )2 ]

q si1n I2 ( q si1n ri1 ) }+K 1 ( q si1n ri1 )+
4(G s

i1+c si1 s )
ri1 ρpi [ ω2-(V p

i )2 ( h si1n )2 ]
q si1n I2 ( q si1n ri1 )，

tic= li/V p
i ，φ si1n = arctan [

-K
s
i1 ′/( h si1n li ) ]，h̄ si1n= li h si1n，q̄ si1n= li q si1n，ζi= ω tic，r̄ i1 = ri1/li，v̄= V s

i1/V p
1，ρ̄ i1 = ρ si1/ρpi，

G 'i1c= c si1/ (G s
i1 tic )均为无量纲参数，P s

i1n的求解过程同 P s
11n。

进一步，通过阻抗函数传递性，递推得到第m段桩身顶部扭转阻抗函数为

Z p
m (ω )=

Mm

Θ p
m
=-G p

m J pm

D p
m

D p
m ′
∑
n= 1

∞

γ 'mn h sm1n sin φ sm1n+
ω
V p

m
- ∑

n= 1

∞

γ′′mn h sm1n sin φ sm1n

D p
m

D p
m ′
( 1+ ∑

n= 1

∞

γ 'mn cos φ sm1n )- ∑
n= 1

∞

γ′′mn cos φ sm1n
= G p

m J pm
lm

K 'd （34）

式中 K 'd=

D p
m

D p
m ′
∑
n= 1

∞

γ 'mn h̄ sm1n sin φ sm1n + ζm- ∑
n= 1

∞

γ′′mn h̄ sm1n sin φ sm1n

D p
m

D p
m ′
( 1+ ∑

n= 1

∞

γ 'mn cos φ sm1n ) - ∑
n= 1

∞

γ′′mn cos φ sm1n
为无量纲复刚度，令 K 'd= Kr+ iKi，Kr代表桩

顶扭转动刚度，Ki代表桩顶扭转动阻尼。

3 算例分析

本文算例基于图 1所示桩 ⁃土体系耦合扭转振

动力学模型，采用前述推导求解所得桩基扭转振动

频域阻抗解析解答。已有研究结果表明，当桩周土

体径向圈层数量大于 m '= 100时［11］，计算结果趋于

稳定。这样，本文将桩 ⁃土耦合系统沿竖向分为 5个
层段，每一层段的内部扰动区域沿径向划分为 100
个圈层。假定土体剪切波速 V s

i (m '+ 1 )沿径向呈线性

变化，则 G s
ij=(V s

ij )2 ρ sij 呈现二次函数变化规律；同

时，黏性阻尼系数 c sij也呈此变化规律，故有

ξ si =
G s

i1

G s
i (m '+ 1 )

= c si1
c si (m '+ 1 )

= V s
i1

V s
i (m '+ 1 )

（35）

式中 ξ si 代表桩周土第 i层施工扰动系数，当 ξ si < 1
时，代表施工扰动引起的桩周土软化程度；当 ξ si > 1
时 ，代 表 施 工 扰 动 引 起 的 桩 周 土 硬 化 程 度 ，i=
1，2，…，m。

如无特殊说明，具体参数取值如下：H = 20 m，

ri1 = 0.5 m，ρpi = 2500 kg/m3，V p
i = 3200 m/s，ξ s1 =

0.6，ξ s2=0.55，ξ s3=0.5，ξ s4=0.45，ξ s5 = 0.4，ρ sij=2000
kg/m3，V s

i (m '+ 1 )=100 m/s，bi=0.5 m，μij= 0.4，
c si (m '+ 1 ) = 1 kΝ ⋅ s/m2， k p = 1× 105 N/m， δp = 1×
105 N ⋅ s/m。
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3. 1 解答合理性验证

为了验证本文推导求解所得桩基扭转振动频域

解析解的合理性，首先，将本文径、纵双向非均质黏

性阻尼土体模型退化成均质黏性阻尼土体模型

（m→ 0，ξ si = 1），然后将本文双向非均质黏性阻尼

土退化至径向非均质滞回阻尼土情况（m→ 0、黏性

阻尼系数取为 0），最后分别与已有相关解答进行退

化验证分析。具体地，胡昌斌等［23］基于黏性阻尼模

型和三维连续介质模型，给出了均质地基中桩基扭

转阻抗解析解，本文均质退化解与胡昌斌等［23］对比

验证结果如图 2所示。Zhang等［11］则考虑桩周土体

径向非均质性，基于滞回阻尼模型求解得到桩基扭

转阻抗解析解，本文径向非均质退化解与 Zhang
等［11］（滞回阻尼比取为 0）对比验证情况如图 3所示。

综合图 2和 3不难看出，本文推导所得扭转阻抗退化

解答曲线分别与胡昌斌解［23］和 Zhang解［11］中的解析

解答曲线吻合良好。

3. 2 桩顶扭转阻抗影响因素分析

为了探究桩侧土径向施工扰动对桩顶扭转阻抗

的影响规律，选取施工软化程度和硬化程度工况如

表 1所示。

图 4所示为土体内部区域软化程度对桩顶扭转

动刚度和扭转动阻尼的影响。由图可见，桩顶扭转

阻抗曲线振幅随土体内部区域软化程度升高而增

图 2 桩顶扭转阻抗退化解（m→ 0，ξ si = 1）与胡昌斌等［23］已

有解对比

Fig. 2 Comparison of present torsional impedance solution
（m→0，ξ si =1）with the existing solution of Hu，et al［23］

图 3 桩顶扭转阻抗退化解（m→ 0，csij= 0）与 Zhang等［11］已

有解对比

Fig. 3 Comparison of present torsional impedance solution
（m→0，csij= 0）with the existing solution of Zhang，et al［11］

表 1 桩侧土各层施工扰动程度工况表

Tab. 1 Construction disturbance degree of soil layer

around pile

工况

S1
S2
S3
H1
H2
H3

ξ s1

0.60
0.80
1.0
1.0
1.20
1.40

ξ s2

0.55
0.75
0.95
1.05
1.25
1.45

ξ s3

0.50
0.70
0.90
1.10
1.30
1.50

ξ s4

0.45
0.65
0.85
1.15
1.35
1.55

ξ s5

0.40
0.60
0.80
1.20
1.40
1.60
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大，且扭转阻抗曲线共振频率随软化程度的加大仅

产生微小的影响。

图 5所示为土体内部区域硬化程度对桩顶扭转

动刚度和扭转动阻尼的影响情况。不难看出，土体

内部区域硬化程度越高，桩顶扭转阻抗曲线振幅越

小。同样地，与土体内部区域软化程度影响规律相

似，土体内部区域硬化程度对桩顶扭转阻抗的共振

频率影响甚微。

图 6所示为土体内部软化区域范围对桩顶扭转

动刚度和扭转动阻尼的影响情况。由图可见，随着

桩周土软化区域范围的扩大，桩顶扭转阻抗振幅幅

值水平逐渐增大，而幅值水平随着软化区域范围增

大出现明显衰减现象，当软化范围达到一定数值后

（本文中当 bi= 0.5ri1时），软化范围再增加则对桩顶

扭转阻抗曲线的影响基本无影响。特别地，土体内

部软化区域范围对桩顶扭转阻抗共振频率的影响可

忽略。

图 7所示为土体内部硬化区域范围对桩顶扭转

动刚度和扭转动阻尼的影响情况。不难看出，随着

土体内部硬化区域范围的扩大，桩顶转动刚度和扭

转动阻尼振幅幅值水平逐渐减小。同样地，幅值水

平随着硬化区域范围增大出现明显衰减现象，当硬

化范围达到一定数值后（本文中当 bi= 0.5ri1时），硬

化范围再增加则对桩顶转动刚度和扭转动阻尼的影

响基本可以忽略。此外，土体内部硬化区域范围对

桩顶扭转阻抗共振频率也可忽略。

为进一步探究桩身缩颈和扩颈对桩顶扭转动刚

度和扭转动阻尼的影响规律，本文假定在距桩顶

9 m处存在一段长为 2 m的桩颈突变段，并定义该突

图 5 土体内部区域硬化程度对桩顶扭转阻抗的影响

Fig. 5 Influence of inner region soil hardening on torsional
impedance at the top pile

图 4 土体内部区域软化程度对桩顶扭转阻抗的影响

Fig. 4 Influence of inner region soil softening on torsional
impedance at the top pile
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变段桩身半径与相邻段桩身半径的比值为桩颈突变

系数 λR（λR < 1代表缩颈，λR> 1代表扩颈）。

图 8所示为桩身缩颈程度对桩顶扭转阻抗的

影响情况。由图可见，相对于等截面桩而言，缩颈

桩桩顶扭转动刚度和扭转动阻尼曲线均呈现出大、

小峰值交替情况。随着桩颈突变系数 λR 的增大，

即缩颈程度降低，大、小峰幅值差和峰值幅值水平

均变小。

图 9所示为桩身扩颈程度对桩顶扭转动刚度和

扭转动阻尼的影响情况。由图可见，相对于等截面

桩而言，扩颈桩桩顶扭转动刚度和扭转动阻尼曲线

均呈现出大、小峰值交替特征。并且，随着桩颈突变

系数 λR的增大，即扩颈程度增高，大、小峰幅值差和

图 6 土体内部区域软化范围对桩桩顶扭转阻抗的影响

（S1）
Fig. 6 Influence of inner region soil softening range on tor⁃

sional impedance at the top pile（S1）

图 7 土体内部区域硬化范围对桩顶扭转阻抗的影响

( H3 )
Fig. 7 Influence of inner region soil hardening range on tor⁃

sional impedance at the top pile ( H3 )

图 8 桩身缩颈对桩顶扭转阻抗的影响

Fig. 8 Influence of pile necking on torsional impedance at the
top pile

318



第 2 期 崔春义，等：双向非均质黏性阻尼土中桩基扭转振动频域阻抗解答与分析

峰值幅值水平均变大。

4 结 论

本文基于土体三维连续介质理论和黏性阻尼模

型，综合考虑桩周土径向施工扰动效应和纵向成层

性，采用径向多圈层复刚度传递法，针对径向非均

质、纵向成层黏性阻尼土中受任意激振扭矩作用下

的桩基进行频域阻抗求解与分析，计算分析结果

表明：

（1）通过将所得双向非均质黏性阻尼土中桩基

扭转解答与已有解进行对比分析，多因素退化验证

了其合理性和精度；

（2）随着内部区域土体软（硬）化程度的加大，

扭转阻抗曲线振幅明显增大（减小），但内部区域土

体软（硬）化程度对扭转阻抗曲线共振频率的影响可

以忽略；

（3）随着内部区域土体软（硬）化范围扩大，桩

顶扭转阻抗曲线振幅逐渐增大（减小），但当软（硬）

化范围增加到一定数值（本文中当 bi= 0.5ri1时）后，

此种影响效应趋于稳定；

（4）缩（扩）颈桩桩顶扭转阻抗曲线均呈现大、

小峰值交替现象，且桩颈突变系数越大，桩顶扭转阻

抗曲线大、小峰的幅值差也越小（大）。
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Frequency

-
domain analysis and solution of torsional impedance of piles

in viscous damping soil with both radial and longtudinal inhomogeinety

CUI Chun-yi1，LIANG Zhi-meng1，WANG Ben-long1，XU Cheng-shun2，YAO Yi-yi1

（1. Department of Civil Engineering，Dalian Maritime University，Dalian 116026，China；2. Key Laboratory of Urban Security
and Disaster Engineering of Ministry of Education，Beijing University of Technology，Beijing 100124，China）

Abstract: Based on the three-dimensional continuum theory of viscous damping soil and the radial annular complex stiffness trans⁃
fer model，a simplified analytical model for torsional vibration of piles in viscoelastic soil is established by considering the effects of
both radial and longtudinal inhomogeinety of surrounding soil. The solution of torsional vibration displacement of surrounding soil is
obtained by using Laplace transform and complex stiffness transfer method，then the form is coupled into the dynamic balance equa⁃
tion of the pile by using the complete coupling condition of pile-soil，and the analytical solution of torsion impedance of pile top is
derived by the method of torsional impedance transfer. Furthermore，the obtained analytical solution for torsional impedance at the
top of pile is degraded and compared with the existing solutions to verify its rationality. Based on that，an extensive parametric anal⁃
ysis is also conducted to discuss the influence of the disturbance degree，disturbance range of surrounding soil，necking and expand⁃
ing of pile on the torsional impedance at the top of pile，which can provide reference and guide to related engineering practice.

Key words: pile foundation；torsional vibration；bidirectional heterogeneous；complex stiffness transfer model；construction distur⁃
bance
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