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面向机器人笛卡尔空间的轨迹运动自适应抑振控制
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摘要: 工业机器人的柔性传动部件导致机器人末端产生振动，严重降低笛卡尔运动精度，为此提出自适应输入整形

抑振控制策略。以“双惯量模型+PD控制”建立关节伺服系统模型，分析振动特性。由于运动中的振动信号存在较

大噪声，无法准确辨识振动频率和阻尼比，故采用基于递推最小二乘法（Recursive Least Squares，RLS）的任意时延

输入整形器自适应设计方法。通过对笛卡尔轨迹规划的归一化插补函数输入整形，提出笛卡尔轨迹输入整形方法，

实际表现为重新规划笛卡尔速度大小而不改变运动方向。输入整形抑振实验中直线轨迹振动信号能量最大降低

77.08%，圆弧轨迹振动信号能量最大降低 31.07%，残余振动信号能量降低 80%以上，验证了所述抑振控制策略能

有效抑制机器人笛卡尔运动启停时的振动。
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引 言

工业机器人的柔性传动部件（如谐波减速器、同

步带等）启动和停止时导致机器人末端存在较大的振

动，严重降低了运动精度［1］。在工业生产中，要求工业

机器人具备高速、高精度的运动控制特点，故需要研

究抑制末端振动的控制策略。柔性关节通常采用双

惯量模型描述，振动现象属于伺服系统的机械谐振［2］。

常用的伺服振动控制方法包括陷波滤波器［3‐4］、状态反

馈法［5‐6］、迭代学习控制［7］、输入整形器［8‐9］等。

输入整形器利用特定的脉冲序列与参考输入进

行卷积运算得到抑振控制输入。与陷波滤波器和低

通滤波器相比，输入整形器的抑振效果更优且具有更

短的滤波时间长度［10］。在相同的抑振评价标准下，与

三角形速度、梯形速度等平滑化指令相比，输入整形

器具有更短的轨迹时长和更强的鲁棒性［11］。典型的

输入整形器设计方法为利用振动信号辨识系统的振

动频率和阻尼比后计算脉冲幅值和作用时间，对于振

动信号噪声较大的系统，因难以准确辨识频率和阻尼

比而大大增加了设计难度，基于递推最小二乘法的自

适应设计方法则能很好地解决该问题［12‐13］。

针对工业机器人振动问题，国内外学者提出了

不少输入整形方法。李琳等［14］针对工业机器人固定

时长点到点运动的残余振动问题，提出采用误差补

偿的关节轨迹输入整形方法。Kim等［15］在工业机器

人上分别应用最优 S型轨迹、鲁棒 ZV整形器和动态

ZV整形器设计预整形轨迹，有效抑制圆弧运动的残

余振动，但是存在轮廓误差问题。Zhao等［16］设计零

时延输入整形器对笛卡尔轨迹整形，减少了滞后时

间和机器人的运动超调量。Aribowo等［17］建立并辨

识工业机器人液体搬运任务的振动模型，设计 ZV
整形器对直线运动的加速度整形，有效抑制液体在

运动过程中和停止后的振动。

6自由度机器人的笛卡尔运动由关节运动耦合产

生，直接对笛卡尔运动的关节轨迹整形，会产生轮廓

误差。一方面考虑到运动过程的振动信号噪声问题

较严重，准确辨识模态参数的难度大；另一方面振动

控制必须避免轮廓误差问题。针对工业机器人笛卡

尔空间中典型的直线和圆弧运动，本文基于递推最小

二乘法设计任意时延输入整形器，采用笛卡尔轨迹规

划与输入整形相结合的方法，实现自适应抑振控制。

1 工业机器人末端振动现象

1. 1 柔性关节伺服系统

目前大部分商用工业机器人采用各关节独立

PID控制方式，将柔性传动部件等效为扭转弹簧，电

机轴和关节负载等效为两个惯量进行建模，忽略阻

尼的柔性关节传动系统如图 1所示，采用 PD控制的
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关节伺服系统框图如图 2所示。

图 2中，θ refm ，θ refl 为电机角度和关节角度输入；

θm，θl为电机角度和关节角度输出；Jm，Jl为电机惯量

和关节惯量；K为柔性减速器的刚度；n（n>1）为减

速比；KP，KD为比例系数和微分系数。关节角度闭

环传递函数G（s）如下式所示

G ( s )= θl ( s )
θ refl ( s )

=

K ( KP+ KD s )
Jm s2 ( s+ ω 2n )+( KP+ KD s ) ( s2 + ω 2a )

（1）

式中 ωa和ωn 分别为双惯量模型的反共振频率和

自然振动频率，ωa=
K
Jl

，ωn=
K
n2 Jm

+ K
Jl

。振

动特性与 | G ( jωa ) |相关，如下式所示

| G ( jωa ) |= | θl ( jωa )
θ refl ( jωa ) |=

n2 K 2
P+ K 2

D
K
Jl

K
（2）

为获得较快的响应速度、较小的稳态误差和合

适的附加阻尼，KP和 KD通常设定得较大（如本文使

用的机器人关节 1的 KP=1，KD=20），使得关节角

度在频率 ωa处存在谐振峰值，本文主要讨论采用输

入整形方法抑制由此产生的机器人末端振动。

1. 2 机器人末端振动控制

采用线性插补函数规划匀速直线轨迹，机器人

末端速度为 346.41 mm/s，运动时间为 1000 ms，使
用三向加速度传感器实时测量末端不同方向的加速

度，振动信号如图 3所示。从图 3可知，在启停时机

器人末端因速度突变而存在振动现象。

2 输入整形器自适应设计方法

2. 1 基于递推最小二乘法的整形器设计

本文采用文献［12］提出的任意时延输入整形

器，其传递函数如下式所示

I ( s )= A 0 + A 1 e-Td s+…+ AM - 1e-(M - 1)Td s（3）
式中 A为脉冲幅值，Td为脉冲作用时间间隔，M

为脉冲个数。对于存在 N阶振动频率的柔性系统，

任意时延输入整形器的脉冲个数 M 应满足 M ≥
2N + 1。为抑制关节伺服系统在反共振频率处的

振动，取输入整形器的脉冲个数 M=3。假设系统

是线性的，则可将整形滤波环节后移，利用振动信

号 y（t）设计输入整形器，自适应设计流程如图 4
所示。

经预实验测试得到离散振动信号 y（n），可由下

式计算对应时刻 n输入整形滤波输出 yf（n）

图 1 柔性关节传动系统

Fig. 1 Flexible joint transmission system

图 2 关节伺服系统框图

Fig. 2 Block diagram of joint servo system
图 3 末端不同方向的振动信号

Fig. 3 Vibration signal of different directions at the end

图 4 输入整形器的自适应设计

Fig. 4 Adaptive design of input shaper
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ì

í

î

ïï
ïï

AT ( n )=[ A 0 ( n ) A 1 ( n ) A 2 ( n ) ]
y ( n )=[ y ( n ) y ( n- Td ) y ( n- 2Td ) ]T

yf ( n )= AT ( n ) y ( n )
（4）

式中 A（n）为时刻 n的脉冲幅值。

以零振动为约束条件，即目标输出 yfd（n）=0，
估计误差为 yfd（n）-yf（n）。选择递推最小二乘法为

自适应算法，迭代方程如下所示：

K ( n )= P ( n- 1 ) y ( n )
1+ yT ( n ) P ( n- 1 ) y ( n ) （5）

P ( n )=[ I- K ( n ) yT ( n ) ] P ( n- 1 ) （6）
A( n )= A( n- 1 )+ K ( n ) [ yfd ( n )-

yT ( n ) A( n- 1 ) ] （7）
式中 K ( n )为增益向量，P ( n )为协方差矩阵。为

保证输入整形后系统输出稳态值不变，脉冲幅值应

满足约束条件：hTA( n )= 1，hT =[ 1 1 1 ]。将约束

条件代入式（7）有A( n )hT=[ I-K ( n ) yT ( n ) ] A( n-
1 )hT，对比式（6）可得 A( n )hT = bP ( n )，b为非零实

数 ，又 hTA( n )hT = hT，即 hT = bhT P ( n )，从 而

bA( n )hT P ( n )h= bP ( n )h，最后得

A( n )= P ( n )h
hT P ( n )h （8）

综上，式（5），（6）和（8）组成任意时延输入整形

器自适应设计的迭代方程。应用递推最小二乘法

时，协方差矩阵初值 P ( 0 )= αI，α一般取充分大的

正 实 数 ，同 时 hTA= 1，因 此 设 置 初 始 条 件 为

P ( 0 )= diag ( 107 107 107 )，A( 0 )=[ 13
1
3
1
3 ]

T。

2. 2 任意时延整形器设计分析

RLS方法存在“数据饱和”问题，随着迭代次数

增加，K ( n )和 P ( n )的元素将趋于 0，对脉冲幅值的

修正作用减弱。为增加新输入数据的权重，引入遗

忘因子 λ对式（5），（6）修正后如下式所示

K ( n )= P ( n- 1 ) y ( n )
λ+ yT ( n ) P ( n- 1 ) y ( n ) （9）

P ( n )= 1
λ
[ I- K ( n ) yT ( n ) ] P ( n- 1 ) （10）

λ= 1时与 2.1节 RLS方法一致。在实际应用

中，遗忘因子取值范围通常为 0.9‐1，取值过小会加

剧噪声干扰。下式为二阶系统的自由振动响应

y ( t )= e-ζωn t a sin (ωd t+ φ ) （11）
式中 ζ为阻尼比；ωd为阻尼振动频率；φ为相位角。

为验证设计方法的可行性，以式（11）设计的自由振

动信号如图 5所示。0‐300 ms段频率为 15 Hz，300‐
600 ms段频率为 20 Hz，阻尼比均为 0.1，幅值均为

1，采 样 周 期 为 1 ms。 取 Td=25 ms，λ1 = 1，λ2 =
0.96，自适应设计整形器的脉冲幅值和估计误差如

图 6所示。在 15 Hz信号段，设计的任意时延整形器

和典型的 ZVD整形器的幅频特性图如 7所示。

从图 6可知，在 15 Hz信号段，两种方法的脉冲

幅值均能收敛到满足“零振动”要求的目标值；在 20
Hz信号段，2.1节介绍的 RLS方法无法较快调节脉

冲幅值，遗忘因子 RLS方法仍能调节脉冲幅值到目

标值。因此采用 RLS方法设计整形器时，需要依据

振动频率变化和信号噪声情况合理设置遗忘因子数

值。从图 7可知，任意时延整形器和 ZVD整形器的

中心频率均为 15 Hz，在 Td=25 ms情况下，前者的

抑振深度和抑振频率范围小于后者。前者时延为

50 ms，后者时延为 67 ms，前者时延不依赖于振动

频率而便于实际应用。

图 5 自由振动信号

Fig. 5 Free vibration signal

图 7 整形器的幅频特性图

Fig. 7 Amplitude frequency response of shaper

图 6 自适应设计的脉冲幅值和估计误差

Fig. 6 Impulse amplitude and estimated error of adaptive de‐
sign
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3 笛卡尔轨迹输入整形方法

3. 1 笛卡尔轨迹规划

工业机器人笛卡尔轨迹规划包括直线规划和圆

弧规划，包含笛卡尔坐标插补和逆运动学计算等步

骤［18］。直线规划的插补方法如下式所示

D ( t )= D 0 +( D 1 - D 0 ) f ( t ) （12）
式中 D0为起始位姿点，D1为结束位姿点，D（t）=
［x（t）y（t）z（t）α（t）β（t）γ（t）］T，（x，y，z）为位置坐

标，（α，β，γ）为姿态角，f（t）为归一化插补函数，

f（0）=0，f（T）=1，插补区间为［0，T］。圆弧规划以

圆弧所在平面建立坐标系 O2 ‐UVW 如图 8所示，

TR ( 4× 4 )为 O2‐UVW到基准坐标系 O1‐XYZ的齐

次变换矩阵。利用 f（t）对圆心角插补得到 φ ( t )，圆
弧位置坐标插补如下式所示

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

φ ( t )= φf ( t )
u ( t )= r cosφ ( t )
v ( t )= r sinφ ( t )
w ( t )= 0

（13）

式中 r为圆弧半径。

圆弧位置坐标转换到基准坐标系如下式所示

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

x ( t )
y ( t )
z ( t )
1

= TR

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

u ( t )
v ( t )
w ( t )
1

（14）

姿态角以圆心角的比例插补如下式所示

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

α ( t )
β ( t )
γ ( t )

=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

Δα
Δβ
Δγ

φ ( t )
Δφ （15）

式中 Δα，Δβ，Δγ，Δφ为对应坐标的插补变化量。

利用机器人逆运动学求解位姿点对应的关节角度，

得到驱动机器人的关节轨迹。

3. 2 笛卡尔空间输入整形

工业机器人笛卡尔速度和关节速度的映射关系

由雅克比矩阵描述，如下式所示

ì

í

î

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

D
•
= J ( θ ) θ

•

D
•
= é

ë
ù
ûx

•
y
•
z
•
α
•
β
•
γ
• T

θ
•
= é

ë
ù
ûθ1

•
θ2
•
θ3
•
θ4
•
θ5
•
θ6
• T

（16）

式中 J ( θ )为雅克比矩阵。当雅克比矩阵可逆时，

有关系式

θ
•
=[ J ( θ ) ]-1 D

•
（17）

利用输入整形器对笛卡尔速度进行线性滤波，

能对关节速度产生滤波效果。因为笛卡尔速度由插

补函数决定，故提出笛卡尔轨迹输入整形方法如下：

Step1：选择归一化函数 f（t）进行笛卡尔轨迹规

划，驱动工业机器人运动，测量机器人末端的加速度

作为振动信号 y（n）；

Step2：根据采集的振动信号自适应设计任意时

延输入整形器 I ( s )；
Step3：对 f（t）整形得线性滤波的归一化插补函

数 fIS（t），重新进行笛卡尔轨迹规划得到整形轨迹。

上述提出的笛卡尔轨迹输入整形方法仅对 f（t）
整形，实际表现为对笛卡尔速度大小进行重新规划，

不改变运动方向，从而避免了轮廓误差的产生。

4 实验及结果分析

4. 1 自适应设计整形器实验

基于 6自由度工业机器人搭建实验平台，机器

人的 D‐H参数如表 1所示。采用 KISTLER公司三

向 加 速 度 传 感 器 测 量 末 端 振 动 信 号 ，测 量 范 围

为±30g，模拟量由倍福模块采集。控制平台为研华

510工控机，采用 EtherCAT总线通讯，控制同步周

期为 1 ms，实验平台如图 9所示。

采用抛物线过渡的线性函数设计直线和圆弧轨

迹，加、减速段时间占插补时间比例为 0.05。直线轨

迹 起 点 和 终 点 分 别 为 D0=［229.2 -32.5 537.7
-0.362 0.067 -2.779］T，D1=［429.2 167.5 337.7
-0.362 0.067 -2.779］T，运动时间为 1000 ms；圆弧

轨 迹 的 三 个 位 姿 点 分 别 为 DA=［-416.3 322.0
166.7 -0.664 -1.471 -0.220］T，DB=［127.5 423.6
238.6 -1.186 -1.497 -1.159］T，DC=［402.7 329.2
210.1 -1.186 -1.497 -1.770］T，运动时间为 2000
ms，笛卡尔轨迹如图 10所示。

因加速度信号存在衰减的情况，以振动幅值较

图 8 圆弧规划示意图

Fig. 8 Schematic diagram of arc planning
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大、振动较明显的加速度方向为参考振动方向，截

取 0‐550 ms加速度信号进行零均值化得到离散振

动信号，离散傅里叶变换（Discrete Fourier Trans‐
form，DFT）后得到频谱图，直线和圆弧轨迹的振

动信号和频谱图如图 11所示。考虑到振动信号仅

存在单个峰值频率且圆弧轨迹的振动信号噪声较

大 ，取 遗 忘 因 子 λ=1。 设 定 脉 冲 作 用 时 间 间 隔

Td=25 ms，自适应设计整形器的脉冲幅值、估计误

差和幅频特性图如图 12所示，输入整形器参数如

表 2所示。

从图 12可知，脉冲幅值收敛较快，估计误差在

迭代 200次后能收敛在±0.5 m/s2内，说明基于递推

最小二乘法的自适应方法在振动信号存在一定噪声

时仍可满足实际应用要求。在抑振鲁棒性方面，

以-14 dB为目标抑振深度，直线轨迹的整形器中

心频率为 13.94 Hz，抑振频率范围为 11.72 ‐ 17.02
Hz；圆弧轨迹的整形器中心频率为 13.6 Hz，抑振频

率范围为 12.64‐14.66 Hz。两组振动信号的 DFT峰

值频率为 14.5 Hz，说明设计的输入整形器能有效减

弱输入信号的共振成分且具有一定鲁棒性，满足各

关节振动频率不完全相同的应用场景。

4. 2 轮廓误差分析

为定量研究轮廓误差，直线轮廓误差定义为直

线插补点到名义直线轨迹的垂直距离；圆弧轮廓误

差定义为圆弧插补点到圆心的距离与名义圆弧半径

之差。对插补函数整形后进行笛卡尔轨迹规划，圆

弧轨迹的插补位置、插补速度和插补加速度如图 13
所示，轮廓误差对比如图 14所示。

关节轨迹整形中直线和圆弧的最大轮廓误差分

别为 0.1312 mm和 0.0388 mm。笛卡尔轨迹整形仅

对插补函数整形，理论上不产生轮廓误差，实际中出

表 2 输入整形器参数

Tab. 2 Parameters of input shaper

脉冲幅值

A 0

A 1

A 2

直线

0.3298
0.3664
0.3039

圆弧

0.4415
0.3261
0.2324

作用时间/ms
0
25
50

图 11 振动信号和频谱图

Fig. 11 Vibration signal and Fourier amplitude spectrum

表 1 工业机器人D

-
H参数

Tab. 1 D

-
H parameters of industrial robot

Link i
1
2
3
4
5
6

αi- 1/(°)
0
−90
0
−90
90
−90

ai- 1/mm
0

44.89
240
23.84
0
0

di/mm
0
0
0

275.8
0
92

θi
θ1
θ2
θ3
θ4
θ5
θ6

图 9 实验平台

Fig. 9 Experiment platform

图 10 笛卡尔轨迹

Fig. 10 Cartesian trajectory
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现的小偏差是基于雅克比矩阵的逆运动学计算造成

的。综上，直接对笛卡尔运动的关节轨迹整形会引入

轮廓误差，而笛卡尔轨迹整形则避免轮廓误差问题。

4. 3 抑振效果分析

笛卡尔轨迹整形的直线轨迹和圆弧轨迹抑振效

果对比分别如图 15和 16所示，笛卡尔整形轨迹在启

动和停止时振动幅值远小于未整形轨迹。采用下式

计算振动信号能量

E= ∫0
T

y 2 ( t ) dt （18）

以运动中的振动信号计算过程振动信号能量，

以停止后 500 ms振动信号计算残余振动信号能量，

结果如表 3所示。

在直线运动中，与未整形滤波比较，笛卡尔轨迹

整形的加速度传感器 X，Y，Z轴振动信号能量分别

降低 58.37%，42.81%，77.08%，残余振动信号能量

图 12 整形器的脉冲幅值、估计误差和幅频特性图

Fig. 12 Impulse amplitude，estimated error and amplitude frequency response of shaper

图 14 轮廓误差对比

Fig. 14 Comparison of contour error图 13 输入整形的插补函数

Fig. 13 Shaped interpolation function
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分别降低 98.15%，98.55%，80.60%。在圆弧运动

中，与未整形滤波比较，笛卡尔轨迹整形的加速度传

感器 X，Y，Z 轴振动信号能量分别降低 31.07%，

10.78%，29.70%，残 余 振 动 信 号 能 量 分 别 降 低

98.45%，95.25%，99.39%。抑振实验验证本文提出

的笛卡尔轨迹输入整形方法能有效抑制工业机器人

笛卡尔运动启动和停止时的末端振动，从而提高笛

卡尔运动的稳定性。

5 结 论

本文针对 6自由度工业机器人笛卡尔运动的振

动问题，提出基于递推最小二乘法设计任意时延输

入整形器的抑振控制策略，实验结果验证方法的可

行性和有效性，得到结论如下：

（1）在振动信号存在较大噪声时，准确辨识振动

频率和阻尼比难度较大，基于递推最小二乘法设计

的输入整形器能有效减弱输入信号的共振成分且具

有一定鲁棒性，能满足应用需求。

（2）对笛卡尔轨迹规划的插补函数进行输入整

形，表现为重新规划笛卡尔速度大小而不改变运动

方向，解决了直接对笛卡尔运动的关节轨迹输入整

形的轮廓误差问题；笛卡尔轨迹输入整形的直线振

动信号能量最大降低达 77.08%，圆弧振动信号能量

最大降低达 31.07%，残余振动信号降低 80%以上，

表明所述方法能有效抑制工业机器人笛卡尔运动启

停时的振动。
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Adaptive vibration suppression control for trajectory motion in

Cartesian space of industrial robot

LI Lin，GU Zhi-chao，ZHANG Tie
（School of Mechanical and Automotive Engineering，South China University of Technology，Guangzhou 510641，China）

Abstract: The flexible transmission parts cause vibration at the end of industrial robots，which severely reduces accuracy of Carte‐
sian motion so the adaptive input shaping control strategy is proposed. Servo system model of flexible joint is founded by‘two-iner‐
tia model + PD control’and vibration characteristic is discussed. It is hard to accurately identify frequency and damping ratio，as a
consequence of noise problem of vibration signal collected during Cartesian motion. Therefore，the adaptive design method of arbi‐
trary delay input shaper based on the recursive least squares method（RLS）is adopted. By performing input shaping on the normal‐
ized interpolation function of Cartesian trajectory planning，a Cartesian trajectory input shaping method is proposed. The actual per‐
formance is replanning the Cartesian velocity without changing the direction. In the vibration suppression experiment，vibration sig‐
nal energy of linear and arc motion is reduced by up to 77.08% and 31.07% respectively while residual vibration signal energy is re‐
duced by more than 80%，which is verified that the control strategy can effectively suppress the vibration in the Cartesian motion of
industrial robots.

Key words: industrial robot；vibration suppression；flexible joint；adaptive input shaping；Cartesian motion
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