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摘要: 针对连接结构时域和频域的非线性振动问题，提出一种基于局部非线性转化的动力学降阶方法。采用New⁃
mark法和多谐波平衡法分别将时域和频域的非线性动力学方程转化为非线性代数方程组，将整体结构的非线性动

力学响应降阶到仅与连接非线性相关的自由度上进行求解，通过减小迭代过程中 Jacobian矩阵的维数来提高计算

效率。采用 Iwan模型描述连接界面的局部迟滞非线性，利用三自由度质量弹簧振子和连接梁结构研究非线性动力

学分析方法的计算精度和效率。结果表明，本文建立的降阶方法预测的非线性动力学响应与现有的未降价方法吻

合较好，提出的非线性动力学降阶方法能够有效地减少迭代过程的计算耗费，提高计算效率，时域方法约提高

30%，频域方法提高近 70倍。
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引 言

连接是复杂机械装配结构中不可或缺的重要组

成单元，广泛地应用于部组件之间载荷和能量传

递［1］。连接界面的存在引起复杂的动力学特征，也

是装配结构中的薄弱环节，严重地影响机械设备的

可靠性、稳定性和实用性能。动力学响应的预测对

机械结构的设计、优化、控制、健康监测有重要的

作用［2⁃3］。

非线性动力学响应的预测方法主要分为时域和

频域两大类方法［4］。时域方法又分为直接数值积分

和半解析方法。直接时程积分方法包括中心差分

法、Runge⁃Kutta法、Newmark法、Wilson⁃θ法等［5］。

采用时程积分方法求解非线性动力学问题需要耗费

巨大的计算资源［6］。Oldfield 等采用 Iwan、Bouc ⁃
Wen模型描述单螺栓连接结构的迟滞非线性行为，

利用四阶 Runge⁃Kutta法对非线性动力学方程进行

求解［7］。Song等［8⁃9］和 Gaul等［10］也采用时程积分法

对螺栓连接结构的瞬态动力学响应进行求解。半解

析法可以直接获得结构的动力学响应，将非线性系

统截断为多个考虑不同初值的线性系统，但需要在

每个时程截断点求解过渡方程，仅适用于特殊的非

线性系统，如分段线性化模型［11］。在求解小阻尼结

构稳态响应时，计算瞬态响应仍需要花费大量的计

算资源，尤其是高频激励载荷。因此，研究者倾向于

在频域求解非线性动力学方程［12］。

针对非线性动力学方程的稳态响应，研究者提

出了多种半解析的频域近似方法，如摄动法、平均

法、渐近法、多尺度法、谐波平衡法、增量谐波平衡法

等［4，13⁃16］。其中，谐波平衡法求解过程简单，已经广

泛地被用于求解非线性系统的周期稳态响应。谐波

平衡法将动力学响应展开成一系列含未知系数的傅

里叶级数，将非线性偏微分方程转化为非线性代数

方程，通过匹配方程的谐波系数获得系统的稳态非

线性响应［10，17⁃18］。利用谐波平衡法求解非线性动力

学问题时，一般将研究对象简化为单自由度或低自

由度的等效模型，截取的谐波阶数对计算精度有重

要的影响，以上的研究在求解过程中普遍保留一阶

或较少阶的谐波项。随着谐波阶次的增加，计算精

度变高但计算量迅速增大，计算效率降低。

对非线性动力学方程的非线性项进行傅里叶变

换时，可采用混合时频域方法对结果进行求解。

Cameron⁃Griffin首先将该方法应用于求解含迟滞非

线性的单自由度系统，基于时频交替变换和谐波平

衡法求解稳态非线性动力学响应。这种方法融合了

频域求解振动方程的高效性和时域判断非线性力的

便捷性，通过快速离散傅里叶正 ⁃逆变换，反复迭代

获得系统的稳态非线性动力学响应［6，18⁃22］。Petrov
等开发的谐波平衡法求解器 FORSE（Force Re⁃
sponse Suite）已被广泛地应用于摩擦系统的非线性

动力学响应求解，如叶盘、发动机系统［23⁃26］。Krack
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等研发的开源程序 NLVIB（Nonlinear Vibration）也

可以用来求解非线性方程组［27⁃28］。两种求解器均采

用 Newton's迭代法搜寻匹配的谐波系数［29⁃30］。由于

Jacobian矩阵的病态（奇异矩阵），求解非线性响应

的迭代过程往往是条件收敛的［31⁃33］。在迭代过程

中，Jacobian矩阵的构造与求逆（或特征值求解）耗

费了大量的计算资源。因此，发展有效的非线性动

力学降阶方法，减小 Jacobian矩阵的规模，提高迭代

过程的计算效率是非常必要的。

本文提出一种基于局部非线性转化的动力学降

阶方法。针对连接结构时域和频域非线性振动问

题，分别采用 Newmark法和多谐波平衡法将非线性

动力学方程转化为非线性代数方程组，同时将整体

结构非线性动力学响应的求解转化到仅与连接非线

性相关的自由度上进行求解，减小迭代过程的计算

规模，提高计算效率。采用 Iwan模型描述连接界面

的局部迟滞非线性力学行为，利用三自由度质量弹

簧振子和连接梁结构验证本文的方法。

1 时域非线性动力学降阶算法

1. 1 非线性动力学方程代数化

考虑连接界面上局部非线性行为的动力学微分

方程为

Mδ̈+ Cδ̇+ Kδ+ F non ( δ̇，δ，θ )=F ext （1）
式中 M，C，K分别为质量、阻尼、刚度矩阵；δ为动

力学响应；F non为局部非线性恢复力；θ为非线性模

型的参数；F ext为外激励力。

采用 Newmark法将非线性动力学微分方程转

化为非线性代数方程组。采用逐步积分法建立由 t

时刻到 ( t+Δt )时刻的状态向量的递推关系。( t+
Δt )时刻的未知量 δ t+ Δt，δ̇ t+ Δt和 δ̈ t+ Δt满足

Mδ̈ t+ Δt+ Cδ̇ t+ Δt+ Kδ t+ Δt+ F non
t+ Δt=F ext

t+ Δt （2）
Newmark法假设 ( t+Δt )时刻的速度和位移响

应分别为：

δ̇ t+ Δt= δ̇ t+[(1- γ ) δ̈ t+ γδ̈ t+ Δt ] Δt，
0≤ γ≤ 1 （3）

δ t+ Δt= δ t+ δ̇ tΔt+
é

ë
ê( 12 - β) δ̈ t+ βδ̈ t+ Δt

ù

û
ú Δt 2，

0≤ β≤ 0.5 （4）
将式（3）和（4）代入式（2），获得仅保留 δ t+ Δt 的

非线性方程组。

(K+ 1
βΔt 2 M +

γ
βΔt C) δ t+Δt=( F ext

t+ Δt- F non
t+ Δt )+

M
é

ë
êê
1
βΔt 2 δ t+

1
βΔt δ̇ t+ ( 12β - 1) δ̈ tùûúú +

C
é

ë
êê
γ
βΔt δ t+ ( γβ - 1) δ̇ t+ ( γ2β - 1) δ̈ tùûúú （5）

利用 Newmark法计算时域非线性动力学响应

的步骤为：

（1）形成刚度、质量、阻尼矩阵K，M，C；

（2）选取初始状态的响应 δ 0，δ̇ 0和 δ̈ 0；

（3）设定时间步长 Δt以及参数 β和 γ，并计算以

下参数

α0 =
1
βΔt 2，α1 =

γ
βΔt C，α2 =

1
βΔt，

α3 =
1
2β - 1，α4 =

γ
β
- 1，α5 = Δt ( )γ

2β - 1 ，

α6 = Δt ( 1- γ )，α7 = γΔt （6）
（4）计算等效刚度矩阵

~
K = K+ α0M + α1C （7）

（5）计算 ( t+Δt )时刻的等效激励载荷
~
F t+ Δt=(F ext

t+ Δt- F non
t+ Δt )+M ( α0δ t+ α2 δ̇ t+

α3 δ̈ t )+ C ( α1δ t+ α4 δ̇ t+ α5 δ̈ t ) （8）
（6）计算 ( t+Δt )时刻的位移响应

~
K δ t+ Δt=

~
F t+ Δt （9）

（7）计算 ( t+Δt )时刻的加速度和速度响应

{δ̈ t+Δt= α0 ( δ t+ Δt- δ t )- α2 δ̇ t- α3 δ̈ t

δ̇ t+Δt= δ̇ t+ α6 δ̈ t+ α7 δ̈ t+Δt
（10）

式（9）中，( t+Δt )时刻的位移响应与非线性恢

复力是耦合的，需要进行迭代求解。采用 Newton's
迭代方法对子步的非线性响应进行求解，定义残差

方程为

R= ~K δ t+Δt+ F non
t+Δt-[ F ext

t+Δt+M ( α0δ t+
α2 δ̇ t+ α3 δ̈ t )+ C ( α1δ t+ α4 δ̇ t+ α5 δ̈ t ) ]（11）

非线性动力学响应的迭代格式为

δ k+ 1t+ Δt= δ kt+ Δt- (~K + ∂F non
t+ Δt

∂δ kt+ Δt )
-1

R ( δ kt+ Δt )（12）

式中 k为循环迭代的序号。

1. 2 动力学降阶方法

在机械结构中，由连接引起的非线性往往是局

部的，与非线性相关的自由度数目远远小于整体结

构的自由度。利用一位置转换矩阵提取局部非线性

动力学响应。

x= Lδ （13）
利用局部坐标中非线性恢复力构造原物理坐标

系下的非线性恢复力。
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F non = LT f non （14）
式中 f non为连接界面局部迟滞非线性恢复力。

将式（8），（13）和 14）代入式（9），可得

R ′= x+ L
~
K

-1
LT f non - L

~
K

-1
⋅

[ F ext
t+ Δt+M ( α0δ t+ α2 δ̇ t+ α3 δ̈ t )+

C ( α1δ t+ α4 δ̇ t+ α5 δ̈ t ) ] （15）
忽略非线性自由度之间耦合特性，局部非线性

动力学响应的迭代格式定义为

x k+ 1 = x k-[ I+ L
~
K

-1
LT ⋅

diag ( ∂f
non
n

∂x n
) ]-1R ′( x k ) （16）

式中 n为连接非线性相关的自由度序号。

由于 Jacobian矩阵的病态奇异性，非线性迭代

过程往往是条件收敛的。本文采用松弛迭代原理提

高迭代的收敛性能，式（16）中局部非线性动力学响

应不完全更新。

x k+ 1 = λx k+ 1 +(1- λ ) x k （17）
式中 λ为松弛因子，介于 0⁃1之间，λ越小，非线性

响应更新的速率越慢，但收敛性越好。

将式（16）和（17）中迭代收敛的解代回式（9）和

（10）可以获得整体结构的非线性动力学响应。

1. 3 算 例

如图 1所示，利用三自由度质量弹簧振子系统

验证本文的时域非线性动力学降阶方法。利用

Iwan模型描述连接界面非线性恢复力

F ( x )= fy×
ì

í

î

ïï
ïï

1- ( )1- x
x s

3
2

， 0≤ x≤ x s

1， else

（18）

式中 x为局部相对位移，x= δ3 - δ2；fy 为临界滑

移力；x s为滑移位移，x s =
fy
k
；k为黏着刚度。

如图 2所示，基于Masing映射准则［34⁃36］，周期性

激励载荷下 Iwan模型的迟滞非线性恢复力为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

F rel ( x )=-F 0 + 2F ( )x0 + x
2 ， ẋ≥ 0 reloading

F unl ( x )= F 0 - 2F ( )x0 - x
2 ， ẋ≤ 0 unloading

（19）

式中 x0 为相对位移幅值；F 0 为恢复力幅值，表达

式如下

F 0 = F ( x 0 ) （20）
考虑 Iwan模型局部非线性恢复力，三自由度质

量弹簧振子的动力学微分方程定义为

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

m 1

m 2

m 3

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

δ̈1
δ̈2
δ̈3

+
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

c1 -c1
-c1 c1 + c2 -c2

-c2 -c2

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

δ̇1
δ̇2
δ̇3

+

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

k1 -k1
-k1 k1 + k2 -k2

-k2 -k2

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

δ1
δ2
δ3
+

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

0
-F ( )x
F ( )x

=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

f ext

0
0

（21）
局部非线性动力学响应的转换矩阵为

L=[ 0 -1 1 ] （22）
基于文献［37］中螺栓连接结构的实验结果进行

仿真，参数选取为：m1=5.28 kg,m2=0.55 kg,m3=
5.21 kg,k1=1.09×107 N/m,k2=1.9×107 N/m,c1=
0,c2=200 N∙s/m, fext=Asin(2πft)。外激励载荷幅值

A= 25 N，激励频率 f = 310⁃330 Hz，计算瞬态动力

学响应如图 3所示，各激励频率稳态非线性动力学

响应如图 4所示。

由图 3和 4可知，本文方法预测的非线性动力学

响应与降阶前的结果吻合较好，验证了本文方法的

有效性。共振峰附近频响曲线变平是由迟滞非线性

引起的能量耗散造成的。降阶前与降阶之后计算耗

费对比结果如表 1所示，数值仿真均在 4⁃core Intel
（R）Core（TM）i5 ⁃3470 3.2 GHz CPU上开展。结

果表明，降阶之后，每个子步迭代矩阵的维数有所降

低，非线性动力学响应的计算耗时也大大减少，计算

效率约提高 30%。

图 1 三自由度质量弹簧振子系统

Fig. 1 Sketch of a 3-DOFs mass-spring-damper oscillator

图 2 加载和卸载阶段的迟滞非线性恢复力

Fig. 2 Hysteresis nonlinear contact forces of unloading and
reloading process
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2 频域非线性动力学降阶算法

2. 1 非线性动力学方程代数化

利用多谐波平衡法将连接界面局部非线性恢复

力、外激励载荷与非线性响应进行谐波级数展开：

δ ( t )= δ̄ ( 0 ) + ℜ (∑
h= 1

H

δ̄ ( h ) ⋅ eihωt) （23）

F ext ( t )= F̄ ext
( 0 ) + ℜ (∑

h= 1

H

F̄ ext
( h ) ⋅ eihωt) （24）

F non ( t )= F̄ non
( 0 ) + ℜ (∑

h= 1

H

F̄ non
( h ) ⋅ eihωt) （25）

式中 H为谐波的阶数；ω为外载荷的激励频率；
-
δ为

稳态非线性响应的谐波系数；
-
F
ext
和
-
F
non

分别为激励

载荷和非线性恢复力的谐波系数；ℜ为取实部算子；

i= -1。
将式（23）⁃（25）代入式（1），非线性动力学微分

方程转化为非线性代数方程组

δ̄( )h = Gω( )h ( F̄ ext
( )h - F̄ non

( )h ) （26）

式中 Gω为动刚度的逆矩阵或传递函数，定义为

Gω ( h ) =[ K-( hω )2M + hωCi ]-1 （27）
Newton's迭代的残差函数为

R ( h ) = δ̄ ( h ) - Gω( )h ( F̄ ext
( )h - F̄ non

( )h ) （28）

整体结构非线性动力学响应的迭代格式定义为

δ̄ k+ 1 = δ̄ k- ( ∂R k

∂δ̄ k )
-1

R k （29）

式（29）中，每个连接非线性自由度上动力学响

应 的 待 求 系 数 为 ( 2H + 1 )项 ，包 括 零 阶 常 数 项

( 1项 )、每阶谐波系数的余弦项系数 (H项 )和正弦项

系数 (H项 )。

图 3 时域瞬态位移响应对比结果

Fig. 3 Comparison results of transient displacement responses

图 4 各质量块稳态非线性动力学响应幅值的对比结果

Fig. 4 Comparison results of steady-state nonlinear responses of each mass

表 1 两种非线性动力学分析方法计算耗费的对比

Tab. 1 Comparison of computational amount of two non⁃

linear dynamic analysis methods

降阶前 Eq.(12)
降阶后 Eq.(17)

迭代矩阵维数

3×3
1×1

计算时间/s
617.82
407.96

562



第 3 期 王 东，等：连接局部迟滞非线性的时频域动力学降阶方法

2. 2 动力学降阶方法

与时域动力学降阶方法相似，连接界面上局部

非线性动力学响应定义为

x̄= Lδ̄ （30）
Newton's迭代的残差函数重新定义为

R ′( h ) = x̄ ( h ) - LGω ext
( h ) F̄ ext

( )h +
LGω non

( )h L
T F̄ non

( )h （31）
上式仅考虑与连续非线性相关的自由度上的响

应与外激励和非线性恢复力之间的传递关系。

忽略各非线性自由度之间的耦合，局部非线性

动力学响应的迭代格式为

x k+ 1 = x k-[ I+ LGωnon LT ⋅

diag ( ∂f̄
non
n

∂x̄ n
) ]-1R ′( x k ) （32）

不同于式（16）和（32），迭代矩阵的构造与非线

性恢复力和响应的谐波系数之间的导数相关，难以

直接写出解析的
∂ -f non

∂-x
，本文采用普适的中心差分方

法计算迭代矩阵的每一列［12］

∂f̄ non
∂x̄( )h

= f̄ non ( x̄( )h +Δx̄( )h )- f̄ non ( x̄( )h -Δx̄( )h )
( x̄( )h +Δx̄( )h )-( x̄( )h -Δx̄( )h )

（33）

式（33）表示局部非线性动力学响应的每一阶谐

波系数的微元变化引起的非线性恢复力的微元变化。

2. 3 算 例

如图 5所示，利用一连接梁结构验证本文的频

域非线性动力学降阶方法。有限元模型含有 8个线

性 Euler梁单元，1个非线性连接单元。两个方向的

Iwan模型用来描述连接界面上局部非线性恢复力。

每个节点含有横向平动 u、垂向平动 v、转动 θ三个自

由度，共计 30个自由度。线性梁单元的刚度矩阵、

质量矩阵、非线性连接单元的恢复力表达式可以参

考文献［9，12，38⁃39］。

局部非线性动力学响应的转换矩阵为

L= é

ë
ê

ù

û
ú

⋯ 1 L/2 ⋯ -1 L/2 ⋯
⋯ 0 h/2 ⋯ 0 -h/2 ⋯

（34）

式中 L为连接梁单元的长度；h为宽度。

图 5中，α= 0.05为残余刚度系数；两个 Iwan模
型的临界滑移力 fy= 5000 N，黏着刚度分别定义为

k1 =
12EI
L3

， k2 =
4EI
Lh2

（35）

式中 E为梁单元的弹性模量；I为截面转动惯量。

连接梁结构的材料为钢，密度 ρ=7.85×103 kg/
m3，弹 性 模 量 为 E= 2.1× 1011 Pa。 激 励 幅 值 为

A= 10 N，激励频率范围根据第一阶和第三阶弯曲

模 态 频 率 进 行 选 取 ，分 别 为 f = 24.8⁃25.8 Hz 和
450⁃458 Hz，谐波阶数取 10（H=10），计算结果如图

6所示。

由图 6可知，本文方法预测的非线性动力学响

应与降阶前的结果吻合较好，频响函数能够较好地

反映非线性力学行为的影响，尤其是在共振峰附近

的区域。由表 2可知，降阶之后，Jacobian矩阵的维

图 5 含局部非线性的连接梁结构

Fig. 5 Sketch of a lap-type jointed beam system with local nonlinearity

563



振 动 工 程 学 报 第 34 卷

数大大降低，非线性动力学响应的计算耗时也大大

减少，计算效率约提高 70倍。

3 结 论

本文提出一种基于局部非线性转化的降阶非

线性动力学算法。采用 Newmark和多谐波平衡法

将非线性动力学微分方程转化为非线性代数方程

组，将整体结构的动力学响应转化到仅与连接非线

性相关的自由度上进行求解，减小迭代过程的计算

耗费。利用含有 Iwan模型的三自由度质量弹簧振

子和连接梁结构验证本文的非线性动力学降阶

方法。

本文方法预测的非线性动力学响应与未降阶的

Newmark和多谐波平衡法的结果吻合较好。频响

函数能够较好地反映迟滞非线性引起的能量耗散的

影响，尤其是在共振峰附近。降阶之后，非线性迭代

过程的计算效率明显提高，时域降阶提高约 30%，

而频域降阶提高近 70倍。
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Dynamic reduction analysis for local hysteresis nonlinearity of joint

interfaces in time and frequency domains

WANG Dong1，2，ZHANG Zhou-suo1

（1.School of Mechanical Engineering，Xi'an Jiaotong University，Xi'an 710049，China；
2.Institute of Systems Engineering，China Academy of Engineering Physics，Mianyang 621999，China）

Abstract: The local nonlinearity dynamic transformation reduction is developed to obtain the nonlinear dynamic responses of joint⁃
ed structures in the time and frequency domains. The Newmark's integration and multi-harmonic balance methods are used to con⁃
vert the nonlinear dynamic differential equilibrium into nonlinear algebraic ones in the time and frequency domains，respectively.
The dynamic responses only related to the degree-of-freedoms（DOFs）of nonlinear joints are defined as the iteration vector to de⁃
crease the dimensions of nonlinear algebraic equations. The dimensions of Jacobian matrix are consequently reduced to improve the
computational efficiency. The Iwan model is used to describe the local hysteresis nonlinearity of joint interfaces，and two examples
of 3 DOFs mass-spring-stiffness oscillator and lap-type jointed beam system are simulated to contrast the prediction precision and
computational efficiency. The comparison result of nonlinear dynamic responses shows a good agreement with the existed methods.
The proposed nonlinear dynamic reduction method reduces the computation cost of iteration process and indicates a higher computa⁃
tional efficiency with about 30% speedup in the time domain and 70 times speedup in the frequency domain.

Key words: hysteresis nonlinearity；joint interfaces；dynamic reduction；multi-harmonic balance method；Newmark's integration
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