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采用分离变量法的载荷位置识别技术研究
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摘要 : 基于分离变量法提出了一种新的识别动载荷位置及时间历程的方法，以提高载荷定位的效率。根据结构系

统参数建立响应与外部载荷之间的卷积关系式并离散化；采用分离变量法将载荷位置信息从脉冲响应函数矩阵中

提取出来，根据响应信息选取合适的模态；利用正则化技术对载荷识别过程中的不适定问题进行求解；结合简支梁

的仿真计算和实验测试对该载荷定位方法进行验证。研究结果表明，基于分离变量法的载荷识别方法能够准确地

定位结构载荷位置并识别载荷时间历程，总体误差较小，相关性系数较大。相对于传统载荷位置识别算法，分离变

量法减少矩阵求逆次数，提高了载荷定位的效率。
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引 言

载荷识别技术是一种在结构系统参数及响应已

知的情况下，反向识别结构外部载荷的技术。

近年来，大量学者参与了载荷识别技术的研究，

使得各种动载荷识别方法得到了快速发展。目前，

关于动载荷识别方法的研究主要分为两大类：频域

识别方法和时域识别方法。Bartlett 和 Flannelly［1］

于 1979年首次将频域识别方法应用到了直升机桨

毂力的识别。Hillary和 Ewins［2］于 1984年建立了较

为系统的频域动载荷识别方法。1993年，Doyle［3］提
出了一种小波模型，并利用谱分析法来识别作用于

复合梁上的动载荷。频域载荷识别方法经过多年的

研究已经较为成熟。在频域法中，需要利用傅里叶

变换等类似的谐波变换将足够长的时域数据转换到

频域下，这使得频域法的应用范围受到数据的长度

限制。频域法对于识别频率成分较为简单的载荷具

有很好的准确性，而对于频率成分比较复杂的载荷，

例如冲击载荷来说并不适用，由此发展了时域载荷

识别方法。Desanghere等［4］建立了时域动载荷识别

方法，并首次利用模态坐标变换的方法来识别结构

的外部动载荷。结构动载荷识别问题是一个逆问

题，且在大多数情况下是病态的。针对这一情况，学

者们提出了几种正则化方法来解决动载荷识别过程

中的病态性问题。 Jacquelin等［5］分别研究了 Tik⁃
honov正则化方法和截断奇异值分解法两种方法识

别板上作用载荷的有效性。高伟等［6］采用 L∞ 范数

拟合正则化方法识别载荷，并提出一种单调性检验

方法用于最优正则化参数的选取。缪炳荣等［7］基于

Green核函数方法建立动力学方程，通过混合正则

化算法对不适定问题进行求解，并比较了不同正则

化参数选取方法对识别结果的影响。由于载荷识别

模型的建立需要依赖于测点的分布信息和载荷作用

位置信息，因此，大部分研究都是在载荷作用位置已

知的前提下进行的。但在实际工程中，载荷作用位

置通常情况下是未知的。为了解决这一问题，Gaul
和 Hurlebaus［8］利用小波变换得到冲击波到达各个

传感器的时间差，从而识别出冲击载荷的作用位置。

Alajlouni等［9］利用波在传递过程中存在衰减这一原

理来识别板上的冲击载荷位置。顾慧芝等［10］采用了

一种新的载荷识别方法，即等效点动标定法来识别

在作用位置未知情况下的动载荷。周晚林等［11］采用

BP神经网络与有限元逆分析相结合的方法来识别

载荷的作用位置以及载荷的幅值大小。严刚和周

丽［12］将响应计算值与实际测量值的差作为最小优化

目标函数，从而将动载荷识别问题转化为参数优化

问题，该方法能够识别出冲击载荷的作用位置并且

近似地重建作用载荷的时间历程。祝德春等［13⁃14］建

立了一种识别动载荷作用位置的方法，即最小判定
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系数法，该方法利用不同测点的响应在虚拟载荷作

用位置处识别得到相应的当量动载荷，令其差值作

为最小优化目标函数，通过识别最小优化参数来确

定载荷作用位置。赵银燕等［15］基于奇异值分解和

模态空间理论识别了梁上多点动载荷的位置和大

小。文献［16⁃17］将载荷识别问题转化为约束优化

问题，采用复合形法来定位载荷，并利用梯度投影

法识别载荷时间历程。前面介绍的一些算法各有

优点和缺点。在一些位置识别的算法中，对于每一

个虚拟载荷位置，都需要进行两次矩阵求逆，当虚

拟载荷作用位置较多时，要识别出真实的载荷作用

位置就需要进行大量的矩阵求逆，这会消耗大量的

计算时间。

本文提出一种基于分离变量法的载荷位置识别

方法，该方法将载荷位置信息从脉冲响应函数矩阵

中分离出来，使得整个位置识别过程中只需进行一

次矩阵求逆，极大地缩短了计算时间。通过简支梁

的仿真计算和实验测试，验证了该载荷定位方法的

准确性和实用性。

1 动载荷识别的基本理论

对于一般的线性系统，外激励 f ( t )引起的系统

响应 u ( t )等于时间区间 0≤ τ≤ t上所有脉冲激发

起的系统响应总和，即

u ( t )= ∫0
t

h ( t- τ ) f ( τ ) dτ （1）

式中 h ( t- τ )表示系统的单位脉冲响应函数。上

式称作Duhamel积分或卷积积分。

对于一个自由度数为 N的系统，假定载荷的作

用位置为 xf，则系统 i点的响应可由下式得到

ui ( t )= ∫0
t

h i，xf ( t- τ ) f ( τ ) dτ （2）

式中 hi，xf ( t- τ )为在 xf 点作用单位脉冲载荷，系

统 i点的单位脉冲响应函数。hi，xf ( t- τ )中包含了

系统的响应点位置信息以及系统的加载点位置

信息。

为了重构动载荷，通常将式（2）中的卷积积分

离散化。对于初始条件为零的系统，设采样间隔为

Δt，采 样 点 数 为 Q，时 间 刻 度 tn= nΔt ( n=
0，1，2，⋯，Q )，则 式（2）可 以 离 散 化 为 以 下 矩 阵

形式
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上式可以简写为

u i= H ( i，xf )⋅ f （4）
对于一个载荷未知的系统，式（4）中的未知量只

有载荷的加载位置 xf以及载荷向量 f。当载荷的加

载位置 xf确定以后，只需要对式（4）进行求逆，就可

以得到载荷的时间历程 f。为了定位该载荷的加载

位置，至少需要两个测量点的响应数据。

假设已知点 1和点 2的响应，指定系统中任一点

x作为可能的载荷激励点，将该点称之为虚拟载荷

位置，分别利用点 1和点 2的响应对式（4）进行求逆，

得到两个当量动载荷 f1 和 f2。理论上，若此时的虚

拟载荷位置 x恰好与真实的载荷作用位置相一致，

那么求得的两个当量动载荷应该相等。但由于响应

测量过程中的误差难以避免，因此求得的两组当量

动载荷可能存在较小的差异。此时，可以将识别动

载荷位置的问题转化为最小优化问题，引入优化参

数 η表示当量动载荷 f1 和 f2 的差值，则优化参数 η为

位置变量 x的函数。当位置变量 x恰好为真实的载

荷作用位置 xf时，优化参数 η取得最小值。因此，动

载荷位置识别就转化为寻找优化参数 η的最小值所

对应的位置变量 x。η的表达式如下

η ( x )=  f1- f2 2
（5）

通过寻找优化参数 η ( x )的最小值来确定真实

的载荷加载位置。在此过程中，每假定一次虚拟载

荷位置，就需要进行两次矩阵求逆。若系统的自由

度数为N，为了确定动载荷的位置，则通常需要进行

2N次矩阵求逆。由于矩阵求逆过程较为耗时，因此

当 N较大时，整个识别过程需要耗费大量的计算时

间，这将给动载荷识别研究和实际工程应用带来极

大的不便。

2 基于分离变量法的动载荷定位

为了提高动载荷位置识别的效率，提出一种基

于分离变量法的动载荷位置识别方法，该方法将位

置变量从脉冲响应函数矩阵 H ( i，xf )中分离出来，

以减少式（4）的求逆次数。

通过模态叠加理论，式（2）中的函数 hi，xf ( t )可
以表示为
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hi，xf ( t )= ∑
r= 1

N

hr ( t )φr ( i )φr ( xf ) （6）

式中 φr ( i )为系统第 r阶 i点的模态振型值，hr ( t )
可以写为

hr ( t )=
1

mrωr 1- ξ 2r
e-ξrωr tsin 1- ξ 2r ωr t（7）

式中 mr，ξr和 ωr分别为系统第 r阶的模态质量、阻

尼比和固有圆频率。

将式（6）代入式（4）可得

u i= ∑
r= 1

N

φr ( i )φr ( xf )H r ⋅ f （8）

式中 H r=
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。

在实际工程中，由于传感器采集到的响应信号

通常都包含噪声信号，因此考虑到噪声的影响，式

（8）可以写为

u erri = ∑
r= 1

N

φr ( i )φr ( xf )H r ⋅ f + err （9）

式中 u erri 为包含噪声信号的响应，而 err为噪声信

号向量。

从式（9）可以看出动载荷的位置信息包含在

φr ( xf )中，将 φr ( xf )从脉冲响应函数矩阵H ( i，xf )中
分离出来，则有

u erri =Π i P+ err （10）
式中 Π i=[ φ 1 ( )i H 1 φ 2 ( )i H 2 ⋯ φN ( )i HN ] Q×NQ

，

P= [ P 1 P 2 ⋯ PN ] T1× NQ
， P i= φi ( xf ) f T ( i=

1，2，⋯，N )。
从式（10）可以看出，动载荷的位置信息 xf包含

在向量 P中，而矩阵Π i中只含有系统的固有参数以

及测点信息，因此当测点位置确定后，矩阵Π i就可

以确定下来。由于式（10）是一个欠定的方程组，所

以无法通过该方程组直接得到未知向量 P的唯一

解。为了确定向量 P的唯一解，这里采用模态截断

法，通过响应分析选取对响应贡献较大的几阶模态，

此外联合多个测点的响应数据。假设测点个数和选

取的模态个数都为m，可以得到以下方程组。

U err=Π trun P trun+ ERR （11）
式中 U err= [u err1 T u err2 T ⋯ u errm T ]T， Π trun=
é
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φ 1 ( 1 )H 1 φ 2 ( 1 )H 2 ⋯ φm ( 1 )Hm

φ 1 ( 2 )H 1 φ 2 ( 2 )H 2 ⋯ φm ( 2 )Hm
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φ 1 (m )H 1 φ 2 (m )H 2 ⋯ φm (m )Hm

， P trun=

[ P 1 P 2 ⋯ Pm ]
T

1× mQ
。

通过方程组（11）可以得到向量 P trun 的唯一解，

然后利用向量 P trun 的各个分量可以得到 m个载荷

向量 f

f i ( x )=
P i

φ i ( x )
，i= 1，2，⋯，m （12）

而对于真实的载荷作用位置 x f，m个载荷向量

应该近似相等，因此，引入优化参数 δ ( x )

δ ( x )= ∑
i= 1

m 







f i-

1
m ∑r= 1

m

fr
2

（13）

将载荷定位问题转化为最小参数优化问题。当

优化参数 δ ( x )取得最小值时，所对应的 x即为真实

载荷位置 x f。
在此载荷位置识别方法中，只进行了一次矩阵

求逆的步骤，这极大地缩短了识别计算时间。通常

情况下，对于一个Q维的矩阵，在采用初等行变换法

对其进行求逆的过程中，需要进行
Q (Q 2 - 1 )

2 次加

法运算和
Q 2 (Q+ 1 )

2 次乘法运算。而对 mQ维的矩

阵进行求逆，需要进行
mQ (m 2Q 2 - 1 )

2 次加法运算

和
m 2Q 2 (mQ+ 1 )

2 次乘法运算。在传统载荷位置识

别方法的过程中需要进行 2N次 Q维矩阵的求逆，

而基于分离变量法的载荷位置识别方法，只需要进

行一次 mQ维矩阵的求逆。由于加法运算比乘法运

算时间短，仅以乘法运算来比较两种算法的时间，下

式为两种算法运算时间的比值

λ= 2NQ 2 (Q+ 1 )
m 2Q 2 (mQ+ 1 ) =

2N (Q+ 1 )
m 2 (mQ+ 1 ) （14）

若取 Q= 200，则当系统的自由度数 N和模态

个数 m分别取不同值时，两种算法的时间比值如表

1所示。

通过以上比值可以看出，当系统的自由度数 N
较大以及选取的模态数较少时，基于分离变量法的

载荷位置识别方法将极大地缩短运算时间。

在实际应用中，由于测量误差以及模态截断的

影响，直接对式（11）求逆可能不会得到较为理想的

表 1 不同情况下两种算法时间比值表

Tab. 1 Time ratio table of two methods in different cases

模态数

m

1
2
3
4

自由度N

100
200
25.1
7.4
3.1

500
1000
125.3
37.2
15.7

1000
2000
250.6
74.3
31.4

5000
10000
1253.1
371.6
156.8

10000
20000
2506.2
743.2
313.7
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结果，因此可以利用正则化算法来减小误差的影响，

以确保结果的准确性。此外，由于模态截断的影响，

通过此方法得到的载荷时间历程可能并不十分精

确。因此，在识别得到载荷位置之后，可以利用式

（4）进行载荷时间历程的识别。

3 仿真验证

以两端简支的梁模型为例，在其上作用集中载

荷，通过有限元仿真计算，分别研究了分离变量法对

于简谐载荷和冲击载荷位置识别的有效性。其中，

简支梁的长度 l= 1 m，宽 b= 6 cm，高 h= 1 cm，泊

松 比 μ= 0.3，弹 性 模 量 E= 210 GPa，密 度

ρ= 7800 kg/m3。将简支梁的有限单元模型划分为

1000个单元，共 1001个节点。

3. 1 简谐载荷的识别

在距离简支梁一端 0.31 m处施加一个正弦载

荷 F 1，该正弦载荷的频率为 60 Hz，幅值为 100 N，如

图 1所示。

距离一端 x1 = 0.22 m和 x2 = 0.43 m两点为测

量点，测点的响应通过仿真计算得到，并加入 5%的

高斯白噪声（最大响应值的 5%）。测点的响应如图

2和 3所示。

为了识别简谐载荷 F 1的作用位置，选择截取简

支梁的前两阶模态。在识别计算的过程中，为了减

小噪声误差及模态截断对识别计算结果的影响，采

用了 Tikhonov正则化方法，并通过 L曲线法来确定

正则化参数的大小。为确定真实的载荷加载位置，

分别假设除去两个端点外的 999个节点为虚拟载荷

位置，计算相应的优化函数值 δ。简支梁各个位置

的优化函数值如图 4所示，其中优化函数在 0.311 m
处取得最小值。因此识别出的简谐载荷加载位置为

0.311 m，与真实载荷位置较为接近，可以认为识别

结果较为准确。

在识别载荷过程中，计算得到的两个载荷向量

f1和 f2如图 5所示。图 5已经可以近似表示真实的

载荷时间历程。此外，分别利用两个测点的响应，通

过式（4）直接识别得到载荷向量，如图 6所示。

识别载荷与真实载荷之间的相对误差及相关系

数计算公式为：

RErr =
 fα - f real 2

 f real 2

（15）

CCoe =
∑
k= 1

Q

[ ]f kα - E ( f kα ) [ ]f kreal - E ( f kreal )

 f kα - E ( f kα ) 2  f kreal - E ( f kreal ) 2

（16）

式中 fα和 f real分别表示识别载荷与真实载荷，E ( · )

图 1 真实载荷 F 1的曲线

Fig. 1 Real load curve of F 1

图 2 x1点的位移响应（5%噪声）

Fig. 2 Displacement response of point x1（5% noise）

图 3 x2点的位移响应（5%噪声）

Fig. 3 Displacement response of point x2（5% noise）

图 4 载荷 F 1的优化函数曲线

Fig. 4 Optimization function curve of load F 1
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为求平均值。

4组载荷向量与真实载荷向量的相对误差和相

关系数如表 2所示。可以看出 4组载荷向量都有较

高的精度，其中，通过测点 x2的响应识别得到的载

荷向量相关系数最高，误差最小，最为接近真实载

荷，这是由于测点 x2的响应幅值相对于测点 x1的响

应幅值较大，因此测点 x2的响应信噪比较好。

当响应中加入 10%的高斯白噪声后，根据分离

变量法识别得到的载荷加载位置为 0.313 m，与真实

载荷位置较为接近。另外识别得到的 4组载荷向量

与真实载荷向量的相对误差和相关系数如表 3所
示。可以看出，当响应中的噪声水平增加时，根据分

离变量法识别得到的载荷位置以及载荷时间历程的

误差会有一定的增大，但是与真实载荷依然较为

接近。

3. 2 冲击载荷的识别

本节对识别冲击载荷进行仿真验证，在距离梁

一端 0.28 m处加载一个冲击载荷 F 2，F 2的真实载荷

曲线如图 7所示。同样以距离一端 x1 = 0.22 m和

x2 = 0.43 m两点为测量点，测点的响应通过仿真计

算得到，并加入 5% 的高斯白噪声（最大响应值

的 5%）。

为了识别冲击载荷 F 2的作用位置，同样选择截

取简支梁的前两阶模态。图 8显示了简支梁上各位

置的优化函数值，在图上显示出最小优化函数值对

应的位置为 0.283 m，与真实载荷加载位置 0.28 m
较为接近，满足识别精度要求。

此外，图 9和 10分别显示了由分离变量法和常

规算法识别出的载荷曲线。4组识别得到的冲击载

荷曲线的相对误差和相关系数如表 4所示。由表 4
可以看出，利用测点响应采用常规算法得到的载荷

表 3 载荷 F 1的识别结果比较（10%噪声）

Tab. 3 Comparison of identified results of the load F 1

（10% noise）

相对误差

相关系数

f1

0.2693
0.9636

f2

0.2533
0.9675

测点 x1
0.3471
0.9484

测点 x2
0.2036
0.9791

图 7 真实载荷 F 2的曲线

Fig. 7 Real load curve of F 2

图 8 载荷 F 2的优化函数曲线

Fig. 8 Optimization function curve of load F 2

图 6 常规算法载荷 F 1的识别曲线

Fig. 6 Identified F 1 using traditional method

表 2 载荷 F 1的识别结果比较（5%噪声）

Tab. 2 Comparison of identified results of the load F 1（5%

noise）

相对误差

相关系数

f1

0.1673
0.9863

f2

0.1633
0.9875

测点 x1
0.2873
0.9744

测点 x2
0.1515
0.9887

图 5 基于分离变量法载荷 F 1的识别曲线

Fig. 5 Identified F 1 using variable separation method
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曲线精度更高，同样，通过测点 x2的响应识别得到

的冲击载荷向量最为接近真实载荷。

同样在响应中加入 10%的高斯白噪声，根据分

离变量法识别得到的冲击载荷加载位置为 0.288 m，

识别得到的载荷向量与真实载荷向量的相对误差和

相关系数如表 5所示。可以看出，根据分离变量法识

别得到的载荷位置及载荷曲线较为接近真实载荷。

4 实验验证

为了进一步验证基于分离变量法的载荷定位方

法的准确性以及工程实用性，利用一简支梁模型建

立了动载荷识别实验，如图 11所示。该梁长 l=
0.695 m，宽 b= 0.04 m，高 h= 0.007 m，泊松比 μ=
0.3，弹性模量 E= 240 GPa，密度 ρ= 7000 kg/m3。

通过有限元建模，将该简支梁模型均匀地划分

为 695个单元，共有 696个节点。通过仿真计算得到

该梁的前 3阶固有频率，将其与实验测量得到的数

据进行比较（如表 6所示）。从表 6可以看出，建立的

有限单元模型与实际简支梁模型较为一致。

在梁上距离右端 xa= 0.25 m处利用力锤作用

冲击载荷。通过传感器采集得到 x1 = 0.348 m和

x2 = 0.521 m两处的加速度响应信号，并通过两次

积分得到两个测量点的位移响应数据。通过对位移

响应信号进行 FRF分析（如图 12所示）。可以看出

位移响应信号主要集中梁模型的在前两阶模态中，

因此，选择截取前两阶模态来识别冲击载荷的作用

位置。

通过分离变量法识别计算，得到冲击载荷的优

化函数曲线（如图 13所示）。从图中可以看出，识别

表 4 载荷 F 2的识别结果比较（5%噪声）

Tab. 4 Comparison of identified results of the load F 2（5%

noise）

相对误差

相关系数

f1

0.2328
0.9692

f2

0.2033
0.9793

测点 x1
0.1448
0.9845

测点 x2
0.1303
0.9874

表 6 简支梁模型固有频率对照表（单位：Hz）

Tab. 6 Comparison of natural frequencies（Unit：Hz）

试验

有限元计算

第 1阶
39.37
38.48

第 2阶
153.41
153.91

第 3阶
346.74
346.30

图 12 冲击载荷作用下位移响应频域图

Fig. 12 Displacement responses in frequency domain

图 10 常规算法载荷 F 2的识别曲线

Fig. 10 Identified F 2 using traditional method

图 9 基于分离变量法载荷 F 2的识别曲线

Fig. 9 Identified F 2 using variable separation method

表 5 载荷 F 2的识别结果比较（10%噪声）

Tab. 5 Comparison of identified results of the load F 2

（10% noise）

相对误差

相关系数

f1

0.2173
0.9675

f2

0.1522
0.9842

测点 x1
0.1801
0.9760

测点 x2
0.1687
0.9798

图 11 实验物件图

Fig. 11 Figure of the test specimen
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的载荷位置为 0.251 m处，与冲击载荷真实加载位

置基本一致。详细的识别位置信息如表 7所示。

对于简谐载荷的识别验证，在梁上距离右端

xb= 0.15 m处利用激振器施加一个频率为 60 Hz的
简谐载荷。测量点选择 x3 = 0.232 m和 x4 = 0.463
m两处，同样通过两次积分得到两个测量点的位移

响应数据。截取前两阶模态，通过分离变量法识别

计算的结果为 0.148 m，与真实载荷加载位置基本吻

合。简谐载荷的优化函数曲线如图 14所示。详细

的识别位置信息如表 7所示。

从上述实验识别结果可以看出，冲击载荷位置

和简谐载荷位置的识别结果都较为接近真实位置，

因此认为该方法具有较高的准确性以及工程实用

性。在确定载荷作用位置之后，为了更为准确地识

别出载荷时间历程，可以直接利用式（4）来计算出载

荷时间历程，为消除噪声误差及模态截断的影响，可

以采用正则化算法来得到稳定的载荷曲线。

5 结 论

本文提出的基于分离变量法的动载荷位置识别

方法，通过将载荷位置变量从脉冲响应函数矩阵中

提取出来，并采用模态截断的方法来识别动载荷位

置。在利用该方法识别计算的过程中，仅需进行一

次矩阵求逆的运算，这极大地提高了动载荷位置识

别的运算效率。仿真和实验的结果验证了该方法的

可行性及准确性。
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Identification of dynamic load location based on

variable separation method

ZHANG Jing，ZHANG Fang，JIANG Jin-hui
（State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures，Nanjing University of Aeronautics and

Astronautics，Nanjing 210016，China）

Abstract: Based on the variable separation method，a method is proposed to identify the location and time history of dynamic load，
and this method improves the efficiency of load localization. The convolution relation between the response and the external load is
established and discretized according to the parameters of the structural system. The load location information is extracted from the
impulse response function matrix by using variable separation method，and appropriate modes are selected in terms of the response
information. The regularization technique is utilized to solve the ill-posed problem in the process of load identification. This method
of load localization is verified by both a simulation and an experiment test of a simply supported beam. The results show that the
load identification method based on variable separation method can accurately locate the position of the structural load and identify
the load time history. The overall error is small and the correlation coefficient is large. Compared with the traditional load position
recognition method，this variable separation method reduces the number of matrix inverses. Consequently，the efficiency of load lo⁃
calization is improved.

Key words: load identification；load localization；load reconstruction；variable separation method；modal truncation method
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