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摘要: 以包含三层黏弹性材料、二层纤维增强材料和金属外层的多黏弹性层纤维增强（MVFLM）层合板为例，建立

其在基础激励作用下的动力学模型。将坐标系设置在层合板结构的中心层，使用高阶剪切变形理论（考虑多个黏弹

性层的剪切应变影响）和经典层合板理论分别对纤维层和金属层进行建模，进而获得MVFLM层合板的位移场函

数；将基础激励等效成均布惯性力载荷，基于能量法获得系统的动能、势能和外力功，并利用正交多项式法表示边界

条件对应的振型函数，成功求解具有多个黏弹性层的MVFLM层合板的固有频率、模态振型和振动响应；分别通过

与已有计算结果进行对比以及实例测试，验证了所建立的动力学模型的有效性。

关键词: 动力学；纤维增强层合板；多黏弹性；高阶剪切变形

中图分类号: TB301.2；TB334 文献标志码: A 文章编号: 1004-4523（2021）03-0610-09
DOI：10.16385/j.cnki.issn.1004-4523.2021.03.019

引 言

随着中国空军对高性能运输机、超音速战斗机、

高速直升机等飞行器的加速列装以及动力装备的升

级换代，带来了日益严峻的飞行器振动控制问题。

带金属外层的多黏弹性层纤维增强（multiple visco⁃
elastic ⁃ layered fiber ⁃ reinforced laminate with outside
metal⁃ layers，MVFLM）复合材料是近年来出现的

应用于航空航天结构上的一种新型的结构功能一体

化材料［1⁃2］，由高分子黏弹性层与纤维树脂层交替铺

设，并与金属外层粘接而成，具有重量轻、减振降噪

能力强、抗冲击性能好、抗疲劳性能突出、耐腐蚀、易

于维修、成本较低等诸多优点，可在飞行器等武器装

备的振动及噪声治理中发挥关键作用［3⁃4］。

目前，人们在关于带黏弹性层的纤维增强层合

板动力学特性的研究中，基本都是将黏弹性材料作

为芯层。通常采用外层材料的位移来表达黏弹性芯

层位移，且绝大多数建模与分析研究都局限在三层

层合结构上。例如，Nayak等［5］应用高阶剪切变形理

论建立了以聚氯乙烯泡沫材料为核心的三明治板的

理论模型，研究了材料性能、结构尺寸和自由、固支、

悬 臂 等 多 种 边 界 条 件 对 固 有 频 率 特 性 的 影 响 。

Huang等［6］使用一阶剪切变形理论推导了该类型三

明治层合板的振动方程，讨论了约束层厚度、黏弹性

芯层厚度对固有频率和损耗因子的影响。Yang
等［7］使用一阶剪切变形理论建立了带黏弹性芯层的

三明治层合板的理论模型，研究了边界条件和纤维

角度等参数对振动特性的影响。Cupiał和 Nizioł［8］

计算了带黏弹性芯层的纤维/树脂三层层合板在简

支边界条件下的固有频率和损耗因子，发现在弹性

层剪切模量升高时，理论模型在无量纲固有频率和

损耗因子的计算上有一定的误差。Araújo等［9］在简

支边界下对具有频率依赖性的三明治板（黏弹性材

料为芯层）进行了解析建模，通过优化各层厚度，纤

维角度等变量，在自由振动条件下获得了中心位移

最小的最优化参数。Lu等［10］分析了单点简谐激励

下该类型三明治板在简支边界下的共振与非共振响

应，并与 NASTRAN软件计算结果进行了对比，还

分析了不同激励点对响应的影响。Arvin等［11］基于

有限元方法，计算了单点简谐激励下该类型三明治

梁的强迫振动。Wang等［12］应用哈密顿原理推导出

了该类型三明治板的控制方程，分析了黏弹性芯层

弹性模量对固有频率的影响，并得到了自由振动下
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水平和垂直方向的振动响应。

然而，人们针对MVFLM复合材料梁、板、壳结

构的建模与分析研究较少。仅有 Fujimoto等［13⁃14］测

试获得了带有多个黏弹性夹层的纤维增强复合材料

梁的自由衰减振动，并讨论了黏弹性材料不同排布

位置对弹性模量和损耗因子的影响。试验表明，该

类型结构具有较高的阻尼性能，多个黏弹性夹层可

有效抑制拉伸载荷导致的材料失效，使极限荷载提

高 3%⁃15%。Fujimoto等［15］还研究了碳纤维增强三

明治层合板（带聚乙烯基材料芯层）的阻尼特性，通

过测试验证该类型层合板相对于传统纤维材料板的

阻尼性能优势，其所在的科研团队［16］还对基于多层

聚乙烯材料的碳纤维/树脂层合梁结构进行了静力

学仿真与测试，并讨论了材料损耗因子的温度依赖

性等问题。但上述研究缺乏建模分析过程与公式推

导步骤，理论求解方式也含糊不清，且大部分集中在

静力学和材料的力学参数求解上。另外，Castel
等［17］使用高阶剪切变形理论建立了多层层合板结构

的理论模型，但只用算例验证了该模型在三层夹心

板固有频率计算上的有效性，并未对更复杂的多层

结构进行建模和求解，也未关注振动响应问题。

通过上述文献调研可知，在分析带有多黏弹性

层的纤维增强层合板结构的动力学问题时，建模中

多采用纤维外层位移表达黏弹性芯层位移的方法，

以达到减少未知数求解个数的目的。但该建模方法

无法对三层以上的MVFLM层合板结构进行计算，

建模的通用性不足，且并未考虑基础激励载荷的影

响（实际工况下飞行器的复合材料蒙皮、地板、隔板

等都可能受到基础激励载荷的作用）。为了解决上

述问题，本文以包含三层黏弹性材料、二层纤维增强

材料和金属外层的MVFLM层合板为例，建立其在

基础激励作用下的动力学模型。最后，对中间层分

别为二层和三层的黏弹性材料的两类MVFLM层

合板进行实例研究，进而验证理论模型的有效性。

1 理论模型

下面以包含三层黏弹性材料和二层纤维增强材

料的MVFLM层合板为例，建立其在基础激励载荷

作用下的动力学模型，如图 1所示。

将黏弹性层中面作为参考平面，并建立坐标系

xoy ，并在板厚方向设置坐标轴 z，板长为 a，板宽为

b，板厚为 h，其中金属层厚度为 hm，黏弹性层厚度为

hv，每个纤维层厚度均相同且为 hf。该类型层合板

受到基础激励载荷的作用，假设所关注的振动响应

点为 R（x0，y0）。另外，在纤维层中 1代表纤维纵向，

2代表纤维横向，3代表垂直于 1⁃2平面的方向，且纤

维方向与整体坐标系 x轴的夹角为 θ。
首先，根据高阶剪切变形理论，并考虑黏弹性层

的 剪 切 应 变 问 题 ，将 黏 弹 性 层 的 位 移 场 函 数 表

示为［18］

u ( x，y，z，t )= u0 ( x，y，t )-
4z3
3h2

∂w ( x，y，t )
∂x +

Jϕx ( x，y，t )，

v ( x，y，z，t )= v0 ( x，y，t )-
4z3
3h2

∂w ( x，y，t )
∂y +

Jϕy ( x，y，t )，
w ( x，y，z，t )= w 0 ( x，y，t ) （1）

式中 J= z- 4z3/ ( 3h2 )为高阶项系数，ϕx 和 ϕy 分

别为中面法线以 x和 y为轴向的偏转距离。

由于纤维层和金属层的 yz和 xz方向上的剪切

应变可以忽略。MVFLM层合板中存在黏弹性层，

所以不能忽略中面层位移的影响。另外，假设纤维

层，金属层和黏弹性层结合紧密，则中面层位移 u0，
v0，w 0可假设为同一个变量。所以纤维层和金属层

位移场可以简化为

u ( x，y，z，t )= u0 ( x，y，t )- z
∂w 0 ( x，y，t )

∂x ，

v ( x，y，z，t )= v0 ( x，y，t )- z
∂w 0 ( x，y，t )

∂y ，

w ( x，y，z，t )= w 0 ( x，y，t ) （2）
为了简化公式，引入中间变量Ψx和Ψy

ì

í

î

ïï
ïï

Ψ x=
∂w
∂x + ϕx

Ψ y=
∂w
∂y + ϕy

（3）

通过应力⁃应变关系，可以将MVFLM层合板的

应变表示为

ε1 = ε01 + zκ 01 + z3κ 21，
ε2 = ε02 + zκ 02 + z3κ 22，
ε3 = 0，
ε4 = ε04 + z2κ 24，
ε5 = ε05 + z2κ 25，
ε6 = ε06 + zκ 06 + z3κ 26 （4）

图 1 基础激励下带金属外层的多黏弹性层纤维增强层合板

的理论模型

Fig. 1 A model of the MVFLM plate under base excitation
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式中 ε1，ε2，ε3和 ε4，ε5，ε6分别代表 x，y和 z方向的线

应变与剪应变，公式（4）中参数 ε0i，κ 0i 和 κ 2i 的具体表

达式为

ε0=[ ε01 ε02 ε06 ]T =[
∂u0
∂x

∂v0
∂y

∂v0
∂x +

∂u0
∂y ]

T，

εs=[ ε05 ε04 ]T =[
∂w 0

∂x + ϕx
∂w 0

∂y + ϕy ]T，

κ 0=[ κ 01 κ 02 κ 06 ]T =[
∂ϕx
∂x

∂ϕy
∂y

∂ϕy
∂x +

∂ϕx
∂y ]

T

κ 2=[ κ 21 κ 22 κ 26 ]T =
é

ë
êê-

4
3h2

∂Ψx

∂x - 4
3h2

∂Ψy

∂y

- 4
3h2 ( ∂Ψy

∂x + ∂Ψx

∂y )ù
û
úú

T

，

κ 2
s =[ κ 25 κ 04 ]T = é

ë
ê- 4

h2
Ψx -

4
h2
Ψy
ù
û
ú

T

（5）

式中 ε0，εs，κ 0，κ 2 和 κ 2
s 是由公式（4）中各个参数组

成的向量。

对于MVFLM层合板，可将各层材料（包括纤

维层、黏弹性层和金属层）的整体应力 ⁃应变关系表

示为

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

σ1
σ2
σ4
σ5
σ6

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

Q 11 Q 12

Q 12 Q 22

Q 44

Q 55

Q 66

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ε1
ε2
ε4
ε5
ε6

（6）

式中 σ1，σ2分别是 x和 y方向上的应力，σ4，σ5和 σ6
分别为 yz，xz和 xy方向上的应力，εi 分别对应不同

方向上的应变。

对于黏弹性层，式中的各个元素可表示为

Q 11 = Q 22 =
E v

1- υ2v
，Q 44 = Q 55 = Q 66 =

E v

2 ( )1+ υv
，

Q 12 = Q 21 =
υvE v

1- υ2v
对于金属层，式中的各个元素可表示为

Q 11 = Q 22 =
Em

1- υ2m
，Q 44 = Q 55 = Q 66 =

Em

2 ( )1+ υm
，Q 12 = Q 21 =

υmEm

1- υ2m

对于纤维层，式中的各个元素可表示为

Q 11 =
E 1

1- υ12υ21
，Q 12 =

υ12E 2

1- υ12υ21
= υ21E 1

1- υ12υ21
，

Q 44 = G 23，Q 21 =
υ12E 2

1- υ12υ21
= υ21E 1

1- υ12υ21
，

Q 66 = G 12，Q 55 = G 13

式中 E 1，E 2分别是纤维层平行、垂直于纤维方向

的弹性模量，G 12，G 13和 G 23是平面内各个方向的剪

切弹性模量。υ12，υ21对应 1，2方向的泊松比，金属层

和黏弹性层的弹性模量分别 Em 和 E v，剪切模量分

别为Gm和G v，泊松比分别为 υm和 υv。

当纤维材料主轴方向与整体坐标系之间有一定

夹角 θ时，用应力 ⁃应变转轴公式计算获得第 k层板

在整体坐标系下的应力⁃应变关系如下

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

σ1
σ2
σ6
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=

é

ë
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ù
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ú

ú
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-Q 11
-Q 12

-Q 16

-Q 12
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-Q 26

-Q 16
-Q 26

-Q 66
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ε1
ε2
ε6
ε4
ε5

（7）

式中
-Q ij为偏轴刚度系数，其表达式为

-Q 11=Q 11 l 4+2(Q 12+2Q 66 )m 2 l 2+Q 22m 4，
-Q 12= (Q 11+Q 22-4Q 66)m 2 l 2+Q 12 (m 4+l 4)，
-Q 22=Q 11m 4+2 (Q 12+2Q 66)m 2 l 2+Q 22 l 4，
-Q 16= (Q 11-Q 12-2Q 66)ml 3+ (Q 12-Q 22+2Q 66)m 3 l，
-Q 26= (Q 11-Q 12-2Q 66)m 3 l+ (Q 12-Q 22+2Q 66)ml 3，
-Q 66= (Q 11+Q 22-2Q 12-2Q 66)m 2 l 2+Q 66 ( l 4+m 4)，
-Q 44=Q 44m 2+Q 55 l 2，
-Q 45= (Q 55-Q 44) lm，
-Q 55=Q44 l 2θk+Q 55m 2 （8）
式中 k表示第 k层纤维，l=cosθk，m=sinθk，θk代表

第 k层纤维与 x轴方向的夹角。

金属层的应变能和动能可表示为

Um=
1
2 ∫A ∫- h

2

- h
2+hm∑

i=1

6

σmi εmi dzdA+

1
2 ∫A ∫ h

2-hm

h
2 ∑

i=1

6

σmi εmi dzdA，

Tm =
1
2 ∫A ∫- h

2

- h
2 + hm

ρm ( )∂w
∂t

2

dzdA+

1
2 ∫A ∫ h

2 - hm

h
2 ρm ( )∂w

∂t

2

dzdA （9）

纤维层应变能和动能可表示为

U f =
1
2 ∫A ∫

- ( )h f +
hv
2

-
hv
2 ∑

i= 1

6

σ fi ε fi dzdA+

1
2 ∫A ∫ hv

2

h f +
hv
2 ∑
i= 1

6

σ fi ε fi dzdA

T f =
1
2 ∫A ∫- ( )h f +

hv
2

-
hv
2 ρ f ( )∂w

∂t

2

dzdA+

1
2 ∫A ∫ hv

2

h f +
hv
2 ρ f ( )∂w

∂t

2

dzdA （10）

612



第 3 期 李 晖，等：基础激励下带金属外层的多黏弹性层纤维增强层合板的动力学模型

黏弹性层应变能和动能可表示为

U v =
1
2 ∫A ∫hy

hx∑
i= 1

6

σvi εvi dzdA，

T v =
1
2 ∫A ∫hy

hx
ρv ( )∂w

∂t

2

dzdA （11）

式（9）⁃（11）中 σmi，εmi，σ fi，ε fi，σvi，εvi 分别代表金属

层、纤维层和黏弹性层的应力和应变，ρm，ρ f和 ρv分

别代表金属层、纤维层和黏弹性层的密度，A代表层

合板的面积。对于图 1所示的三层黏弹性材料，积

分上限 hx可分别取
hv
2 ，
3hv
2 +hf和-

hv
2 -hf。积分下

限 hy可分别取- hv
2 ，

hv
2 +hf和-

3hv
2 -hf。

将已考虑 x，y，yz，xz和 xy方向影响的应力 ⁃
应变表达式（6）和（7）代入（9）⁃（11）后，可分别获

得 MVFLM 层合板弯曲振动时各层的动能和应

变能。

MVFLM层合板总的应变能和动能分别为

U= Um +U f +U v （12a）
T = Tm + T f + T v （12b）

MVFLM层合板所受到基础激励载荷 y ( t )=
Yeiωt作用，其可以等效为均布惯性力位移载荷 q（t）

q ( t) =-ρh d
2 y ( t )
dt 2 = ρhYω2 eiωt （13）

其做功Wq为

Wq= ∬A q ( t )w 0dxdy （14）

假设层合板横向振动的振动位移可以表示为

w 0 ( x，y，t )= eiωtW ( ξ，η ) （15）
根据 Ritz法，可将中面位移表示为

u0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

Amn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

v0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

Bmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

w 0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

Cmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

ϕx= ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

Dmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

ϕy= ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

Emn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt ) （16）

式中 M 和 N为 Ritz法求解时对应的截断系数，

Amn，Bmn，Cmn，Dmn，Emn为待定 Ritz参数，ω为角固有频

率，Pm（ξ）和 Pn（η）为正交特征多项式。其具体的表

达式为

P 1 ( ξ )= ϕ ( ξ )，P 1 ( η )= φ ( η )，
P 2 ( ζ )= ( ζ- B 2 ) P 1 ( ζ )，
Pk ( ζ )= ( ζ- Bk ) Pk- 1 ( ζ )- Ck Pk- 2 ( ζ )，
ζ= ξ，η；k> 2 （17）

式中 Bk和 Ck为系数参数，ϕ（ξ）和 φ（η）为确定边界

条件的多项式函数，它们的表达式为

Bk=
∫0
1
W ( )ζ [ ]Pk- 1 ( )ζ

2
ζ dζ

∫0
1
W ( )ζ [ ]Pk- 1 ( )ζ

2
dζ

，

Ck=
∫0
1
W ( )ζ Pk- 1 ( )ζ Pk- 2 ( )ζ ζ dζ

∫0
1
W ( )ζ [ ]Pk- 2 ( )ζ

2
dζ

，

ϕ (ξ) = ξ p (1- ξ) q，φ (η) = ηr (1- η) s，
ζ= ξ，η；ξ= x/a；η= y/b （18）

式中 W（ζ）为正交化过程中使用的加权函数，通常

取 1，而 p，q，r，s的取值与层合板的边界条件有关，

可根据自由、简支和固支不同的边界条件分别取值

为 0，1，2。对于图 1中理论模型对应的悬臂边界条

件，p=2，q=r=s=0。
将式（18）代入到式（12）中，并分别令 cos（ωt）=

1和 sin（ωt）=1，可得含有待定 Ritz参数的最大动能

T max
k ，最大势能 U max

s 和均布惯性力做功的最大值

Wqmax表达式为

T max
k = T max

m + T max
f + T max

v （19a）
U max

s =U max
m +U max

f +U max
v （19b）

Wqmax = ρhYω2 ∬AWdxdy （19c）

定义拉格朗日能量函数 L的表达式为

L= T max
k +Wqmax -U max

s （20）
要求解MVFLM层合板的固有特性，就是求解

能量方程 F的最小待定 Ritz参数问题，可令

∂L
∂Amn

= ∂L
∂Bmn

= ∂L
∂Cmn

= ∂L
∂Dmn

= ∂L
∂Emn

= 0

m=1，2，…，M；n=1，2，…，N （21）
求解能量方程（21）的最小待定 Ritz参数的广义

特征值问题，可得

( K+ iC- ω2M ) q= F （22）
式中 K，M分别为结构系统的刚度矩阵和质量矩

阵，C为阻尼矩阵。

为了求解固有特性，需要忽略阻尼矩阵的影响，

可得

( K- ω2M ) q= 0 （23）
根据参考文献［19］，为保证足够的计算精度，通

常 M和 N取 8，则 K，M分别为 5×（M×N）阶方阵

（即 320阶）。特征向量 q由五个子向量组成，即 q=
｛A B C D E｝，其中ＡＡ＝［A11 … Ａmn］，m=1，2，…，

M；n=1，2，…，N；B，C，D，E与 A形式相同。若使

式（23）有解，则 q的系数矩阵行列式需为 0。如此，

利用式（23）便可求得层合板的固有频率和模态振

型。再将计算获得的特征向量 q代入公式（16）中，

便可获得MVFLM层合板的各阶模态振型。

613



振 动 工 程 学 报 第 34 卷

接下来，对层合板的阻尼矩阵 C进行求解。假

设可利用测试技术，首先获得模态阻尼比 ξr。由于

比阻尼 ψ、模态损耗因子 ηr和 ξr之间有如下关系

ψ= 2πηr= 4πξr （24）
则根据模态应变能法，可获得模态损耗因子 ηr

与材料各个方向损耗因子 ηi的关系如下

ηr=
∑
i= 1

6

ηiUi

U
i= 1，2，4，5，6 （25）

式中 U表示MVFLM板总的应变能，Ui表示材料

在各个方向上的应变能。

如此，可将材料损耗因子矩阵 η（为对角矩阵），

表示为

η= diag ( η1，η2，η4，η5，η6 ) （26）
根据耗散能 ΔU的定义，将其表示为

ΔU= 1
2 ∫v σ i Tηε i dv i= 1，2，4，5，6 （27）

式中 v为MVFLM板的体积。

根据参考文献［20］，通过对式（27）中的 Ritz参
数进行求导，可获得阻尼矩阵 C。进一步，考虑基础

激励载荷的影响，将式（14）和阻尼矩阵 C代入到式

（22）中，就可求得层合板的振动响应 w 0 ( x，y，t )。
由于通常实验获取的是绝对振动响应，其包括了结

构自身的振动响应 w 0 ( x，y，t )与基础激励位移 y ( t )
之和。因此，可将基础激励下MVFLM层合板的振

动响应 λ ( x，y，t )表示为

λ ( x，y，t )= y ( t )+ w 0 ( x，y，t ) （28）

2 实例研究

2. 1 与文献结果对比

以文献［8］中所用的多层层合板为对象，使用本

文的建模方法和求解公式，所获得的简支边界条件

下的固有频率计算结果如表 1所示，该层合板的长

宽分别为 a =304.8 mm，b=348.0 mm，纤维层厚度

h1=h3=0.762 mm，黏弹性层厚度 h2=0.254 mm，纤

维层的弹性模量、剪切模量、泊松比和密度分别为

E1=E3=68.9 GPa，G 12 = G 13 = G 23 = 4 GPa，ν1 =
0.3，ρ f = 2740 kg/m3。黏弹性层的弹性模量、剪切

模量、泊松比和密度分别为 G2 =0.896 MPa，ν2 =
0.5，ρV = 999 kg/m3。

通过对表 1数据进行分析可知，本文与文献［8］
获得的层合板前 5阶固有频率偏差最大不超过 6%，

进而可初步证明本文模型及其计算方法的正确性。

另外，需要说明的是，由于文献［8］只给出了三层层

合结构的固有频率分析结果，本文为了方便对比，将

第 1部分建立的理论模型进行了退化处理，即在相

同的层数下求解获得其固有频率。

2. 2 实测结果对比

分别制备中间层为二层黏弹性材料和三层黏弹

性材料的 MVFLM 层合板 A 和层合板 B。其中，

MVFLM层合板 A的长、宽、厚尺寸分别 270 mm×
200 mm× 3.60 mm，MVFLM层合板 B的长、宽、厚

尺寸分别 270 mm×200 mm×2.35 mm各个金属外

层厚度为 0.3 mm，材料为钛合金，黏弹性层为 0.5
mm，材料为 ZN33，纤维层厚度为 0.75 mm。

两种 MVFLM层合板的铺层数量及铺设方式

如表 2所示。纤维层材料为 TC500碳纤维/E21环
氧树脂，铺设参数为 [ 0°/90°/0°/90°/0° ]，共有 5层，

每个铺层具有相同的厚度和纤维体积分数。纤维纵

向弹性模量 E 1 = 136 GPa，纤维横向弹性模量 E 2 =
7.9 GPa，泊松比 ν12 = 0.3，剪切模量 G12=G13=G23=
4 GPa，密度 ρ= 1780 kg/m3。黏弹性层弹性模量

E v = 15 MPa，泊 松 比 νv = 0.49，剪 切 模 量 G v =
5 MPa，密度 ρv = 930 kg/m3。金属层弹性模量 Em=
108 GPa，剪切模量 Gm = 40 GPa，泊松比 νm = 0.3，
密度 ρm = 4510 kg/m3。

表 1 本文与文献［8］计算获得的黏弹性芯层三明治层合板

固有频率及其偏差

Tab. 1 The natural frequencies of viscoelastic sandwich

laminates calculated by this paper and the refer⁃

ence［8］

模态阶次

1
2
3
4
5

文献[8]值/Hz
60.3
115.4
130.6
178.7
195.7

计算值/Hz
57.8
110.9
125.3
170.6
184.4

偏差/%
4.2
3.9
4.1
4.5
5.9

表 2 两种MVFLM层合板的铺层数量及铺设方式

Tab. 2 The number and layup of two MVFLM plates

类型

A板

B板

总层数

7
5

金属外层

2
2

黏弹性层

3
2

纤维层

2
1

铺设方式

[ Metal/Viscoelasticity /Fiber /Viscoelasticity/Fiber/Viscoelasticity /Metal ]
[ Metal/Viscoelasticity /Fiber /Viscoelasticity /Metal ]

614



第 3 期 李 晖，等：基础激励下带金属外层的多黏弹性层纤维增强层合板的动力学模型

首 先 ，在 悬 臂 边 界 下 进 行 实 验 ，利 用 PCB
086C01模态力锤对两类MVFLM层合板进行模态

测试，实验系统如图 2所示，通过 LMS采集分析仪

分别记录脉冲激励信号和 Polytec PDV⁃100激光测

振仪获得的响应信号，再利用 LMS Test.Lab 14A软

件生成频响函数后，可利用 PolyMax法辨识出悬臂

边界下MVFLM层合板各阶模态参数，表 3，4和 5
分别列出了测试获得的板 A和板 B的前 6阶固有频

率、模态振型和阻尼结果（为了节省篇幅，板 B的振

型未给出）。同时，为了方便比较，将利用Matlab程
序计算获得的MVFLM层合板固有频率和振型结

果也一并列入表 3和 4中。

然后，搭建图 3所示的实验系统来测试两类

MVFLM 层 合 板 的 振 动 响 应 。 采 用 金 盾 EM ⁃
1000F电磁振动台对其进行基础激励，仍采用非

接触激光测振仪获取响应信号（激光测点位置如

图 2所示）。实验时，需选取包含各阶固有频率的

频率范围进行正弦扫频测试，在记录获得原始时

域信号并经过分时段 FFT变换操作后［21⁃22］，可获

得相应的频谱图。进一步，对频谱曲线峰值或指

定的频率点（对应于非共振频率）进行辨识，可获

得各阶共振响应和非共振响应结果。以获取第 1
阶和第 2阶共振响应为例，图 4给出了 1g基础激

励幅度下测试获得的频谱曲线。

最后，将在表 5中通过测试获得的阻尼结果代

入到分析模型中并生成阻尼矩阵，并在相同的激励

幅度和响应测点位置，对两类MVFLM层合板的共

振及非共振响应进行计算。表 6和 7给出了 1g激励

幅度下实验测试和理论计算获得的两类 MVFLM
层合板对应的共振及非共振响应结果，并给出理论

与测试的误差。

通过对上述结果进行分析可知：（1）利用该理

论模型计算获得的MVFLM层合板 A的固有频率

最大误差为 9.8%，层合板 B的固有频率计算误差最

大也不超过 9.3%，且计算获得的模态振型形态与测

表 3 理论计算和实验测试获得的MVFLM层合板A的各

阶固有频率及模态振型

Tab. 3 The natural frequencies and modal modes of MV⁃

FLM plate A obtained by theoretical calculation

and experimental test

模态

阶次

1

2

3

4

5

6

固有频

率测试

Af /Hz

29.5

68.3

176.6

242.8

398.6

439.0

固有频

率计算

Bf/Hz

31.9

74.6

162.3

258.6

437.8

469.1

固有频率计

算误差

| Af-B f |/
Af/%

8.1

9.2

8.1

6.5

9.8

6.9

模态振型

测试

模态振型

计算

图 3 MVFLM层合板振动响应实验系统

Fig. 3 The vibration response testing system of the MV⁃
FLM plate

表 4 理论计算和实验测试获得的MVFLM层合板 B的各阶

固有频率

Tab. 4 The natural frequencies of MVFLM plate B ob⁃

tained by theoretical calculation and experimental

test

模态

阶次

1

2

3

4

5

6

固有频率测试

Cf/Hz

33.3

70.3

181.3

246.4

388.0

445.0

固有频率计算

Df/Hz

35.2

69.0

176.1

252.3

420.1

486.2

固有频率计算误

差 |Cf-Df|/Cf/%

5.7

1.8

2.9

2.3

8.3

9.3图 2 MVFLM层合板模态测试系统

Fig. 2 The modal testing system of the MVFLM plate
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试振型相一致，由此可知该模型在分析MVFLM层

合板固有特性时具有较高的计算精度；（2）计算获

得的MVFLM层合板 A的共振响应的最大误差为

14.3%（板 B最大误差 12.5%），非共振响应的最大

误差为 14.3%（板 B最大误差为 14.9%）。由此可

知，通过引入测试获得的模态阻尼比后，利用该模型

计算获得的MVFLM层合板的共振及非共振响应

也处于误差允许的范围内。这进一步验证了该理论

模型的有效性，可以利用其实现对MVFLM层合板

动力学参数的可靠预测和分析。

但仍有必要对上述误差的原因进行分析，其可

能主要来自理论建模方面。由于在建模过程中忽略

表 7 理论计算和实验测试获得的MVFLM层合板A和 B的非共振响应

Tab. 7 The non

-
resonant response of MVFLM laminated plate A and B obtained by theoretical calculation and experimen⁃

tal test

非共振激励频

率/Hz

20
45
120
210

360

板A响应测试

An/mm

0.952
0.054
0.028
0.009

0.007

板A响应计算

Bn/mm

0.876
0.048
0.031
0.008

0.006

板A响应计算误差

| An- Bn |/An/%

8.0
11.1
10.7
11.1

14.3

板 B响应测试

Cn/mm

1.123
0.047
0.015
0.012

0.008

板 B响应计算

Dn/mm

1.287
0.040
0.017
0.011

0.007

板 B响应计算误差

| Cn- Dn |/Cn/%

14.6
14.9
13.4
8.3

12.5

表 5 实验测试获得的MVFLM层合板 A和 B的各阶模态阻

尼比

Tab. 5 The modal damping ratios of MVFLM laminated

plate A and B obtained by experimental test

模态阶次

1
2
3
4
5
6

模态阻尼比/%

板A

5.20
4.24
3.41
2.24
2.45
2.07

板 B

4.65
3.54
2.20
2.36
2.26
2.19

图 4 理论计算与实验测试获得的MVFLM层合板A的第 1阶和第 2阶振动响应频谱

Fig. 4 Comparisons of calculation and experimental test vibration response of MVFLM laminated plate A

表 6 理论计算和实验测试获得的MVFLM层合板A和层合板 B的共振响应

Tab. 6 The resonant response of MVFLM laminated plate A and laminated plate B obtained by theoretical calculation and

experimental test

模态

阶次

1
2
3
4
5

6

板A响应测试

Ar/mm

4.472
0.086
0.043
0.021
0.010

0.009

板A响应计算

Br/mm

4.937
0.079
0.037
0.018
0.009

0.008

板A响应计算误差

| Ar- Br |/Ar/%

10.4
8.2
14.0
14.3
10.0

11.1

板 B响应测试

Cr/mm

5.358
0.097
0.018
0.019
0.013

0.008

板 B响应计算

Dr/mm

4.774
0.088
0.016
0.021
0.014

0.007

板 B响应计算误差

| Cr- Dr |/Cr/%

10.9
9.3
11.1
10.5
7.7

12.5
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接触层的层间应力，纤维层的横向剪切应力、以及复

合材料参数分散性的影响，并且由于理论模型中不

同的材料层层数较多，导致模型简化后每一层细小

的误差会产生累积。

3 结 论

本文采用理论与实验相结合的方法，对两种类

型的 MVFLM层合板的动力学参数进行了计算。

通过与文献［8］计算获得的三层层合板固有结果进

行对比后，发现结构的前 5阶固有频率计算偏差最

大不超过 6%；通过与中间层分别为二层和三层黏

弹性材料的MVFLM层合板的实际测试结果进行

对比，发现两类层合板的固有频率最大误差不超过

9.8%，共 振 及 非 线 性 响 应 的 计 算 误 差 在 7.7% ⁃
14.9%之间。上述计算分析误差都处于可接受的范

围内，因而证明了本文所建立的动力学模型及其分

析方法的有效性。
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Dynamic model of multiple viscoelastic

-
layered fiber

-
reinforced laminate

plate with outside metal

-
layers under base excitation

LI Hui1，2，3，RONG Wan-chong1，2，LIU Yang1，2，LI Xiao-peng1，2，GUAN Zhong-wei3

（1.School of Mechanical Engineering & Automation，Northeastern University，Shenyang 110819，China；2.Key Laboratory of
Vibration and Control of Aero-Propulsion Systems Ministry of Education of China，Northeastern University，Shenyang 110819，

China；3.School of Engineering，University of Liverpool，Liverpool L69 3GQ，UK）

Abstract: A dynamic model of MVFLM plate with three viscoelastic layers，two fiber-reinforced layers and metal outer layers is
established. The coordinate system is set in the central layer of the laminated plate structure. The high-order shear deformation the⁃
ory is used to consider the shear strain effect of multiple viscoelastic layers，the classical laminated plate theory is employed on the
modelling of fiber layers and metal layers，consequently the displacement field function of MVFLM plate can be obtained. The
based excitation is equivalent to the uniform inertia force load，the kinetic energy，potential energy and external work of the system
are obtained based on the energy method，and vibration mode functions corresponding to the boundary conditions are expressed by
the orthogonal polynomial method. In this way，the natural frequencies，modal shapes and vibration responses of MVFLM plate
with multiple viscoelastic layers can be successfully solved. The validity of the dynamic model is verified by comparing with the re⁃
sults of the literature calculation and instance tests.

Key words: dynamics；fiber-reinforced laminate；multiple viscoelastic-layers；high-order shear deformation
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