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摘要: 随机子空间算法作为时域模态分析的常用算法之一，存在系统定阶需人为参与这一缺陷。基于此，针对奇异

值跳跃法难以确定高阶系统阶次这一问题，提出了将其与“对数化处理”进行融合以便快速确定奇异值的明显跳跃

点；通过构建频率置信因子和振型置信因子用于确定真实阶次的取值范围；采用线性加权平均法构建置信系数以确

定结构系统的真实阶次；将所提算法运用于某大型斜拉桥的模态参数识别，并将识别结果与现场试验值和有限元结

果进行对比分析。结果表明，所提算法能够实现系统阶次的自动化确定和模态参数的自动化识别，且识别结果具有

较好的精度和可靠性。
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引 言

模态分析［1］作为结构健康监测［2］的重要环节之

一，能够为结构振动［3］控制、受损程度、运行状态提

供可靠的依据。模态分析［4］大致分为三大类，分别

是时域模态分析、频域模态分析以及时频域模态分

析。随机子空间算法［5］作为时域模态分析中的主要

算法之一，具有无需高阶模型、输入参数少和结果收

敛性好的优点而被广泛运用于桥梁结构模态参数识

别中。随着该识别算法被人们所熟知，其缺点也逐

渐凸显，其主要缺陷在于需人工参与系统阶次的确

定，导致定阶结果具有人为主观性；同时由于噪声信

号的影响，以致人工定阶的结果难以满足实际工程

的需求。为了克服基于随机子空间算法在模态参数

识别过程中出现的人为定阶问题，提出了一种新的

系统阶次自动辨识算法以实现模态参数结果的智能

化识别，有效地提高桥梁结构模态参数识别的工作

效率。

1 常用定阶算法

随机子空间算法分为协方差驱动随机子空间算

法（Covariance⁃driven Stochastic Subspace Identifica⁃
tion，COV⁃SSI）和数据驱动随机子空间算法（Data⁃
driven Stochastic Subspace Identification，DATA ⁃
SSI），两种算法均需人工参与系统阶次的确定。就

系统阶次的定义而言，可以理解为：模态分析的本质

是求矩阵的特征值问题，“阶数”代表特征值的个数，

将特征值从小到大排列就是阶次；系统阶次与自由

度相对应，结构为 N自由度系统，则系统有 N阶固

有频率；同时阶数与振型相对应，有多少个阶数就有

多少个振型。

现阶段常用的定阶算法有以下两种：

（1）奇异值跳跃法定阶［6］：首先以结构响应信号

为输入数据，以得到相应的奇异值；其次绘制奇异值

与状态矩阵阶次［7］的曲线图；再经人工辨识跳跃点；

最后确定结构的真实阶次为状态矩阵阶次（跳跃点

之前奇异值数总和）的一半［8］。

（2）稳定图法定阶［9］：首先根据结构的自身特点

假定一个阶次（需大于真实阶次）；其次分别计算各

阶次对应的参数结果（包括：频率值、阻尼比以及振

型系数）；再对比分析相邻阶次各参数结果间的差

异，当差异值满足预设的最小限值时，将该点归为稳

定点；并构建稳定轴组成最终的稳定图；最后将稳定

轴对应的系统阶次作为结构的真实阶次。
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2 自动化定阶原理

为实现桥梁结构系统阶次的自动化确定，本文

首先对奇异值跳跃法进行改进用于寻找明显的跳跃

点，以确定真实阶次的大致范围；其次基于频率稳定

的原则，构建频率置信因子用于确定真实阶次的范

围；再基于模态置信准则构建振型置信因子再次确

定真实阶次的范围；最后采用线性加权平均法构建

置信系数用于确定结构的最终真实阶次。以下将详

细分析系统阶次的自动化定阶流程。

2. 1 奇异值跳跃法的辨识

奇异值跳跃法的基本原理是根据结构响应信号

构建Toplitz矩阵 (T 1/i )，并进行奇异值分解得到正交

矩阵 (U，V )和对角矩阵 ( S )，计算式如下
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（1）

S 1为对角矩阵中对角线上的元素，其元素个数

即为系统阶次。实际运用中，因结构处于环境激励

下以致传感器采集的结构响应信号内往往含有一定

的噪声信号，导致 S 1中奇异值的跳跃现象有时并不

明显。研究结果表明［10］，大部分高阶系统随着系统

阶次的增加，跳跃现象会越来越不明显。

图 1为某大型斜拉桥对应的奇异值与状态矩阵

阶次的曲线图，根据该图可知跳跃点仅存在于系统

的前几阶中；随着阶次增大，跳跃点的辨识显得很困

难。由于奇异值跳跃法定阶的辨识量并非相邻阶次

对应的奇异值差值，所以并不能根据图 1中相邻阶

次奇异值的差值大小来辨识结构的真实阶次。为了

直观地辨识高阶系统中奇异值的跳跃现象，可引入

统计学中的“对数化”处理［11］，即通过对奇异值向量

进行对数化处理以便发现奇异值的跳跃现象。选择

对数化处理主要是基于如下三方面的原因：

（1）对数化处理后能缩小数据的绝对数值，方便

计算；

（2）向量对数化处理后并不会改变数据的性质

和相关关系，却能很好地压缩变量的尺度；

（3）向量对数化处理后得到的数据易消除异方

差问题。

图 2为奇异值对数化处理后与状态矩阵阶次的

关系图，根据该图可发现明显的跳跃点发生在 N=

150阶左右，即可假定该系统的真实模态（真实阶次）

大致为 n=N/2= 75。但考虑到桥梁结构一般处于

环境激励下，以致传感器采集的加速度响应信号内均

存在噪声影响，因此，基于奇异值对数化所得跳跃点

确定的系统阶次 n可能并非最真实的阶次。针对噪

声影响系统阶次这一问题，所在项目组做过专门的试

验，即分析不同结构在不同信噪比下奇异值跳跃点的

存在规律。经过对近 1000组数据的分析，发现结构

的真实阶次一般在跳跃点的前后一定范围内；将真实

阶次的范围定为 [ 0.8n，1.2n ]具有可靠性。

2. 2 频率置信因子

相比 COV⁃SSI算法，DATA⁃SSI在计算投影矩

阵时仅需进行一次 QR分解，具有更高的计算效率，

因此本文以 DATA⁃SSI为识别算法进行结构的模

态参数识别。以下将详细分析如何通过构建频率置

图 1 奇异值跳跃法定阶

Fig. 1 Order determination of singular value jump method

图 2 奇异值-对数化定阶

Fig. 2 Order determination of singular value-logarithmic
method
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信因子来实现结构阶次范围的确定。

（1）基于 2.1节提出的奇异值对数化法确定系

统真实阶次的大致范围 [ 0.8n，1.2n ]；
（2）利用 DATA⁃SSI对结构响应信号进行参数

识别，得到系统的状态矩阵 A和输出矩阵 C，并对 A

进行特征值分解，得到对角矩阵 Λ和特征向量矩阵

Φ，并最终求得频率值 f，计算式如下
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式中 fa，b代表阶次为 a对应的第 b阶频率值；

（4）为辨识第 a阶频率和第 b阶频率间的相似

度，构建指标 ⁃频率置信因子（Frequency Assurance
Factor，FAF），计算式如下
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（5）相关研究表明［12］：随着系统阶次的增加，各

阶次之间的模态参数差异性呈现先降低后增加的趋

势。基于此特点，可知 FAF与系统阶次的关系如图

3所示，即 FAF越接近 1表示该阶模态的置信度越

高，越能代表结构的真实模态。

（6）实际运用中，因结构处于环境激励下以致传

感器采集的响应信号内含有一定程度的噪声信号

等，导致求解得到的频率置信因子最大值（FAFmax）
可能并不是真正意义上的真实模态，真实阶次应该

为一个范围。基于相关系数的基本理论［13］，选取

FAFmax ≥ 0.8对应的阶次范围 [ Nf，NF ]作为真实模

态阶次。

2. 3 模态置信准则

为了保证确定的系统真实阶次不仅能满足频率

的稳定性，还应满足振型的稳定性，可基于模态置信

准则（Modal Assurance Criterion，MAC）构建振型置

信因子，从阶次范围 [ Nf，NF ]中选择最合理的阶次

作为结构的真实阶次。具体步骤如下：

（1）构建第 a阶次第 j阶模态振型向量（M a，j）与

第 b阶次第 j阶模态振型向量（M b，j）间的振型置信因

子（MACa，b），计算式如下

MACa，b=
||M T

a，j，M b，j

2

(M T
a，j，M a，j ) (M T

b，j，M b，j )
（5）

（2）基于稳定图基本理论［14］确定MACa，b≥ 0.95
对应的阶次范围 [ Nm，NM ]；

（3）求得 [ Nf，NF ]与 [ Nm，NM ]的交集 [ Nn，NN ]
[ Nf，NF ]∩[ Nm，NM ]=[ Nn，NN ] （6）

该阶次代表的是频率和振型均稳定的模态阶次；

（4）对于结构而言，其频率值和振型系数具有同

等的重要性，则通过线性加权平均法构建置信系数

（FMAFa，b），从 [ Nn，NN ]中选取 FMAFmax 对应的模

态为结构的真实阶次。

FMAFa，b= 0.5FAFa，b+ 0.5MACa，b （7）
FMAF的值位于 [ 0，1 ]之间，当 FMAF= 0代

表频率和振型不存在相关性，即频率和振型均无稳

定性；当 FMAF= 1代表频率和振型完全相关，频

率和振型均达到最大稳定性。

2. 4 自动化定阶流程

基于奇异值对数化处理、频率置信因子和振型

置信因子的系统自动化定阶算法，其具体步骤归结

如下：

（1）利用MATLAB软件求解得到结构响应信

号对应的奇异值向量，并对其进行对数化处理，找到

明显的跳跃点 n，确定系统真实阶次的大致范围为

[ 0.8n，1.2n ]；
（2）基于 DATA⁃SSI算法求解得到结构各阶次

图 3 FAF与系统阶次的关系图

Fig. 3 Relation diagram between FAF and system order
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对应的频率值，构建频率下三角矩阵，基于相似系数

的原理求解出频率置信因子（FAF），进而确定系统

阶次范围 [ Nf，NF ]；
（3）构建振型置信因子（MAC）确定系统阶次范

围 [ Nm，NM ]；
（4）求 解 [ Nf，NF ] 和 [ Nm，NM ] 的 交 集 部 分

[ Nn，NN ]，并基于线性加权平均法求解用于筛选真

实阶次的系数⁃置信系数（FMAF），选取最大置信系

数对应的模态阶次为结构的真实阶次。

梳理上述流程，可得流程图如图 4所示。

3 实际工程算例

3. 1 工程概况

为证明所提系统定阶算法能够运用于实际桥梁

结构中，以某大型斜拉桥为识别对象进行系统阶次

的确定和模态参数的识别。该桥为双塔扇形双索面

的塔梁分离悬浮体系斜拉桥，边跨和主跨跨度分别

为 130 m和 360 m，边跨距索塔中心线 98.7 m处设

置辅助墩，桥面净宽 15 m+2×1.5 m人行道。汽车

荷载为超 20级，人群荷载为 3.5 kN m2，设计水位为

三峡正常蓄水位，设计洪水频率为 1/300。桥上共

布置 11组加速度传感器用于采集加速度响应信号，

全桥布置图和传感器布置图（红圈部分为传感器位

置）如图 5所示。信号采样频率为 20 Hz，图 6为某

传感器采集到的响应信号时程图，对应时长为 200
s，采样点共计 4000个。

3. 2 奇异值-对数化定阶

基于 2.1节算法流程，分别运用奇异值跳跃法

和奇异值⁃对数化法进行系统阶次的确定，分析的响

应信号为 11组传感器在 1 h内采集的加速度响应信

号数据，即每组传感器对应的数据点为 72000，结果

如图 7所示。由图 7可知对于大型斜拉桥这种高阶

系统，并不能根据奇异值跳跃法辨识系统的阶次；但

对奇异值取对数化之后发现在状态矩阵阶次等于

300阶时奇异值发生了明显地跳跃，即该桥梁结构

的真实系统阶次大致范围为［120，180］。

3. 3 自动化定阶

根据频率置信因子确定阶次范围为［143，159］，

根据振型置信因子确定的阶次范围为［147，153］，两

者的交集阶次范围为［147，153］，各阶次对应的置信

系数如表 1所示。根据表中数据可知，该桥梁结构

图 4 自动化定阶流程图

Fig. 4 Flow chart of automatic order determination

图 5 桥跨布置图

Fig. 5 Layout of bridge spans

图 6 加速度响应信号时程图

Fig. 6 Time history diagram of acceleration response signal
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的真实阶次为 150。

4 模态参数识别结果

利用 DATA⁃SSI算法识别得到该桥梁结构的

稳定图，如图 8所示。为验证所提算法能实现桥梁

结构模态参数的自动化识别，以下将该识别结果与

真实的动载试验结果以及MIDAS有限元模型所得

结果进行对比。

图 7 系统阶次

Fig. 7 The order of the system

表 1 置信度计算表

Tab. 1 The computation sheet of confidence coefficients

各项系数

频率置信因子(FAF)

振型置信因子(MAC)

置信系数(FMAF)

阶次 147

0.813

0.952

0.883

阶次 148

0.831

0.954

0.892

阶次 149

0.874

0.965

0.920

阶次 150

0.924

0.976

0.950

阶次 151

0.903

0.981

0.942

阶次 152

0.894

0.964

0.929

阶次 153

0.865

0.953

0.909

图 8 稳定图

Fig. 8 Stabilization diagram
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在桥梁结构的主跨跨中采用跳车激振的方式对

结构产生激励，并利用加速度传感器采集结构的响

应信号，最后对该响应信号进行分析识别其自振频

率，跳车自振频谱图如图 9所示。

利用MIDAS软件建立全桥模型，其中斜拉索

和 主 梁 的 材 质 为 钢 材 ，弹 性 模 量 为 3.43×
104 N mm2，泊松比取值为 0.3；主塔采用钢筋混凝

土结构，对应弹性模量为 2.06× 105 N mm2，泊松

比取值为 0.17。其边界条件为：桥墩底和索塔底均

固结；主梁结构与桥墩连接处采用刚性连接，且释放

梁端约束；主梁结构对应的节点间为弹性连接。全

桥节点数为 1104个，单元数为 1028。利用特征值分

析得到该斜拉桥的前 5阶频率值。

4. 1 频率识别结果

将本文识别所得频率结果和跳车试验结果以及

MIDAS有限元结果进行对比，结果如表 2所示。由

表中数据可知：

（1）前 5阶频率值与跳车自振频率值间的差值

百分比最大值为 1.9%；

（2）前 5阶频率值与MIDAS有限元频率值间的

差值百分比最大值为 4.6%；

（3）三种算法所得结果间的差值均很小，起到了

很好的相互验证效果，也进一步证明所提自动化识

别算法能够很好地运用于实际桥梁结构的模态参数

识别。

4. 2 各阶次所得识别结果

为验证所提定阶算法所得的阶次为最佳阶次，

假定该桥梁结构的真实阶次分别为 147，148，149，
150，151，152及 153，并基于随机子空间算法识别出

各阶次对应的前 5阶频率值，具体结果如表 3所示。

将各阶次所得结果与跳车自振频率值做对比分

析，结果如表 4所示；表 5为各阶次所得结果与MI⁃
DAS有限元频率值间的对比。

对比表 4和 5可知：

（1）该桥梁结构的真实阶次数为 150阶时，其所

得前 5阶频率值结果与跳车自振频率值间的平均误

差百分比是阶次范围［147，153］中最小的，仅为

0.8%；

图 9 实测跳车自振频谱图

Fig. 9 The measured spectrum diagram of vehicle jumping

表 2 频率结果对比表

Tab. 2 Comparison table of frequency results

阶数

1

2

3

4

5

振型形状

对称竖向弯曲

反称竖向弯曲

对称竖向弯曲

反称竖向弯曲

对称竖向弯曲

频率 f/Hz

f1

f2

f3

f4

f5

跳车自振

（F1）/Hz
0.421

0.861

1.087

1.666

1.868

本文识别值

（F2）/Hz
0.4215

0.8554

1.066

1.664

1.845

MIDAS值

（F3）/Hz
0.403

0.837

1.056

1.629

1.796

F1与 F2
差值/%

-0.1
0.7

1.9

0.1

1.2

F2与 F3
差值/%
4.6

2.2

0.9

2.1

2.7
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（2）该桥梁结构的真实阶次数为 150阶时，其所

得前 5阶频率值结果与MIDAS有限元频率值间的

平均误差百分比是阶次范围［147，153］中最小的，仅

为 2.5%；

（3）进一步验证了 3.3节所得结论具有可靠性，

即该桥梁结构的真实阶次为 150阶。

4. 3 稳定图定阶算法识别结果

将稳定图定阶算法所得频率结果和跳车试验结

果以及MIDAS有限元结果进行对比，结果如表 6所
示。由表中数据可知：

（1）识别得到的前 5阶频率值与跳车自振频率

值间的差值百分比最大值为 10%；

（2）识别得到的前 5阶频率值与MIDAS有限元

频率值间的差值百分比最大值为 11.7%；

对比表 2和表 6可知，稳定图定阶算法所得前 5
阶频率值与跳车自振频率结果和MIDAS频率值间

的差距值均大于本文所提定阶算法所得结果与理论

值间的差距值，可知本文所提定阶算法比稳定图定

阶算法具有更好的识别效率。

4. 4 模态振型识别结果

为进一步验证所提识别算法不仅能精确地识别

得到频率值，还能识别出模态振型。利用MIDAS
模型识别得到该斜拉桥前 5阶模态振型如图 10所
示。图 11是所提识别算法所得各传感器节点对应

的二维模态振型图和三维模态振型图。对比图 10
和图 11可知，所提算法识别得到的前 3阶模态振型

表 3 各阶次所得频率结果表

Tab. 3 The frequency results from different orders

阶次

147
148
149
150
151
152
153

第 1阶频率值/Hz
0.453
0.428
0.427
0.422
0.417
0.430
0.456

第 2阶频率值/Hz
0.831
0.839
0.847
0.855
0.837
0.867
0.921

第 3阶频率值/Hz
0.986
1.018
1.098
1.066
1.049
1.088
0.986

第 4阶频率值/Hz
1.802
1.735
1.729
1.664
1.735
1.772
1.586

第 5阶频率值/Hz
1.990
1.950
1.933
1.845
1.950
1.902
1.690

表 5 各阶次所得频率结果与MIDAS有限元频率值间的对比表

Tab. 5 Comparison table of obtained frequency results and MIDAS finite element frequency

阶次

147
148
149
150
151
152
153

第 1阶频率值

误差/%
12.5
6.2
6.0
4.6
3.6
6.8
13.1

第 2阶频率值

误差/%
0.8
0.3
1.2
2.2
0.0
3.5
10.1

第 3阶频率值

误差/%
6.7
3.6
3.9
0.9
0.6
3.0
6.7

第 4阶频率值

误差/%
10.6
6.5
6.1
2.1
6.5
8.8
2.6

第 5阶频率值

误差/%
10.8
8.6
7.6
2.7
8.6
5.9
5.9

平均误差/%

8.3
5.0
5.0
2.5
3.9
5.6
7.7

表 4 各阶次所得频率结果与跳车自振频率值间的对比表

Tab. 4 Comparison table of obtained frequency results and jumping natural frequency

阶次

147
148
149
150
151
152
153

第 1阶频率值

误差/%
7.7
1.6
1.4

-0.1
0.9
2.2
8.3

第 2阶频率值

误差/%
3.5
2.5
1.6
0.7
2.7
0.6
7.0

第 3阶频率值

误差/%
9.3
6.3
1.0
1.9
3.5
0.1
9.3

第 4阶频率值

误差/%
8.2
4.2
3.8
0.1
4.2
6.4
4.8

第 5阶频率值

误差/%
6.6
4.4
3.5
1.2
4.4
1.8
9.5

平均误差/%

7.0
3.8
2.3
0.8
3.1
2.2
7.8
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图 10 前 5阶模态振型图（MIDAS）
Fig. 10 Modal shape diagram of first five orders（MIDAS）

表 6 稳定图定阶算法所得频率结果与理论值间的对比表

Tab. 6 Comparison table of frequency results from stabilization diagram and theoretical results

阶数

1
2
3
4
5

振型形状

对称竖向弯曲

反称竖向弯曲

对称竖向弯曲

反称竖向弯曲

对称竖向弯曲

频率

f/Hz
f1
f2
f3
f4
f5

跳车自振

（F1）/Hz
0.421
0.861
1.087
1.666
1.868

稳定图法定阶值

（F4）/Hz
0.378
0.905
1.196
1.542
1.702

MIDAS值

（F3）/Hz
0.403
0.837
1.056
1.629
1.796

F1与 F4差值/%

10.2
-5.1
-10.0
7.4
8.9

F3与 F4差值/%

-6.6
7.5
11.7
-5.6
-5.5

图 11 前 3阶模态振型图

Fig. 11 Modal shape diagram of the first three orders
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与MIDAS所得振型图具有很高的相似度，表明所

提算法能够很好地识别出实际桥梁结构的模态

振型。

5 结 论

（1）传统的奇异值跳跃法无法精确地找到高阶

系统的跳跃点，经对数化处理后，能较为明显地确定

跳跃点的位置；

（2）自动化定阶的步骤：首先对奇异值进行对数

化处理以寻找明显的跳跃点，并求得系统阶次的大

致范围；其次通过构建频率置信因子和振型置信因

子分别求得真实阶次的取值范围；最后采用线性加

权平均法构建置信系数来最终确定结构系统的真实

阶次；

（3）所提定阶算法比稳定图定阶算法具有更好

的识别效率；

（4）所提算法能很好地运用于实际桥梁结构的

模态参数自动化识别，且识别得到的频率值和模态

振型均具有可靠性。
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Automatic identification algorithm of system order in modal parameter

identification for bridge structures

CHEN Yong⁃gao1，ZHONG Zhen⁃yu1，2

（1.Department of Civil Engineering and Architecture，Zhejiang Industry Polytechnic College，Shaoxing 312000，China；
2.College of Civil Engineering and Architecture，Zhejiang University，Hangzhou 310058，China）

Abstract: An automatic identification algorithm for system order is proposed to effectively improve the efficiency of modal parame⁃
ter identification of bridge structures. Modal parameter identification is one of the important links of bridge structure health monitor⁃
ing，and the accuracy of identification will directly affect the state evaluation of bridge structures. However，as one of the common⁃
ly used algorithms in time domain modal analysis，the stochastic subspace algorithm has the defect of artificial participation in sys⁃
tem order determination. Therefore，a new approach for integrating the singular value jumping method into "logarithmic-process⁃
ing" is proposed to quickly determine the evidently jump point of the singular value，which solves the problem that the singular val⁃
ue jump method is difficult to determine the order of the higher-order system. The frequency confidence factor and mode confidence
factor are constructed to determine the value range of the real orders. The confidence coefficient is constructed by linear weighted
averages method to determine the real order of the structural system. The proposed algorithm is applied to a large cable-stayed
bridge，and its identification results are compared with the field test values and the finite element results. The results show that the
proposed algorithm can realize the automatic determination of the system order and the automatic identification of modal parame⁃
ters，and its identification results have better accuracy and reliability.

Key words: bridge structure；parameter identification；modal shapes；stochastic subspace identification algorithm；system order
determination
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