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摘要 : 分析多参考最小二乘复频域法在实际应用中的数值问题，提出一种多参考最小二乘复频域优化方法。由于

实际系统阶次未知，为了避免模态遗漏，需先过估计系统阶次。通过理论与数值分析发现：由于系统阶次过估计，识

别过程需要对奇异矩阵进行伪逆计算，伪逆计算方法和参数的选择对识别结果有很大影响。利用特征值分解计算

奇异矩阵 Ro的伪逆矩阵，通过奇异值分解计算奇异矩阵Msub的伪逆矩阵，以能量为指标自动确定阶次，在不失精度

的前提下可自动得到清晰稳定图。利用优化多参考最小二乘复频域法对一个 7自由度线性时不变系统和葡萄牙

Infante D. Henrique大桥辨识，实验结果表明本文方法可以在保持精度的前提下容易地识别系统模态。
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引 言

20世纪 90年代，针对频域识别中数值病态问

题，Guillaume等提出了最小二乘复频域法［1］；后来

通过使用右矩阵分式模型代替公分母模型改进了识

别模型，提出了多参考最小二乘复频域法（本文简称

为 p_LSCF）［2］，在 LMS的Test. Lab系统［3］中被称为

PolyMAX。该方法具有较为清晰的稳定图，易于实

现参数自动识别，识别精度高，被广泛应用于各种

领域［4⁃5］。

由于实际系统阶次未知，为了避免模态遗漏，通

常先过估计系统阶次，接着采用稳定图等方式从计

算结果中提取系统真实模态［6］。系统阶次过估计导

致了计算过程中的部分矩阵为奇异矩阵，而奇异矩

阵逆矩阵只能以伪逆矩阵替代。目前伪逆矩阵的计

算方式有多种，不同的计算方法以及误差容许设置

对识别结果有较大影响。Ro和Msub是 p_LSCF中需

要求逆的中间矩阵，在系统阶次过估计时为奇异矩

阵，而如何确定其伪逆矩阵的最佳估计是一个值得

研究的问题。

本文针对 p_LSCF计算过程中奇异矩阵的逆矩

阵计算问题，提出了一种改进多参考最小二乘复频

域法。利用特征值分解计算奇异矩阵 Ro的伪逆矩

阵，通过奇异值分解计算奇异矩阵Msub的伪逆矩阵，

以能量为指标自动确定阶次，可得到清晰稳定图。

对一个 7自由度线性时不变系统以及葡萄牙 Infante
D.Henrique大桥进行模态参数识别验证了该方法的

有效性。

1 多参考最小二乘复频域法

采用右矩阵分式模型［2］对频响函数进行拟合

Η o (ω )= B o (ω ) A-1 (ω ) （1）
式 中 H o (ω )=[ Ho，1 Ho，2 ⋯ Ho，Ni ]（o=1，2，… ，

No），Ni为输入个数，No为输出个数，Ho，i为在频率 ω
处 激 励 点 i 和 响 应 点 o 之 间 的 频 率 响 应 函 数 。

A(ω )∈ C Ni× Ni 为 分 母 矩 阵 ，B o (ω )∈ C 1× Ni 为 分 子

矩阵

B o (ω )= ∑
j= 0

n

B o，j z j (ω )，A(ω )= ∑
j= 0

n

A j z j (ω ) （2）

式中 n为系统阶次，zj（ω）为基函数。系数矩阵 Aj

和 Bo，j为待估参数，用其定义矩阵如下
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将式（1）中的频响函数 Ho（ω）用离散测量值
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H o (ωk )（k=1，2，…，nf）代替，nf为频响函数谱线数，

两边右乘A（ωk）并加权，可以得到加权误差

E o (ωk )=W o (ωk ) [ B o (ωk )-
~
H o (ωk ) A(ωk ) ] （4）

式中 Wo（ωk）为加权矩阵。系数矩阵 Aj和 Bo，j可以

通过求解下式的最小二乘解得到

Jθ=
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∈ C Nf× Ni ( n+ 1)，

Ωn (ω )= ejωΔt，Δt为采样时间，
~
H o (ω 1 )为H o (ω 1 )的测

量值，⊗代表Kronecker积，对式（5）左乘 JH得到
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式中 R o=X H
o X o∈R ( n+1)×( n+1)，S o=X H

o Y o∈R ( n+1)×Ni ( n+1)，

T o= Y H
o Y o ∈ RNi ( n+ 1)× Ni ( n+ 1)。

根据式（6）可得

βo=-R-1
o Soa （7）

将式（7）代入式（6）可以得到

Ma= (∑
o= 1

No

(T o- SHo R-1
o So ) ) a= 0 （8）

通过式（8）可求得系数矩阵 a。为避免平凡解，

可以对 a的最高项系数加以限制，即 A n= INi。得到

分母系数 a的解为

a= é
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-M -1
sub M vec

INi
（9）

式中 M sub=M ( 1：nNi，1：nNi )，M vec =M ( 1：nNi，

nNi+ 1：( n+ 1 )Ni )。
在分母系数 a求解完成之后，系统极点以及模

态参与因子可以由其伴随矩阵的特征值得到［7］。振

型可以通过以下模型估计

H (ω )= ∑
r= 1

Nm ( )φ r LTr
jω- λr

+ φ *r LHr
jω- λ*r

- LR
ω2
+ UR（10）

式中 λr为系统极点，Lr为模态参与因子，它们已

知。ФФr，LR，UR可通过最小二乘法求解。

2 存在的问题分析

由于实际系统的阶次未知，为了不遗漏系统模

态，一般先对系统阶次过估计，然后通过稳定图等提

取系统真实模态。由于系统阶次过估计，即 n大于

系统实际阶次，将导致算法识别过程中部分矩阵为

奇异矩阵。式（8）在求解矩阵M时需要 n+1维方阵

Ro的逆矩阵，式（9）在求解 a时需要 nNi阶方阵Msub

的逆矩阵，当 n大于系统真实阶次时，Ro和Msub为奇

异矩阵，无法得到它们的逆矩阵。因此，需采用它们

的伪逆矩阵替代逆矩阵。目前伪逆矩阵的数值计算

方法有多种，不同的计算方法和误差容许设置对结

果有较大影响。

以一 7自由度线性时不变系统模态参数识别为

例，如图 1所示。其中每个质量块的质量都是 1 kg，
K1=10 kN/m，K2=20 kN/m，阻 尼 矩 阵 为 C=
0.2M+0.0003K，，其中 M，，K 分别为系统的质量矩

阵、刚度矩阵。依次对各质量块施加脉冲激励，采集

图 1 7自由度线性系统

Fig. 1 The 7-DoF linear system
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每个质量块的速度响应，采样频率为 500 Hz，采集

时间为 50 s，并且在响应信号中含有 10%的测量噪

声。基于激励响应得到 49个频响函数，谱线数为

512。本文通过Matlab平台对原 p_LSCF进行实现，

假设最高阶为 50，在计算 Ro和Msub的伪逆矩阵时采

用Matlab的 pinv函数，其中容差 Tol分别采用 1-1，
1-10和 1-25。构造稳定图如图 2所示，其中，特征频

率、阻尼比、模态振型的容差分别为：0.01，0.1，0.02，
‘s’表示稳定点，‘v’表示频率和振型稳定的点，‘d’
表示频率和阻尼比稳定的点，‘f’表示频率稳定

的点。

从图 2可以看出，在不同容差 Tol下，本文将 Ro

和Msub的容差分别记为 TR和 TM，原 p_LSCF算法得

到的结果具有很大差异。当 TR和 TM都为 1-1时，稳

定图中只出现了前 2阶的极点，剩下 5阶模态未识别

出；当 TR和 TM都为 1-10时，能较好计算出所有模态；

当 TR和 TM都为 1-15时，计算出了大量虚假模态，从

中难以提取系统真实模态。算法实现过程中容差的

选取对结果影响很大，但由于Matlab的伪逆算法未

对外公开，对于实际系统识别过程中的容差选取也

没有理论依据，因此难以确定最佳容差参数。针对

以上问题，本文对识别过程进行优化。

3 改进多参考最小二乘复频域法

3. 1 MM矩阵求解

根据 R o= X H
o X o ∈ R ( n+ 1)×( n+ 1)，可对 Ro 进行特

征值分解得到

R o= PDP T （11）
理论上，D中大于 0的特征值为 N，其余都等

于 0，即

R o = PDP T =[ P 1 P 2 ] é
ë
ê

ù
û
ú

D 1 0
0 D 2 = 0

é
ë
ê

ù
û
ú

P T
1

P T
2
=

P 1D 1 P T
1 （12）

式中 P 1 ∈ R ( n+ 1) ×N，D 1 ∈ RN × N。由于实际测试数

据中有干扰存在，因此D2可能不为 0，但应接近于 0。
在实际应用中，本文提出用能量的方式确定 D1矩

阵，定义归一化各阶能量

E'k= D ( k，k )2/DE，k≤m （13）

式中 DE= ∑
i= 1

m

D ( i，i )2。设定阈值 Ethd，保留矩阵

D中能量阈值大于或等于 Ethd的特征值，其他置零得

到D1。

可以得到 Ro的伪逆如下

R+
o = P 1 ( D 1 )-1 P T

1 （14）
式中 ( • ) +表示矩阵的伪逆。

将式（14）代入式（8）得到

Ma= (∑
o= 1

No

(T o- SHo P 1D-1 P T
1 So ) ) a= 0（15）

相比式（8），式（15）避免了奇异矩阵逆矩阵

计算。

3. 2 aa矩阵计算

式（9）在求解 a的过程中需要求 nNi阶方阵Msub

的逆矩阵，n不小于系统阶次，当系统输入大于 1，即
Ni>1，矩阵Msub将会是一个奇异矩阵，求解其逆矩

阵将会导致较大误差。为求解系数矩阵 a，本文采

用奇异值的方式求解Msub的伪逆矩阵。

图 2 原始 p_LSCF在不同容差下的稳定图

Fig. 2 Stabilization diagram for traditional p_LSCF under
different tolerance
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M sub = USV T = ( U 1 U 2 ) ( )S 1 0
0 S 2 ≈ 0 ( )V T

1

V T
2
=

U 1S1V T
1 （16）

式 中 U 1 ∈ R ( n+ 1) ×N，S 1 ∈ RN × N，V 1 ∈ R j× N。 在 实

际应用中，S1的确定与 3.1类似，这里不加赘述。则

可以得到M +
sub = V 1 ( S1 )-1U，这样就可以避免奇异

矩阵Msub的求逆过程。

采用本文方法对第 2节中的 7自由度系统进行

分析。计算过程中能量阈值 Ethd设为 97%，可以看

出，在本文方法所得稳定图中系统固有频率形成了

稳定轴，并且虚假频率点较少，从中将非常容易获取

系统极点。表 1为原始 p_LSCF（TR=TM=1-10）与

本文提出的 p_LSCF所得的结果对比。表 2给出了

不同噪声水平下，两种方法的最大识别误差，可以看

出，两种方法识别精度接近。该系统 3和 4阶以及 5
和 6阶的频率非常接近，从识别结果看出本文方法

对密集模态也具有高识别精度。与原始方法相比，

本文方法在保持识别精度的前提下可自动得到清晰

稳定图，避免人为尝试设置不同参数。在同一台计

算机基于Matlab实现两种算法分析以上数据，原始

和改进 p_LSCF分别需要 7.08 s和 7.97 s，可见原始

和改进 p_LSCF具有相似计算量。

4 实例分析

将本文方法应用于葡萄牙 InfanteD.Henrique大
桥的模态参数识别中，具体描述参考文献［8］。桥梁

在环境激励下振动，在桥梁的 4个纵向截面上布置

了 12个加速度传感器，每一纵向截面上布置 3个传

感器，一个垂直于侧面，另 2个垂直于桥面，如图 4所
示。采样频率为 12.5 Hz，对半小时的数据进行分

析，即每个通道 22500个数据。

对于环境激励响应分析，采用系统正功率谱密

度［9］替代频响函数。为了充分识别所有模态，以所

有测点为参考，即 Ni=12，No=12，一共可以得到

144个正功率谱密度函数，每通道频谱线数为 256。
假设最高阶为 50，采用原始 p_LSCF和本文提出的

改进 p_LSCF分别进行分析并构造稳定图。其中原

始 p_LSCF经过多次尝试，本文列出三个效果较好

的稳定图，如图 5所示。可以看出在不同的参数下，

识别结果差距很大，其中当 TR=1-5，TM=1-25时效

果较好，本文采用该结果用以对比分析。图 6为本

表 1 算法改进前后模态参数比较

Tab. 1 Comparison of identified model parameters between p_LSCF and improved p_LSCF

阶次

1

2

3

4

5

6

7

频率

理论值/
Hz

13.387

22.848

28.174

28.868

40.145

41.386

46.900

改进 p_LSCF

计算值/Hz

13.387

22.858

28.194

28.877

40.137

41.365

46.945

误差/%

0.004

0.044

0.070

0.031

0.019

0.051

0.096

原始 p_LSCF

计算值/Hz

13.388

22.856

28.190

28.871

40.119

41.373

46.965

误差/%

0.007

0.035

0.056

0.010

0.065

0.031

0.139

阻尼比

理论

值/%

1.381

2.223

2.712

2.776

3.823

3.939

4.454

改进 p_LSCF

计算值/%

1.379

2.189

2.698

2.719

3.751

3.980

4.202

误差/%

0.129

1.543

0.521

2.064

1.886

1.051

5.666

原始 p_LSCF

计算值/%

1.385

2.174

2.686

2.707

3.747

3.978

4.169

误差/%

0.320

2.187

0.943

2.475

1.993

0.980

6.395

图 3 本文改进 p_LSCF的稳定图

Fig. 3 Stabilization diagram for improved p_LSCF

表 2 不同噪声下识别精度比较

Tab. 2 Comparison of identified model parameters under

different noise levels

噪声水

平/%

10

20

30

频率最大误差/%
改进

p_LSCF
0.096

0.253

0.626

原始

p_LSCF
0.139

0.428

0.646

阻尼比最大误差/%
改进

p_LSCF
5.666

12.75

16.851

原始

p_LSCF
6.395

13.307

19.219
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文提出方法的稳定图，结果较为清晰。为了便于参

考，本文也采用了 COV⁃SSI方法［10］对数据进行分

析，所得结果对比如表 3所示。可以看出，三者识别

结果总体一致，在阻尼比上差异相对较大（由于数据

较小），其中原始 p_LSCF与改进 p_LSCF结果更接

近。从实例分析可知，本文方法在不失精度的前提

下可自动得到清晰稳定图，更有利于参数跟踪。在

同一台计算机基于Matlab实现算法分析上述数据，

原始和改进 p_LSCF分别需要 27.11 s和 31.14 s，可
见原始和改进 p_LSCF具有相似计算量。

5 结 论

采用多参考最小二乘复频域法对实际结构分析

时，通常需要对奇异矩阵 Ro和Msub进行伪逆计算，不

同伪逆计算方法和参数设置会直接影响识别结果正

确性。本文主要针对 Ro和Msub伪逆矩阵计算过程进

行了优化：1）基于 Ro是对称矩阵的特点，采用特征

值分解求解 Ro伪逆矩阵，根据矩阵特征值确定矩阵

的秩；2）在计算Msub伪逆矩阵时，采用奇异值分解计

图 5 原始 p_LSCF在不同容差下的稳定图

Fig. 5 Stabilization diagram for traditional p_LSCF under
different tolerance

图 6 本文提出方法的稳定图

Fig. 6 Stabilization diagram for improved p_LSCF

图 4 大桥测点布置（单位：m）
Fig. 4 Layout of measurement points for Infante D. Henrique bridge（Unit：m）
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算Msub的伪逆矩阵，根据矩阵奇异值确定矩阵的秩。

数值仿真和实例分析表明，相比于原始方法，本文方

法在保持识别精度的前提下可得到更清晰稳定图，

能更加容易和可靠地识别系统模态。
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表 3 参数识别结果对比

Tab. 3 Comparison of the identification results

阶次

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

频率/Hz

SSI

0.780

0.823

1.147

1.415

1.756

2.015

2.229

3.044

3.341

3.527

3.768

4.384

4.772

5.213

5.267

改进 p_LSCF

0.779

0.827

1.147

1.416

1.755

2.017

2.232

3.046

3.345

3.517

3.769

4.396

4.762

5.226

5.275

原始 p_ LSCF

0.779

0.827

1.146

1.416

1.755

2.017

2.232

3.047

3.345

3.518

3.769

4.398

4.763

5.225

5.277

阻尼比/%

SSI

0.488

1.489

0.600

0.483

0.462

0.377

0.511

0.585

0.572

0.338

0.469

0.774

0.643

0.475

0.313

改进 p_ LSCF

0.465

0.899

0.460

0.395

0.362

0.502

0.581

0.595

0.533

0.334

0.405

0.508

0.377

0.376

0.498

原始 p_ LSCF

0.455

0.877

0.559

0.396

0.343

0.471

0.619

0.621

0.533

0.342

0.404

0.491

0.373

0.358

0.383
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Numerical analysis and optimization of poly⁃reference least

-
squares

complex frequency

-
domain method
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Abstract: This paper analyzes the numerical problems in practical application of polyreference least-squares complex frequency-do⁃
main method，and proposes an optimization algorithm of polyreference least-squares complex frequency-domain method. The order
of a real structure that cannot be estimated accurately is always overestimated to find all physical modes. Theoretical and numerical
analyses show that pseudo-inverse calculation of some singular matrixes is required in the analyses process due to the overestima⁃
tion of the order of the system and the selection of pseudo-inverse calculation method and parameters has a great influence on the
recognition results. Eigenvalue decomposition is used to calculate the pseudo-inverse matrix of the singular matrix Ro，singular val⁃
ue decomposition is used to calculate the pseudo-inverse matrix of the singular matrix Msub，and the order is automatically deter⁃
mined by energy index. A clear stabilization diagram can be obtained automatically without losing accuracy. The proposed method
is applied on the parameter estimation of a linear time-invariant system of 7 degrees of freedom and of the Infante D. Henrique
bridge located at the North of Portugal，it is demonstrated that the proposed method can identify physical modes easily without
losing accuracy.

Key words: modal analysis；poly-reference least-squares complex frequency-domain method；eigenvalue decomposition；singular
value decomposition；stabilization diagram
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