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摘要 : 传统校准方法只能辨识空载工况下机器人杆件及关节误差，当机器人在大负载工况下由于变形会导致末端

精度显著下降。提出了大负载机器人在重载条件下关节变形的模型，通过激光跟踪仪测量辨识机器人关节刚度系

数，并优化控制律设计。该方法基于指数积（POE）模型和微分误差模型，在空载工况下计算出结构参数，零位误

差，将补偿结果写回机器人控制器；在满载条件下基于之前的坐标准直，辨识机器人关节刚度系数，完成校准过程。

本算法在新松、埃斯顿等多家机器人公司的产品上进行了验证。结果表明：该校准方法能够使大负载机器人在重载

工况下的绝对定位精度与空载工况下接近。
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引 言

工业机器人的零部件在加工装配过程中不可避

免地会引入杆长、零位等结构参数误差，通常的解决

方法是通过测量机器人末端的定位误差来辨识其结

构参数，通过结构参数校准能够极大地提升机器人

性能，其绝对定位精度指标通常能够达到 1 mm以

内［1⁃4］。然而通过大量试验发现，机器人在大负载工

况下，由于关节的变形，只通过结构参数校准并不能

很好地提升机器人精度。通过辨识各关节的刚度系

数，补偿由于变形导致的关节角度偏差，可以有效提

升机器人在重载条件下的绝对定位精度。通常焊

接、激光切割和喷涂等机器人末端都会加载大负载

工装，同时这些操作对机器人的绝对精度要求比较

严格，所以对大负载机器人的关节刚度系数辨识是

很必要的。对于工业机器人的刚度校准，国内外提

出了很多理论和方法，如通过机器人三维模型进行

有限元分析得到末端的变形量［5］；对电机⁃减速器⁃连
杆的变形 ⁃力矩关系建立了数学传递模型［6］；基于

CCT理论将机器人末端所受力 ⁃力矩分解到各个关

节上，分析变形⁃力矩关系［7⁃10］；包含平衡缸的机器人

刚度校准等［11］。但是先前研究大部分都是基于理论

计算得到机器人各关节克服末端及自身重力所要提

供的力矩，而这部分力矩没有考虑克服减速器齿轮

之间的摩擦力所要提供的力矩，使得最后计算得到

的刚度系数偏小；而且之前的研究大部分都基于机

器人的 DH模型，当前后两关节平行时 DH模型会

存在奇异的问题。

机器人建模理论方面，Denavit⁃Hartenberg首先

提出了 DH模型，该模型能够使用最小参数集表示

各关节坐标系。Hayati通过引入绕 y轴旋转的冗余

参数消除DH模型中的奇异性问题，提出了MDH模

型［12］。之后，Brockett提出基于指数积（POE）的机

器人模型也很好地解决了 DH模型中存在的奇异性

问题［13］，而且更直观地描述了关节角度和末端位姿

变化的关系。Li等基于 POE模型对 SCARA机器

人误差进行了辨识［14］。之前还没有学者使用 POE
模型对机器人刚度参数进行辨识。

通过上述分析，本文基于 POE模型，考虑机器

人空载下几何构型误差及重载下的关节变形误差，

建立机器人的误差微分模型、测量并分析点位数据、

辨识出相关误差量并对控制器参数补偿以提升机器

人绝对定位精度性能。本文提出的算法通过试验验

证了刚度系数辨识和变形补偿方法的有效性。

1 机器人校准问题描述

1. 1 机器人-传感器系统

机器人测量系统搭建如图 1所示，其中机器人
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末端实到位置通过激光跟踪仪测量安装在机器人末

端的靶标球得到。本试验所采用的测量设备是

Faro Vantage激光跟踪仪（精度为 10 μm+2.5 μm/
m），试验对象是新松的重载机器人 SR210（最大负

载为 210 kg）。大负载机器人通常使用 RV减速器

进行减速增矩，其传动齿轮表面通常进行修形或硬

化处理。通过大量试验发现当机器人负载较小时，

减速器扭转变形可以忽略不计。而在大负载工况运

动时，减速器变形处于近似线性的区域。

基于以上分析，分两步分别对机器人结构参数

和刚度系数进行辨识，其测试流程如图 2所示。空

载结构参数校准时，机器人末端依次运动到笛卡尔

空间的任意 50个位型，测量并记录下其位置数据及

相应的关节角度值，辨识得到测量坐标到基坐标系

的坐标转换矩阵，机器人杆长零位等结构参数值和

工具中心点坐标值。将机器人在空载条件下辨识得

到的结构参数补偿回机器人控制器，然后在机器人

末端加上 210 kg质量块；同样地，机器人运动到之前

的 50个位型，记录各个位型对应的末端位置信息、

关节角度值和各关节的电流值，辨识得到各关节由

于负载变形的刚度系数。

由于测量坐标系到机器人基坐标系的坐标转换

是未知的，需要辨识坐标转换矩阵进行坐标对齐。

本文将空载结构参数辨识得到的坐标准直作为后续

性能测量与刚度校准的基准，用于对比验证校准前

后的精度提升情况。

1. 2 机器人前向运动学

考虑一个 n自由度的串联机器人，其末端点在

笛卡尔空间中可以描述为非线性映射关系

P= f ( θ，x ) （1）
式中 映射 f（）描述了关节角度值 θ，待辨识参数 x

到机器人末端位置 P的关系。由 Brockett提出的应

用于机器人运动学 POE模型，基于旋量理论和线性

代数将每个关节轴以旋量的形式表达在空间中。由

于 POE模型从几何结构参数微分空间到模型参数

微分空间是连续映射关系，能够避免 DH模型存在

奇异的问题，同时也更直观地描述末端误差与关节

角度误差的关系，所以本文基于 POE模型对机器人

进行建模。根据 POE参数模型的定义，在测量坐标

系下表示的机器人末端坐标为

P=M ⋅ P cT=M ⋅ g ( θ )⋅P cT0 （2）
式中 M为从测量坐标系到机器人基坐标系的坐

标变换，g ( θ )= e ξ̂1θ1 e ξ̂2θ2⋯e ξ̂nθn，θi为机器人各轴关节

角，ξ̂ i为各关节的旋量表示，P cT0为在零初始条件下

从机器人基坐标到末端坐标的齐次变换。

1. 3 校准问题描述

机器人校准问题可视为以末端绝对定位误差为

目标函数的优化问题，不断搜索得到使定位误差减

小的结构参数解。将多组测量并计算得到的定位误

差描述为最小二乘误差形式，则目标函数可写为

minimize：
x

F ( x )，

F ( x )= rT r= ∑
j= 1

m

 f ( θ，x )- P a
j

2
（3）

式中 向量 r为 m组位型对应的机器人末端定位误

差序列，P a
j 为第 j组位型对应的机器人末端位置测

量值。对于结构参数校准问题，待辨识参数 x表现

为机器人杆长零位等参数；对于刚度系数校准问题，

待辨识参数 x表现为各个关节的刚度系数。

2 校准问题的求解

通过上一部分对机器人校准问题的分析，将其

抽象为一个最小化优化问题。下面结合机器人运动

学相关理论，对上述校准问题进行求解。

图 2 刚度校准试验流程

Fig. 2 Test procedure of stiffness calibration

图 1 校准试验环境搭建

Fig. 1 Experimental apparatus for calibration
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2. 1 结构参数校准

高斯 ⁃牛顿法使用泰勒展式近似代替非线性回

归模型公式，不断迭代使待辨识参数逼近非线性回

归模型的真实值。其迭代过程可以表示为

xk+ 1 = xk-( J ( x )T J ( x ) )-1 J ( x )T r ( x ) （4）
式中 J（x）为误差向量 r对应的雅克比矩阵，可以

表示为

J ( x )= é
ë
ê
∂f1
∂x ⋯ ∂fj

∂x ⋯ ∂fm
∂x

ù
û
ú

T

（5）

对机器人前向运动学式（2）两边求微分，可以得

到机器人微分运动学模型

df = dM ⋅ g ⋅ P cT0 +M ⋅ dg ⋅ P cT0 +M ⋅ g ⋅ dP cT0 =
dM ⋅M -1 ⋅P+M ⋅ dg ⋅ g-1 ⋅P cT+M ⋅ g ⋅ dP cT0 （6）

式中 刚体变换 g可以写成齐次变换的形式，则右

边第三项有以下关系

g ⋅ dP cT0 = é
ë
ê

ù
û
ú

Rg bg
0 0

é
ë
ê

ù
û
ú

dP cT0

0
= é

ë
ê

ù
û
ú

Rg ·dP cT0

0
（7）

根据李群理论，机器人微分运动学模型可以

写成

df = é
ë
ê

ù
û
ú

I - P̂
0 0

( dM ⋅M -1 )∨ +

M
é
ë
ê

ù
û
ú

I - P̂ cT

0 0
( dg ⋅ g-1 )∨ +M é

ë
ê

ù
û
ú

Rg ⋅ dP cT0

0
（8）

从测量坐标系到机器人基坐标系的坐标变换

M可以视作刚体运动，根据 Chasles理论，任何刚体

运动都可以通过绕一轴的旋转和平移实现。则坐标

变换M可以写成：

M = e ξ̂0θ0 ∈ SE ( 3 ) （9）
dM ⋅M -1 = de ξ̂0θ0 ⋅ e- ξ̂0θ0 =

θ0 ∫0
1
e ξ̂0θ0 s dξ̂0 e- ξ̂0θ0 sds∈ se ( 3 )

（10）

矩阵 g同样也满足：

g= é
ë
ê

ù
û
ú

Rg bg
0 1

∈ SE ( 3 ) （11）

dg ⋅ g-1 = d ( e ξ̂1θ1 ) e- ξ̂1θ1 + e ξ̂1θ1 d ( e ξ̂2θ2 ) e- ξ̂2θ2 e- ξ̂1θ1 +⋅⋅⋅+

e ξ̂1θ1 e ξ̂2θ2 ⋅⋅⋅e ξ̂n-1θn-1d ( e ξ̂nθn ) e- ξ̂nθn ⋅⋅⋅e- ξ̂2θ2 e- ξ̂1θ1 =
d ( e ξ̂1θ1 ) e- ξ̂1θ1 +Ad

e
ξ̂1 θ1
d ( e ξ̂2θ2 ) e- ξ̂2θ2 +⋅⋅⋅+

Ad
e
ξ̂1 θ1e

ξ̂2 θ2 ⋅⋅⋅e
ξ̂n-1 θn-1

d ( e ξ̂nθn ) e- ξ̂nθn ∈ se ( 3 ) （12）

其中

d ( e ξ̂ iθi ) e- ξ̂ iθi= ∫0
1
e ξ̂ iθi s ( dξ̂ i )θie- ξ̂ iθi sds+

∫0
1
e ξ̂ iθi s ξ̂ i ( dθi ) e- ξ̂ iθi sds=

θi ∫0
1
Ad

e
ξ̂ i θi s
dξ̂ ids+ ξ̂ idθi （13）

根据前面的推导，机器人微分运动学模型如下

式所示

df = θ0
é
ë
ê

ù
û
ú

I - P̂
0 0 ∫0

1
Ad

e
ξ̂0θ0 s
dsdξ0 +

M
é
ë
ê

ù
û
ú

I - P̂ cT

0 0
( dg ⋅ g-1 )∨ +M é

ë
ê

ù
û
ú

Rg ⋅ dP cT0

0
（14）

其中

( dg ⋅ g-1 )∨ = θ1 ∫0
1
Ad

e
ξ̂1θ1 s
dsdξ1 + ξ1dθ1 +

Ad
e
ξ̂1θ1
( θ2 ∫0

1
Ad

e
ξ̂2θ2 s
dsdξ2 + ξ2dθ2 )+ ⋅⋅ ⋅+

Ad
e
ξ̂1θ1e

ξ̂2θ2 ⋅ ⋅ ⋅e
ξ̂n- 1θn- 1

( θn ∫0
1
Ad

e
ξ̂nθn s
dsdξn+ ξndθn )（15）

上式中每一项指数积 e ξ̂ i θi 均可以通过泰勒展开

式表示为齐次矩阵的形式，与 e ξ̂ i θi s对应的伴随变换

Ad可以表示为 6×6的矩阵，则上式可以简化为

df = Jdx （16）
其中

dx=[ dξ T0，⋯，dξ Tn，dθ1，⋯，dθn，dP T
cT ]T （17）

将公式（16）中计算的雅克比矩阵代入式（4），通

过高斯⁃牛顿法可以迭代得到最优的结构参数。

2. 2 刚度系数校准

通过先前学者的研究，发现机器人杆件刚度

系数远大于机器人关节刚度。同时，由于机器人

控制的实时性需要，补偿关节角度变形更容易实

现。所以，只考虑机器人电机 ⁃减速器 ⁃连杆重载

变形中减速器的变形。直流伺服电机的电磁特性

公式为

τoutput = CeϕI （18）
式中 τoutput 为电机的输出力矩，Ce 为电机电势常

数，ϕ为磁通量，I为电机的控制电流，其可以直接从

机器人的控制器中读取。将减速器作为研究对象，

作用在各关节的力矩关系如下式所示

τ input = τgravity + τ friction + τ force + τ coriolis + τ centrifugal （19）
从上式可以看到各关节的输入力矩不仅要克服

自身的等效重力矩 τgravity，还要克服减速器之间的摩

擦力矩 τ friction和加载在末端的力 ⁃力矩等效在各关节

上的力矩 τ force。由于在静止条件下进行测试，所以

不存在科氏离心力矩 τ coriolisal和 τ centrifugal。先前的研究

对关节刚度系数辨识时只考虑了自重力矩和外力

矩，而忽略了存在非线性的摩擦力矩，导致计算理论

力矩时存在误差。注意到电机的输出力矩等于减速

器的输入力矩，直接读取伺服电机的电流值计算减

速器克服外力矩的等效力矩，可以更精确地辨识刚

度系数。
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将减速器近似为线性扭簧模型，杆件近似为刚

体，则减速器的角度变形量与输入力矩成正比。减

速器的输入力矩与变形量存在以下关系。

τ input = ki ⋅ δθki （20）
式中 ki为第 i个关节的刚度系数，δθki 为由于第 i

个 关 节 平 衡 重 力 矩 、外 力 矩 和 摩 擦 力 矩 所 产 生

变形。

将式（20）代入式（18）中，可以得到关节角度变

形量与电机控制电流之间的关系

δθki=(Ceiϕi/ki )⋅ Ii （21）
定义机器人各个关节的柔度系数向量为

c=[ Ce1ϕ1/k1，⋯，Cenϕn/kn ]T （22）
定义各关节电流矩阵为

I=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

I1 ⋯ 0
⋮ ⋮
0 ⋯ In

（23）

则针对刚度系数辨识的运动微分学关系可以

写作

δf ≈ Jθ δθ= Jθ Ic （24）
式中 部分雅克比矩阵 Jθ为式（16）中 J对应 dθ的一

部分。将式（24）中等效雅克比矩阵
~
J = Jθ I代入式

（4），通过高斯 ⁃牛顿法可以迭代得到最小化末端误

差的柔度系数。

3 实验验证与结果分析

3. 1 结构参数解耦

对于六转动关节机器人，结构如图 3所示。

L1⁃L5分别是各个关节的杆长和偏距，机器人

POE模型如下式所示

ξ1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

0
0
0
0
0
1

，ξ2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

0
0
-L 1
0
-1
0

，ξ3 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

L 2
0
-L 1
0
-1
0

，

ξ4 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

0
L 2 + L 3
0
1
0
0

，ξ5 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

L 2 + L 3
0

-L 1 - L 4
0
-1
0

，ξ6 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

0
L 2 + L 3
0
1
0
0
（25）

注意到各个杆长与偏距数据存在相互耦合关

系，且机器人控制器中只能修改连杆长度、偏距和零

位偏置等参数。所以有必要构造一个解耦矩阵对机

器人参数进行解耦。

构造解耦矩阵 B对式（25）中的参数进行解耦，

使得辨识出的 dL参数能够补偿回机器人的控制器。

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
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B ⋅ dL （26）
其中，b0=［0，0，0，0，0，0］T，b1=［1，0，0，0，0，0］T，

b2 =［0，1，0，0，0，0］T，b3=［0，0，1，0，0，0］T。

3. 2 刚度系数辨识与补偿

如图 4所示，通过在机器人末端加载力 ⁃力矩，

使机器人的关节产生变形。使用跟踪仪测量机器人

末端的定位误差，通过控制器读取各关节电流值及

相应的关节角度，可以辨识出柔度系数向量。

如图 5所示，将辨识的柔度向量代入下式

θ * = θn+ Ic （27）
式中 θ *为机器人修正后的关节角度控制值，θn为
机器人理论值，向量 I为各个关节电机的控制电

流值。

实时读取电机电流值，可以对机器人由于克服

外部力矩产生的角度变形量进行补偿，从而提升机

器人绝对定位精度。

图 3 六轴结构图

Fig. 3 Structure of 6R manipulator
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3. 3 实验过程及结果

机器人空载校准结果如表 1所示，结构参数校

准前后的精度如图 6所示，可以看到经过结构参数

的校准，机器人的绝对定位精度从 2.36 mm提升到

0.82 mm，精度提升了 65.25%。

机器人满载校准结果如表 2所示，刚度系数校

准前后的精度如图 7所示。经过刚度系数校准，机

器人的绝对定位精度从 10.09 mm提升到 2.42 mm，

精度相对于结构参数校准的结果提升了 76.01%。

有一点需要说明，由于本实验设计的过程中只

加载了重力负载，重力方向与机器人第一转轴的方

向一致，根据机器人静力学的理论可知，重力分解到

第一转轴的力矩为 0，从实验的数据上也可以验证

第一轴的电机控制电流很小。由于第一轴减速器输

出力矩几乎为 0，所以不对第一轴的柔度系数进行

辨识。同样地，从图 1可以看到，末端加载的质量负

载是中心对称的，所以第六轴的输出力矩也几乎为

0，所以也不对第六轴的柔度系数进行辨识。

表 2 刚度校准辨识的柔度系数

Tab. 2 Flexibility factors for stiffness calibration identifi⁃

cation

c11

0

c22

1.89×
10-5

c33

-2.49×
10-5

c44

-5.35×
10-5

c55

-8.26×
10-5

c66

0

图 5 刚度系数的补偿

Fig. 5 Compensation of stiffness parameters

表 1 机器人结构参数名义值和校准值

Tab. 1 Nominal and calibration values of robot parame⁃

ters

i

1
2
3
4
5
6

Li,（i=1-5）/mm
名义值

312
1075
235
1282
260

-

校准值

313.1011
1075.1209
234.2737
1281.3124
260

-

dθi,（i=1-6）/（o）

名义值

0
0
0
0
0
0

校准值

0
0.0044
0.0479
0.4524
-0.1892

0

图 6 空载条件下结构参数校准前后机器人精度对比

Fig. 6 Positioning accuracy improvements after the calibra⁃
tion of geometric parameters under no load conditions

图 4 刚度系数的辨识

Fig. 4 Identification of stiffness parameters

图 7 满载条件下刚度参数校准前后机器人精度对比

Fig. 7 Positioning accuracy improvements after the calibra⁃
tion of stiffness parameters under full load conditions
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为 了 进 一 步 验 证 刚 度 校 准 的 效 果 ，根 据

GB12642对机器人选定工作立方体中的 5个点进行

性能测量验证，验证的结果如图 8和表 3所示。刚度

校准能够极大地提升重载时机器人末端的绝对定位

精度，但精度还是略低于空载结构参数校准后的数

据；在空载状态下对刚度参数进行校准，绝对定位精

度的结果却下降了，原因可能是在空载状态下减速

器的齿轮变形不明显，还处于硬化区域，在重载辨识

的刚度系数并不适用于空载的情况。

对图 8中空载减速器齿轮变形处于硬化区域进

行进一步研究，验证不同负载率条件下辨识的刚度

系数的适用情况。不同负载率条件下补偿的刚度系

数均是在机器人满载情况下辨识得到的。实验结果

如表 4所示，可以看出当负载率达到 25%以上，对关

节变形补偿后，机器人末端的位置准确度与距离准

确度都有明显提升，满载时补偿效果最好。

4 结 论

本文通过建立基于 POE理论的微分运动误差

模型，对空载工况下的机器人结构参数进行校准，得

到坐标准直和工具 TCP信息，在满载工况下对机器

人各个关节的刚度系数进行辨识，补偿回机器人控

制器，进而提高机器人的绝对定位精度。该算法有

以下优势：

（1）基于机器人 POE模型，从几何结构参数微

分空间到模型参数微分空间是连续映射关系，避免

了DH模型位型奇异性的问题；

（2）先前学者研究基于 POE模型的校准只修正

旋量的误差，而旋量误差不能与机器人的结构参数

对应补偿回控制器，本文引入解耦矩阵 B分离各个

结构参数，使得校准结果能够直接提升机器人性能；

（3）激光跟踪仪能够方便采集机器人末端位置，

对于机器人厂家而言，固定机型的机器人跑两遍 50
个点的位置，就能完成结构参数与刚度参数的校准，

整体校准时间可以缩减至 20 min，极大地提高生产

效率，节约人力成本；

（4）本算法极大地提升了机器人重载工况下的

绝对定位精度，使得机器人即使在较大负载情况下

（如汽车制造业）也能满足生产需求。

该算法没有考虑机器人杆件变形对末端绝对定

位精度的影响，绝对定位精度还有进一步提高的

空间。
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A joint deformation compensation method for heavy

-
load

industrial robots
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Abstract: The traditional robot calibration method can only identify the errors of geometric parameters under no-load conditions.
When the robot is deformed under heavy load conditions，the positioning accuracy is significantly reduced. This paper proposes a
model of joint deformation for robots under heavy load conditions，the robot joint stiffness matrix is identified by the laser tracker
and the control law design is optimized. Based on the POE model and the differential error model，the structural parameters are cal⁃
culated under no-load conditions，and the result is written back to the robot controller. Under the heavy load conditions，the robot
stiffness matrix is identified based on the previous transformation. The algorithm has been verified on the products of many robot
companies. The results show that the calibration method can improve the absolute positioning accuracy of large load robots under
heavy load conditions.

Key words: industrial robot；stiffness identification；joint deformation；heavy load；product of exponentials（POE）
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