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混合修形斜齿轮转子系统振动特性分析
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摘要: 由于制造、安装误差和轮齿变形等因素，齿轮在啮合过程中难免产生振动、冲击和噪声，对斜齿轮齿廓进行适

当修形可以有效改善啮合状态，提升传动的平稳性。基于轮齿承载接触分析理论提出含齿顶修形和齿向修形两种

方式的斜齿轮混合修形方法，建立计算考虑混合修形的斜齿轮时变啮合刚度模型，并通过ANSYS验证了该模型的

有效性；基于提出的模型分析了不同修形参数对时变啮合刚度的影响；在啮合特性模型的基础上建立斜齿轮副动力

学模型，考虑混合修形齿轮副啮合刚度的时变性，分析不同修形方式及修形量对齿轮转子系统振动响应的影响。研

究表明，齿顶修形不仅可以避免齿轮边缘接触，而且在特定的频段范围内可大幅减小齿轮转子系统的振动，并为斜

齿轮副的修形优化设计提供了理论依据。
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引 言

齿轮在传动时啮合齿对数交替造成齿轮啮合刚

度的时变性，交替的临界区会发生啮入和啮出冲击，

加剧系统的振动及噪声［1］；同时齿轮受载后会产生

弯曲变形和扭转变形以及安装不对中等造成啮合不

对中，齿轮沿齿宽方向会造成接触不均匀产生偏载

现象［2⁃3］。通过去除沿齿轮齿廓和齿宽方向的一部

分材料，减小齿轮传动的啮合冲击而导致的齿轮系

统的振动和噪声。齿轮的修形方法主要有齿顶修

形、鼓向修形、齿根修形等［4⁃7］。

国内外学者在齿轮修形及啮合刚度计算［8⁃14］和

修 形 齿 轮 动 力 学［15⁃17］领 域 做 了 许 多 理 论 研 究 。

Rincon等［8］基于承载接触理论建立直齿轮啮合刚度

模型。Ma等［9］基于势能法提出考虑齿顶修形的直

齿轮时变啮合刚度计算模型，考虑延长啮合、基体修

正、非线性接触等的影响，并采用有限元方法验证了

解析模型的有效性。Rincon等［10］基于承载接触方法

建立直齿轮时变啮合刚度计算模型，突出了其方法

降低了计算量、高效率的优点。Chen等［11］提出内啮

合直齿轮副啮合刚度计算模型，考虑了变位的影响

并分析了变位系数对齿柔度和啮合刚度的影响。

Diez Ibarbia等［12］考虑直齿轮变位和齿顶修形并引

入摩擦系数的影响，考虑齿变形、齿顶修形以及摩擦

对系统响应的影响。Wang等［13］基于切片理论和能

量法建立修形斜齿轮时变啮合刚度计算模型，分析

了齿顶修形、鼓向修形和不对中对斜齿轮啮合特性

的影响。Andersson等［14］基于解析有限元建立修形

斜齿轮时变啮合刚度模型，轮齿及基体的弯曲和扭

转刚度通过有限元求解，轮齿接触刚度采用赫兹接

触理论求解。Kubur等［15］建立了多轴斜齿轮动力学

模型，并用实验进行了验证。Wei等［16］建立了修形

斜齿轮非线性动力学模型，分析了不同修形量下的

系统动力学特性，并通过实验进行验证。Yuan等［17］

建立了考虑时变啮合刚度和啮合误差的斜齿轮系统

的有限元动力学模型，基于系统动力学特性对齿轮

修形量进行优化。

现有的文献大都研究修形直齿轮副啮合特性及

动力学特性，对斜齿轮副的研究相对较少；且目前大

多数文献聚焦在齿顶修形齿轮副的动力学特性，对

于齿顶和鼓向混合修形齿轮副的研究较少。本文重

点讨论了混合修形对于斜齿轮动力学响应特性的影

响。基于承载接触理论分析混合修形斜齿轮啮合特

性，考虑转轴柔性影响，将时变啮合刚度引入齿轮 ⁃
转子系统动力学模型，分析不同修形量对系统振动

特性的影响。
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1 修形斜齿轮副啮合模型

1. 1 斜齿轮承载接触分析方法

对齿面上节点采用循环加载法施加单位力获得

啮合齿面柔度矩阵。柔度矩阵形成过程如图 1
所示。

单对齿（第 k对）弯曲剪切柔度矩阵为
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（1）

式中 λkpij 和 λkgij 分别为主、从动轮对应的接触点 j对

接触点 i的弯曲剪切柔度。

接触柔度矩阵 λ kc为

λ kc=diag ( λ c1 ⋯ λ ci ⋯ λ cn )，λkci=
1.275

E 0.9L0.8F 0.1
i

（2）

式中 E为弹性模量，L为接触线长度。

由式（2）可得剪切和接触变形

ubi1 + ubi2 = ∑
j= 1

n

λkbij F j （3）

u ci= λkci F i （4）
式中 n为啮合位置潜在接触点的数目；ubi，uci分别

为剪切变形和接触变形；Fi，Fj为接触点载荷；λkbij为

接触点 j对接触点 i的弯曲剪切柔度，λkci为 i点的接

触柔度。

根据整体弯曲剪切变形 ubi和接触变形 uci，得到

如下变形协调方程

ubi1 + ubi2 + u ci+ εi- ste- di= 0 （5）
式中 εi为接触点处初始间隙，ste为静态传递误差，

di为接触点处剩余间隙量。

齿轮副整体变形协调如下
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式中 F为接触力载荷向量，ε为齿廓偏差向量，Q
为齿轮副啮合力。

根据变形协调条件确定接触力小于 0的虚假接

触点即剩余间隙量 di>0的非接触点，齿轮副的啮合

刚度 k可以表示为

k= Q
ste- nlste

（7）

式中 空载传递误差 nlste=min（ε）。

1. 2 混合修形斜齿轮副啮合模型

斜齿轮齿顶修形端面示意图如图 2所示，阴影

部分为齿顶修形量。DC表示理论齿廓；MC表示齿

顶修形实际齿廓；γC，γD和 γ分别为修形起始点、齿

顶以及渐开线任意点对应的啮合压力角。C点为齿

顶修形起始点，Ca和 La分别表示齿顶修形量和修形

长度，Sa和 Sr表示齿轮啮合过程中轮齿之间的接近

和分离距离［9］，包含在齿廓偏差矩阵 ε的计算中。齿

顶修形是最常用的齿廓修正方法，根据参考文献

［10］，齿顶修形曲线表达式为

C t = C a
S- ST0
Sf- ST0

（8）

式 中 Ct 表 示 啮 合 位 置 处 的 齿 顶 修 形 量 ；

S= rb tanγ，γ为啮合压力角；Sf= r 2a - r 2b ，ra和 rb
分 别 为 齿 顶 圆 和 基 圆 半 径 ；ST0 = Sf-ΔLT（见

图 2（b））。

齿顶修形可以降低齿轮系统的振动和噪声，而

鼓向修形可以避免边缘接触，对齿轮副同时进行两

种修形即混合修形并对其进行啮合特性分析非常必

要。混合修形示意图如图 3所示，图中绿色点划线表

图 1 斜齿轮承载分析示意图

Fig. 1 Schematic of loaded tooth contact analysis
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示齿顶修形曲线，红色虚线表示鼓向修形曲线。鼓

向修形的修形量为 Cβ，鼓向修形曲线为圆弧曲线，圆

弧半径R和鼓向修形曲线的表达式Cc分别为：

R=
( L2 )

2 +(C β )2

2C β
（9）

C c = R- R2 -( x- L
2 )

2 （10）

式中 L为齿宽，x为曲线上的点到齿宽中点之间的

距离。

对于任意位置的修形量 Ct和 Cc，分别将 Ct和 Cc
沿啮合线方向投影确定齿顶修形引起的齿轮副的齿

廓偏差 Ept，鼓向修形引起的齿轮副的齿廓偏差 Epc，

齿廓偏差均表示啮合齿轮对主、从动轮沿啮合线方

向的齿廓偏差之和。则混合修形引起的轮齿齿廓偏

差可以表示为

E p = E pc + E pt （11）
将混合修形齿廓偏差 Ep引入承载接触分析的

齿廓偏差矩阵得到混合修形齿轮副的啮合刚度。

2 混合修形斜齿轮副啮合特性分析

2. 1 齿顶修形斜齿轮副啮合特性

本节仅考虑齿顶修形并利用有限元方法进行验

证本文方法的准确性，齿轮的基本参数如表 1所示。

图 2 斜齿轮端面修形示意图

Fig. 2 Schematic of end face of helical gears with modification

图 3 斜齿轮混合修形示意图

Fig. 3 Schematic of the helical gear with mixed modification

表 1 齿轮基本参数

Tab. 1 Parameters of the gear pair

参数

齿数

弹性模量/GPa
泊松比

内孔半径/mm
模数/mm

扭矩/(N·m)

主/从
动轮

40/40
212
0.3
30
4
100

参数

齿宽/mm
压力角/(°)
螺旋角/(°)
齿顶高系数

顶隙系数

密度/(kg·m-3)

主/从
动轮

30
20
10
1
0.25
7800
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取齿顶修形长度 La=1.42 mm，分别利用本文

承载接触分析方法和有限元方法计算齿顶修形量 0
和 3 μm的刚度。对比两种求解方法的结果，验证求

解准确性。有限元方法采用 Solid185实体单元、

Conta170和 Conta174接触单元建立啮合齿轮副的

三维有限元接触模型，对齿轮内孔节点刚性耦合取

内孔中心点为主节点，再对主节点进行约束并只保

留主动轮绕轴向的转动自由度，从动轮全约束，如图

4所示。有限元方法与本文 LTCA方法的刚度结果

对比如图 5所示，随着修形量的增大，斜齿轮啮合刚

度值逐渐减小，两种方法呈现相同的趋势。图中本

文方法与有限元方法的结果对比中出现的最大误差

约为 3.88%，验证了本文方法的准确性。同时相比

有限元方法具有较高的求解效率，有限元方法与本

文方法求解时间分别为 150 min和 100 s。

2. 2 混合修形斜齿轮副啮合特性

如图 6和 7所示分别为混合修形不同齿顶修形

量 Ca下的时变啮合刚度（TVMS）对比和传递误差

（STE），取齿顶修形长度 La=2.7 mm，鼓向修形量

Cβ=2.5 μm，齿顶修形量 Ca分别取 2.0，2.5，3.3，3.6
和 4.0 μm。如图 8和 9所示为不同齿顶修形长度 La
下的时变啮合刚度对比和传递误差，取齿顶修形量

Ca=3.3 mm，鼓向修形量 Cβ=2.5 μm，齿顶修形长度

La分别取 1.42，2.0，2.7和 3.0 mm。如图 10和 11所
示为不同鼓向修形量 Cβ下的时变啮合刚度对比和

传递误差，取齿顶修形量 Ca=3.3 mm，齿顶修形长

度 La=2.7 mm，鼓向修形量 Cβ分别取 1.5，1.8，2.1，
2.5和 2.8 μm。从图中可以看出，适当的混合修形不

仅减小了齿轮啮合过程中的时变啮合刚度，而且使

刚度和传递误差变化更加平缓。同时可以看出修形

图 4 有限元模型示意图

Fig. 4 Schematic of the finite element method

图 5 刚度结果对比

Fig. 5 TVMS comparison with tooth modifications

图 6 不 同 Ca 下 的 时 变 啮 合 刚 度（La=2. 7 mm，Cβ =
2. 5 μm）

Fig. 6 TVMS under different Ca（La=2. 7 mm， Cβ =
2. 5 μm）
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过大会起到相反的效果。

3 混合修形斜齿轮系统动力学响应

分析

建立平行轴斜齿轮啮合系统有限元模型如图

12所示，轴系采用 Timoshenko梁模型并结合齿轮

副的集中质量模型。建立如下系统动力学方程［15］

Mü+(C+ G ) u̇+ Ku= Fu （12）
式中 M为系统质量矩阵；G为陀螺力矩；C为系统

阻尼矩阵，采用瑞利黏性阻尼；K为系统总刚矩阵，

包括转轴刚度、齿轮啮合刚度以及轴承刚度；u为系

统广义坐标，Fu为激振力矢量。

齿轮副质心的广义坐标为

X 12 =[ x 1，y1，z1，θx1，θy1，θz1，x2，y2，z2，θx2，θy2，θz2 ]T

（13）
式中 下标 1，2代表主、从动齿轮；x，y为横向自由

度；z为轴向自由度；θx，θy为摆动自由度；θz为扭转自

由度。

根据参考文献［15］，假设齿轮在啮合力作用线

方向上所产生的相对位移完全转变为接触齿面的弹

性变形，以保证齿面在啮合过程中的相互接触。设

两齿轮在啮合线方向上的相对位移为 p12（t），对于相

对位移在这里假定压为正、拉为负，则有

p12 ( t )= (-x1 sinψ 12 + x2 sinψ 12 + y1 cosψ 12 -
y2 cosψ 12 + sgn ⋅ rb1θz1 + sgn ⋅ rb2θz2 )cosβ12 +
( sgn ⋅ z1 - sgn ⋅ z2 + rb1θx1 sinψ 12 + rb2θx2 sinψ 12 -
rb1θy1 cosψ 12 - rb2θy2 cosψ 12 )sinβ12 - nlste

（14）

图 8 不同 La下的时变啮合刚度（Ca=3. 3 μm，Cβ=2. 5 μm）
Fig. 8 TVMS under different La（Ca=3. 3 μm，Cβ=2. 5 μm）

图 10 不同Cβ下的时变啮合刚度（Ca=3. 3 μm，La=2. 7 mm）
Fig. 10 TVMS under different Cβ（Ca=3. 3 μm，La=2. 7 mm）

图 11 不同 Cβ下的传递误差（Ca=3. 3 μm，La=2. 7 mm）
Fig. 11 STE under different Cβ（Ca=3. 3 μm，La=2. 7 mm）

图 9 不同 La下的传递误差（Ca=3. 3 μm，Cβ=2. 5 μm）
Fig. 9 STE under different La（Ca=3. 3 μm，Cβ=2. 5 μm）

图 7 不同 Ca下的传递误差（La=2. 7 mm，Cβ=2. 5 μm）
Fig. 7 STE under different Ca（La=2. 7 mm，Cβ=2. 5 μm）
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式中 β12为斜齿轮副的螺旋角，ψ12为 y轴正向与啮

合面的夹角，sgn为转向函数。具体表达式详见文

献［15］。

齿轮副运动耦合微分方程写成矩阵形式，表

示为

M 12 Ẍ 12 +(C 12 + G 12 ) Ẋ 12 + K 12X 12 = F 1 + F（15）
式中 M12为齿轮副的质量矩阵，K12为啮合刚度矩

阵，C12为啮合阻尼矩阵，G12为陀螺矩阵［15］。

在扭矩 T1=100 N·m的情况下，考虑混合修形

状态下（齿顶修形和鼓向修形）齿轮的时变啮合刚度

进行斜齿轮系统的动力学响应分析。提取输入轴轴

承处沿竖直方向的位移幅频响应作为研究对象。本

文采用均方根来衡量系统振动水平［17］。

齿轮副修形量采用与 2.2节相同的修形量组

合。齿顶修形长度 La=2.7 mm，齿向修形量 Cβ=
2.5 μm，齿顶修形量 Ca 分别取 2.0，2.5，3.3，3.6和

4.0 μm下主动轴右端轴承处的竖直方向位移的幅频

响应如图 13所示。由图可见，在任一转速下，随着

Ca的增大，振动幅值都有一个减小 ⁃增大的过程，且

在 Ca=3.3 μm时振动幅值最小；同时非线性啮合刚

度激励会引发谐波振动现象。齿顶修形量 Ca=3.3
mm，齿向修形量 Cβ=2.5 μm，齿顶修形长度 La分别

取 1.42，2.0，2.7和 3.0 mm下的主动轴右端轴承处

的竖直方向位移的幅频响应如图 14所示，与 Ca的影

响规律类似，La=2.7 mm时振动幅值最小。当啮合

频率 fm等于齿轮系统第 1阶（f1=329.6 Hz）、第 11阶
（f11=1565.1 Hz）和第 16阶（f16=2133.6 Hz）固有频

率时出现共振峰，当啮合频率 fm等于 f1/2和 f11/2时
出现超谐波共振峰。在 Ca，La和 Cβ分别取 3.3，2.7和
2.5 μm，啮合频率 fm等于 f11/2时的频谱图如图 15所
示。不同的修形参数对系统响应的影响较大，对于

一个特定的扭矩工况，对齿轮进行合理修形可以改

善齿轮啮合特性，有效降低共振峰幅值，提升齿轮系

统动力学特性。

图 14 轴承处 y方向位移幅频响应

Fig. 14 Amplitude frequency responses of displacement of
bearing in y direction

图 12 斜齿轮系统动力学模型（单位：mm）
Fig. 12 Dynamic model of the helical gear pair（Unit：mm）

图 13 轴承处 y方向位移幅频响应

Fig. 13 Amplitude frequency responses of displacement of
bearing in y direction
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4 结 论

本文采用承载接触分析方法建立了考虑混合修

形斜齿轮副的啮合刚度模型，采用有限元方法验证

了本文方法的有效性，探讨不同修形量下的齿轮副

啮合特性。首先建立了混合修形斜齿轮啮合模型，

引入求得的时变啮合刚度进一步建立了斜齿轮转子

系统的动力学模型，对比了不同混合修形下转子系

统的动力学响应。本文得到以下结论：

（1）本文斜齿轮承载接触分析方法考虑了解析

能量法很难考虑的轴向以及延长啮合效应的影响，

同时在用 ANSYS验证本文方法的准确性，啮合刚

度最大误差约为 3.88%，并且相比有限元方法具有

较高的求解效率，有限元与本文方法求解时间分别

为 150 min和 100 s。
（2）齿顶修形对降低啮合振动的影响非常明显，

主要用于提升啮合平稳性，改善系统振动。随着齿

顶修形量的增大，啮合刚度的波动整体呈现先减小

达到较平稳再增大的趋势，修形很好地改善了齿轮

副啮合刚度的波动，进而改善系统的振动。但修形

量也不宜过大，修形量过大会加剧系统的振动。

（3）通过动力学特性和啮合特性的对比，可以看

出修形量对时变啮合刚度的波动和系统振动的影响

呈现一致的趋势，验证了动力学模型的准确性；同时

也说明了修形对于改善系统振动、提升平稳性具有

积极作用。工程上可以根据实际的工作转速选取该

转速下较佳的修形量，降低共振峰幅值，提升动力学

性能。
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Vibration characteristics of the helical gear rotor system considering

mixed modification

ZHAO Bai-shun1，LI Na1，MA Hui1，2，HAN Hong-zheng1，ZHAO Zhi-fang1

（1.School of Mechanical Engineering and Automation，Northeastern University，Shenyang 110819，China；
2.Key Laboratory of Vibration and Control of Aero-Propulsion Systems Ministry of Education of China，

Northeastern University，Shenyang 110819，China）

Abstract: Gear system is the most widely used transmission system in engineering practice. It is of great significance to ensure the
stability of the transmission process. Due to manufacturing，installation error and tooth deformation，it is inevitable that the gear
will produce vibration，impact and noise in the meshing process. Proper modification of the helical gear profile can effectively im ⁃
prove the meshing state and the stability of transmission. A time-varying mesh stiffness model considering mixed modification for
helical gears is proposed based on the loaded tooth contact analysis method and the validity of the model is verified. Based on the
proposed model，the influence of different modifications on the meshing characteristics，such as time-varying mesh stiffness and
load distribution on the tooth surface is analyzed. The meshing dynamics model considering the time-varying mesh stiffness of
mixed modified gear pair is established，and the influence of different modification types and amounts on the vibration response of
gear rotor system is analyzed. The results show that the mixed modification can not only avoid the edge contact，but also greatly re⁃
duce the vibration of the gear rotor system in a specific frequency range. This paper can provide theoretical basis for dynamic design
of modified helical gears.
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作者简介: 赵百顺（1995⁃），男，硕士研究生。电话：（024）83684491；E-mail：961242003@qq.com
通讯作者: 马 辉（1978⁃），男，教授，博士生导师。电话：（024）83684491；E-mail：mahui_2007@163.com

711


