
第 34 卷第 4 期

2021 年 8 月

振 动 工 程 学 报
Journal of Vibration Engineering

Vol. 34 No. 4
Aug. 2021

随机与谐和联合激励下分数阶非线性系统的
统计线性化方法

孔 凡 1，晁盼盼 1，3，徐 军 2，李书进 1

（1.武汉理工大学土木工程与建筑学院，湖北 武汉 430070；2.湖南大学土木工程学院，湖南 长沙 410082；
3.中南建筑设计院股份有限公司，湖北 武汉 430071）

摘要: 提出了一种计算随机与谐和联合激励下非线性分数阶系统响应二阶矩的统计线性化方法。假定位移响应可

写为确定性均值和零均值随机分量之和的形式，原运动微分方程可化为关于均值分量的确定性微分方程和关于随

机分量的随机微分方程组合。分别利用谐波平衡法和统计线性化方法对上述两类方程求解后，可得响应的确定性

均值与随机分量。Monte Carlo模拟证实了该方法的有效性。
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引 言

分数阶导数模型在工程和科学问题中得到了广

泛应用，如流变学［1］、扩散传输［2］和黏弹性材料力学

模型等。对于黏弹性材料力学模型，Nutting等［3］在

本构方程中首次使用分数阶导数的概念；Caputo［4］

提出利用分数阶导数模拟地质地层的黏弹性行为；

Slonimsky［5］，Smit和 Vries［6］提出黏弹性介质应力与

应变之间存在类似的分数阶微积分关系；Bagley和
Torvik［7⁃8］不仅将分数阶导数模型应用于某些黏弹性

材料（聚合物溶液和无交联聚合物固体），而且还证

明分数阶微积分模型与材料物理原理是一致的。研

究表明，黏弹性材料的分数阶导数模型具有简洁、紧

凑的特点，只需少量参数就能在很宽的频率范围内

描述黏弹性材料力学特性的频率依赖行为。

动力系统包含分数阶导数单元时，虽然简洁性

使分数阶动力模型具有一定优势，但在解析或数值

求解动力响应时却往往涉及比较复杂的计算。目

前，分数阶确定动力系统分析可采用的方法比较丰

富，如 Laplace变换［9］、傅里叶变换［10］、特征向量展

开［11］、平均方法［12］等。然而，分数阶随机动力系统研

究起步较晚：Mainardi［13］建立描述布朗运动的分数

阶 Langevin方程，并提出用 Laplace变换对其进行求

解；Spanos和 Zeldin［14］提出分数阶阻尼系统随机振

动分析的频域方法；Agrawal［15］利用 Suarez和 Sho⁃

kooh［11］的特征向量展开法，得到具有 1/2阶阻尼的

随机动力系统解析解；Ye等［16］提出附加黏弹性阻尼

器的单自由度结构随机地震反应分析的傅里叶方

法，得到分数阶系统的单位脉冲响应函数和 Du⁃
hamel积分表达式；黄志龙等［17］提出强非线性单自

由度分数阶随机系统的随机平均法，考察系统响应

及其稳定性；孙春燕［18］利用几种典型的动力学方法

分析分数阶随机时滞系统的动力响应。

然而，在实际工程中还存在同时受到随机激励

和确定性周期荷载联合作用的一类结构（或装置）。

例如，风浪荷载作用下的风力发电塔、地震中支撑旋

转装置的结构［19］、受到周期性水流冲击的大坝［20］、飞

行过程中直升机的机翼叶片［21］等。因此，考察随机

与谐和联合激励下系统的动力响应具有重要的工程

意义。目前，大量研究致力于联合激励下的整数阶

非线性系统：Iyengar［22］利用高斯矩截断方法研究正

弦噪声和白噪声联合激励下的 Duffing振子，得到系

统的多个稳态解并进行解的稳定性分析；Nayfeh和
Serhan［23］结合多尺度和二阶矩截断方法，考察 Duff⁃
ing⁃Rayleigh振子在联合激励下响应的均值和均方

值；Rong等［24］采用谐波平衡法和随机平均法研究联

合激励下 Duffing振子的响应、多稳态解和跳跃现

象；Rong等［25］利用多尺度法确定 van der Pol⁃Duffing
振子在联合激励下响应幅值和相位的调制方程，得

到响应稳态解并考察解的稳定性；Anh和 Hieu［26］考
察联合激励下的整数阶 Duffing振子，假定响应可分
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解为确定性和随机分量，继而将原运动微分方程分

解为耦合的确定性和随机微分方程，随后通过确定

平均法和等效线性化分别求解确定和随机方程。

Spanos等［27］采用类似的假定，利用谐波平衡法和统

计线性化方法分别求解确定性和随机响应。类似的

研究亦可见文献［28］。分数阶动力系统在确定性谐

波和随机联合激励下的随机动力响应研究较少，目

前，只有 Chen和 Zhu［29⁃33］进行相关研究：他们将随机

平均方法推广到联合激励下分数阶导数阻尼的

Duffing振子中，利用 FPK方程求解系统响应幅值和

相位的概率密度函数，研究该系统的随机跳跃、分岔

和稳定性。

本文提出一种用于计算联合激励下的分数阶非

线系统响应的方法。首先，采用与文献［22，26⁃28］
类似的假定，即系统响应可写为谐和均值过程与随

机零均值过程之和的形式，将原系统运动方程化为

耦合的确定性和随机微分方程；其次，利用谐波平衡

法和统计线性化对上述两类方程耦合求解，可得到

响应的确定与随机分量；最后，与时域数值模拟的对

比证实了该方法的精度和计算效率。由于统计线性

化方法的广泛适用性，本文所建议方法可方便地推

广至多自由度、甚至滞回非线性系统。

1 联合激励下非线性分数阶系统的

近似解

考虑随机与谐和联合激励下的具有分数阶导数

阻尼的单自由度非线性系统

mẍ ( t )+ βDq
c [ x ( t ) ]+ f ( x，ẋ，ẍ )=

w ( t )+ F 0 cos (ω 0 t ) （1）
式中 m，β分别为质量和分数阶阻尼系数；q为分数

阶导数阶数；f ( x，ẋ，ẍ )为关于位移 x ( t )，速度 ẋ ( t )
和加速度 ẍ ( t )的非线性函数；w ( t )是功率谱密度为

Sw (ω )的随机激励；F 0和 ω 0分别为谐和激励的幅值

和频率；D表示求 q阶分数阶导数，它的 Caputo定
义为

Dq
c [ x̂ ( t ) ]=

1
Γ ( 1- q ) ∫0

t ẋ̂ ( τ )
( t- τ )q dτ （2）

为保证分数阶阻尼系数 β与线性阻尼系数的量

纲一致，取 β= 2ζmω 2- q
n ，其中 ωn= k m 为自振频

率，ζ为临界阻尼比。

假定非线性响应可写为确定性谐和分量与零均

值随机分量之和，即

x ( t )= μx ( t )+ x̂ ( t ) （3）

将式（3）代入式（1），可得

m ( μ̈x+ ẍ̂ )+ β [ Dq
c ( μx )+ Dq

c ( x̂ ) ]+
f ( μx，x̂，μ̇x，ẋ̂，μ̈x，ẍ̂ )=
w ( t )+ F 0 cosω 0 t （4）

式（4）利用了分数阶导数的线性性质。

注意到对随机过程分数阶导数的定义可理解为

对该过程的均方微积分，则根据期望与均方微积分

的互换性质可知

E{Dq
c [ x̂ ( t ) ] }= 1

Γ ( 1- q ) ∫0
t E [ ẋ̂ ( t ) ]
( t- τ )q dτ= 0（5）

结合式（5）并对式（4）两边求期望后可得

mμ̈x ( t )+ βDq
c [ μx ( t ) ]+ E ( f )= F 0 cos (ω 0 t ) （6）

式（4）减去式（6）后可得

mẍ̂ ( t )+ βDq
c [ x̂ ( t ) ]+ f - E ( f )= w ( t ) （7）

可见，联合激励下的分数阶导数系统能近似为

谐和激励下的确定性动力系统（6）和随机激励下的

动力系统（7）。求解这两类系统可得到式（1）的近似

解。注意到，式（6）与（7）是相互耦合的，即式（6）包

含随机响应分量特征值，式（7）中包含确定性响应分

量，必须同时考虑它们才能实现对二者的求解。

2 随机和确定性分量求解

为不失一般性，考虑具有非线性刚度的 Duffing
振子作为算例，即

f [ x ( t )，ẋ ( t )，ẍ ( t ) ]= k [ 1+ ρx ( t )2 ] x ( t )（8）
式中 ρ表示非线性强弱。

本文采用谐波平衡法求解式（6），采用统计线性

化方法求解式（7）。考虑确定性分量 μx的平稳解只

具有主共振频率的情况，即

μx ( t )= A cos (ω 0 t )+ B sin (ω 0 t ) （9）
将式（8）⁃（9）代入到式（6）中且注意到谐和函数

的分数阶导数形式可得

m [ -Aω 20 cos (ω 0 t )- Bω 20 sin (ω 0 t ) ]+

βωq
0
é

ë
êA cos (ω 0 t+ πq

2 )+ B sin (ω 0 t+ πq
2 )ùûú +

k ( 1+ 3ρσ 2x̂ ) [ A cos (ω 0 t )+ B sin (ω 0 t ) ]+
ρk [ A cos (ω 0 t )+ B sin (ω 0 t ) ]3 =
F 0 cos (ω 0 t ) （10）

利用三角公式并求取 sin和 cos项的谐和平衡

后，可将式（10）化为两组代数方程，即

-mAω 20 + βωq
0 (A cos πq2 + B sin πq2 )+

k ( 1+ 3ρσ 2x̂ )A+
3ρk
4 ( A3 + AB2 )= F 0 （11）

和
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-mBω 20 + βωq
0 (- A sin πq2 + B cos πq2 )+

k ( 1+ 3ρσ 2x̂ ) B+
3ρk
4 ( B3 + A2B )= 0 （12）

另一方面，用等效线性方程

mẍ̂ ( t )+ βDq
c [ x̂ ( t ) ]+ ke x̂ ( t )= w ( t ) （13）

代替式（7）并使二式之间的差别

e= g ( x̂ )- ke x̂ （14）
在均方意义上最小，可得

ke= k
é

ë
ê1+ ρE ( )dG

dx̂
ù

û
ú （15）

其中

g ( x̂ )= kx̂+ ρkG ( x̂ ) （16）
且

G ( x̂ )= ∑
l

b l x̂ l= x̂3 + 3μx x̂2 + 3μ2x x̂- 3μxσ 2x̂ （17）

结合式（15）与（17）可得

ke= k [ 1+ 3ρ ( μ2x+ σ 2x̂ ) ] （18）
一般地，在平稳随机激励下，σ 2x̂ 最终达到平稳状

态并趋近于常数。考虑到相对于平稳 σ 2x̂，确定性响

应分量 μx ( t )为快变函数，可将快变分量在一个周期

内平均，实现对式（18）的近似，即

k̄ e=
1
T 0
∫0
T0
ke ( t ) dt= k

é
ë
ê1+ 3ρ ( σ 2x̂+

A2 + B2

2 ) ù
û
ú

（19）
式中 T 0 = 2π ω 0。结合式（13）与（19）可得，随机

分量的响应二阶矩为

σ 2x̂ = ∫-∞
∞
Sx̂ (ω ) dω （20）

其中，随机响应的功率谱密度为

Sx̂ (ω )= Sw (ω ) |H (ω ) |
2

（21）
且

H (ω )= 1
-mω2 + k̄ e+ β ( iω )q

（22）

综上所述，联立解方程（11）⁃（12）和（19）⁃（20）
可得确定性谐和分量幅值 A，B，随机分量二阶矩 σx̂
以及等效线性刚度 ke。

为此，本文采用迭代法求解上述方程组，具体步

骤如下：

1）确定随机响应方差初值。忽略非线性项，即

令 ρ= 0，可得分数阶线性系统在随机激励下的均方

初值 σ 2x̂0；将 σ 2x̂0代入到方程（11）和（12）中，联立线性

方程组求解谐和项初值A 0和 B 0。
2）将 A 0，B 0代入式（19）求解 ke，并根据式（20）

求解更新后的 σ 2x̂；
3）将更新后的 σ 2x̂ 代入式（11）⁃（12）求解更新后

的谐和分量幅值A，B；

4）重复步骤 2）和 3）直至达到相关收敛准则。

在实现第 3）步的过程中，令 x= [ A，B ] T，可
采用Newton迭代求解非线性方程组，即

x( )i+ 1 = x( )i -[ J ( x ( i ) ) ]-1F ( x ( i ) )， i= 0，1，⋯ （23）
其 中 ，括 号 上 标 表 示 Newton 迭 代 步 ；F ( x )=
( f1 ( x )，f2 ( x ) )T且

f1 ( x ) =-mAω 20 + βωq
0 (A cos πq2 + B sin πq2 )+

k (1+ 3ρσ 2x̂ ) A+ 3ρk
4 ( A3 + AB2 )- F 0

（24）

f2 ( x )=-mBω 20 + βωq
0 (- A sin πq2 + B cos πq2 )+

k ( 1+ 3ρσ 2x̂ ) B+
3ρk
4 ( B3 + A2B ) （25）

J为雅克比矩阵

J=

é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ù

û

ú

ú
ú
úú
ú

∂f1 ( x )
∂A

∂f1 ( x )
∂B

∂f2 ( x )
∂A

∂f2 ( x )
∂B

（26）

值得注意的是，牛顿迭代法对初值的要求较高。

特别是在非线性振子幅频响应的多值区间内，应特

别注意初值的选取。

3 数值算例

考虑正归化的分数阶Duffing系统

Ẍ ( τ )+ 2ζDq
c [ X ( τ ) ]+ X ( τ )+ εX 3 ( τ )=
F * cosΩFτ+ w * ( τ ) （27）

其中

τ= ωn t （28）

X = x
σx0

（29）

Ω= ω
ωn

（30）

ε= ρσ 2x0 （31）

wn ( τ )=
w ( τ/ωn )
mσx0ω 2n

（32）

F * = F 0
mσx0ω 2n

（33）

ΩF=
ω 0
ωn

（34）

Sw* ( Ω )=
Sw (ω )
σ 2x0ω 3n

（35）

σ 2x0 为 ε= 0时与式（1）对应的线性系统在随机

激励w ( t )下的响应方差，即
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σ 2x0 = ∫-∞
∞
Sw (ω ) | 1

-mω2 + k+ c ( iω )q |
2

dω（36）

式（27）中，只考虑谐波激励且假定响应只含激

励频率的一倍谐波成分，可得到分数阶 Duffing振子

在确定性谐波激励下的幅频曲线的解析表达，即

{éëê(1- Ω 2 + 2ζΩ q cos πq2 )+ 3ε
4 ( A

2 + B2 ) ù
û
ú

2

+

(2ζΩ q sin πq2 )
2} ( A2 + B2 )= F *2 （37）

3. 1 简谐和白噪声联合激励下

考察随机激励为白噪声 Sw (ω ) = S0 的情况。

归一化后的激励功率谱密度可以由式（35）和（36）给

出。首先考虑非共振情形。作为演示算例，选择系

统参数 ζ= 0.1，ωn= 1，q= 0.8，ε= 0.1；确定性激

励参数 F * = 1，ΩF= 2。本文所提方法计算得到响

应功率谱密度和均方值与数值模拟方法所得结果对

比验证了该方法的适用性。如图 1和 2所示，Monte
Carlo模拟方法与本文所提方法得到的功率谱密度

和稳态响应均方值吻合良好。其中，图 1中的箭头

表示确定性分量的功率谱密度 ( A2 + B2 ) /2。此外，

Monte Carlo 模 拟 得 到 的 响 应 均 方 值 为

< E [ X 2 ]> MC= 0.89，统计线性化方法得到的响应

均方值为< E [ X 2 ]> SL= 0.88，误差仅为 1.1%。

为进一步验证所提方法的有效性，考虑其他几

组系统和激励参数的情况。简谐激励具有不同幅值

时，其频率 ΩF 与响应均方值之间的关系（其他参数

均与图 2所示的系统参数相同）如图 3所示。图中，

虚线代表统计线性化法的计算结果，标记线为时域

数值模拟方法计算结果。统计线性化方法中，使用

了线性初值A 0，B 0启动了Newton迭代计算；时域数

值模拟方法中假定系统初始状态为零。

由图 3可知，多数情况下，统计线性化方法和数

值模拟的结果吻合较好。在大幅值确定性激励作用

下，曲线产生跳跃现象。确定性激励幅值越大，曲线

的峰值越大且越呈明显不对称状态，左坡缓而右坡

陡，产生的跳跃越剧烈。图 3所示的均方值跳跃现

象可能与谐波激励下分数阶 Duffing振子的幅频曲

线的跳跃现象有关，分析如下。

图 4（a）⁃（d）给出了谐和激励单独作用下或联合

激励共同作用下系统响应与谐和激励频率之间的关

系。为对比方便，纵坐标为谐和激励单独作用下的

确定性幅值 ( A2 + B2 ) /2或联合激励作用下的随机

响应均方值 E [ X 2 ]。与图 3不同的是，为得到图 4
（a）⁃（d）中的数值解，使用了前（从小到大扫频）或后

（从大到小扫频）一个激励频率点的稳态响应作为下

一个频率点的 Newton迭代初始值（对于所建议方

法的式（11）⁃（12））或时域初始条件（对于时域逐步

积分法）以启动计算；以下将其称为扫频计算方式。

图 4（a）⁃（d）中，实线（红色）为谐和激励单独作用下

响应的频域解析解（式（37）），菱形（绿色）标记线为

图 1 谐和激励与白噪声联合激励下响应的估计功率谱密度

Fig. 1 Response PSD of the system subjected to combined
harmonic and white noise excitation

图 2 谐和激励与白噪声联合激励下响应的均方值

Fig. 2 Response mean square value of the fractional system
subjected to combined harmonic and white noise

图 3 谐和激励与白噪声联合激励下谐和激励频率 ΩF不同

时响应的均方值（非扫频）

Fig. 3 Response mean squared value（of the system subject⁃
ed to combined harmonic and white noise）versus har⁃
monic excitation frequency ΩF（non-frequency sweep⁃
ing mode）
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利用 Newton迭代得到的式（37）的频域数值解，二

者均为确定性响应幅值。此外，三角标记线（黑色）

为联合激励下所建议方法得到的联合响应均方值；

圆形标记线（粉色）为所建议方法得到的确定性分量

幅值；星形标记线（蓝色）为时域数值模拟得到的联

合响应均方值。

由图 4（a）⁃（d）可得如下结论。首先，对比实线

和菱形标记线可知，谐和激励幅值越大，幅频曲线产

生跳跃的三值区间越大。其中，左支和右支均为稳

定解，可通过扫频数值计算方式得到，与解析解吻合

非常好；中支为非稳定解，无法通过一般数值算法得

到。第二，对比圆形标记线和实线（菱形标记线）可

知，随机激励使确定性响应幅频曲线产生偏移，且随

机激励相对谐和激励越大，向高频偏移量越大。文

献［26］也得到了类似的结论。第三，谐和激励相对

随机激励越大，确定性谐和响应在联合响应中占比

越大，随机响应占比越小。这与直观结论是一致的。

例如，在 F * = 0.5的非共振区间，随机响应占优，在

其共振区间，确定性响应占优；在 F * = 6的所有频

率区间，谐和响应占优。第四，采用扫频计算的方

式，可得到频率 ⁃响应均方值曲线的跳跃区间稳态

解。虽然时域扫频和本文所建议方法在非跳跃区间

吻合较好，但在跳跃区间吻合欠佳，值得进一步深入

考察。这可能与 3个因素相关：首先，将总体响应分

解为确定性谐和与随机响应之和的假定（式（3））在

该区间的合理性；其次，求解随机响应二阶矩的统计

线性化方法在该区间的精确性；最后，时域积分方法

的累积误差。现就以上 3个因素作以下评述。

将总体响应分解为谐波响应和随机响应之和是

一种启发式的假定，也是发展本文所建议方法的基

础。然而，目前尚没有相关报道对于这种假定的合

理性与适用范围作出严格数学证明或定性的物理解

释。显然，对于线性系统，这种分解方式是完全精确

的。有理由推定，该假定同样也适用于弱非线性系

统和小强度随机激励的情况。例如，Rong等［24］认为

随机响应对于确定性响应是微小摄动时可采用这种

假定；Cai和 Lin［34］认为该方法不适用于强非线性和

乘性激励的情况。其他采用这种假定的文献可见

［22，26，28，35⁃37］。其次，本文应用了统计线性化

方法，这种方法须假定响应是高斯或近似高斯分布

的随机过程。然而，在发生随机跳跃的频率区间内，

系统响应的概率密度函数具有双峰值，明显偏离高

斯分布。最后，由图 4（d）可知，本文所建议方法计

算得到的联合响应均方值与只有谐和激励时确定性

响应幅值的解析解吻合较好，证明了本文所建议方

法在谐和激励占优的情况下的合理性。然而，时域

模拟方法与本文建议方法得到的分岔点并不吻合

（图 4（c）⁃（d）中箭头）。因此，建议对采用的时域数

图 4 谐和激励或谐和与白噪声联合激励下确定性响应幅值和响应均方值与 ΩF的关系（扫频）

Fig. 4 Deterministic response amplitude（of the system subjected to harmonic excitation only）or response mean squared value
（of a system subjected to harmonic and white noise）versus harmonic excitation frequency（frequency-sweeping mode）
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值模拟差分算法［38］进一步进行误差分析。

联合激励下非线性整数阶与分数阶 Duffing振
子的跳跃与分岔的物理机制可分别参阅文献［30，
39］，它们与确定性跳跃有区别和联系。不同于只发

生在确定性频率点上的确实性单向跳跃，随机双向

跳跃发生在可跳跃频率区间上的任意频率点。发生

随机跳跃的 Duffing振子的响应概率密度具有双峰

值。此时，发生概率最高的两个幅值与幅频响应曲

线三值区间的两个稳定解对应。然而，由本文建议

方法得到的跳跃区间内两个稳定响应均方值与多峰

响应概率密度之间的关系，仍有待深入考察。

进一步考察其他因素对响应均方值的影响。以

下各图为使用本文建议方法和时域数值模拟的非扫

频计算方式获得数值结果。图 5所示为简谐激励幅

值不同时，系统阻尼比 ζ与响应均方值之间的关系

（其他参数均与图 2所示的系统参数相同）。可见，

多数情况下，所提方法得到的结果与数值模拟结果

吻合较好；谐和激励幅值较大（F * = 6）且 ζ较小时，

两种方法所得结果有较大差距。图 6所示为简谐激

励具有不同幅值时，ε与响应均方值之间的关系（其

他参数均与图 2采用的系统参数相同）。可见，每一

种确定性激励幅值都具有两种方法无法吻合的非线

性强度区间。在此区间之外，二者吻合较好。激励

幅值越大，无法吻合的幅度也越大，且与之对应的 ε

区间越小。图 7显示了分数阶数不同时两种方法所

得结果的对比。可见，多数情况下二者吻合较好，但

是在谐和激励和 q均较大的情况下二者吻合欠佳。

由图 4（d）可知，激励幅值 F * = 6时，激励频率 ΩF=
2对应着系统响应均方值产生跳跃的多值区间。此

时，采用非扫频计算方式得到的响应均方值可能存

在两种方法无法吻合的情况。上文已初步分析了导

致这种情况的三种原因。图 5⁃7中所示的两种方法

吻合欠佳的情况，也均对应着产生随机跳跃的参数

区间。例如，图 6中，F * = 6，ε= 0.1，ΩF= 2时会产

生随机跳跃。

3. 2 简谐和色噪声联合激励下

考虑功率谱密度为

Sw (ω )=
S0

||-ω2 + ω 20 + 2iζ0ω 0ω
2 （38）

的色噪声 w ( t )，则归一化后的激励 w * ( τ )的功率谱

密度可以由式（35）⁃（36）和（38）得出。作为演示算

例，系统参数取 ζ= 0.1，q= 0.8，ε= 0.1；确定性激

励参数取 F * = 0.5，1，2，4；随机激励取 ζ0 = 0.1和

ω 0 = 1，无量纲截止频率取 10π。
两种方法的均方值比较如图 8⁃11所示（图中虚

线代表本文建议方法的计算结果，标记实线为时域

数值模拟结果），均采用非扫频计算方式。图 8所示

为简谐激励具有不同幅值时，ΩF与响应均方值之间

的关系。可见，多数情况下，建议方法和时域数值模

拟吻合较好。与白噪声情况类似，在产生随机跳跃

图 6 谐和激励与白噪声联合激励下非线性强度 ε不同时

响应的均方根

Fig. 6 Response mean squared value（of a system subjected
to combined harmonic and white noise） versus non-

linear strength ε

图 5 谐和激励与白噪声联合激励下阻尼比 ζ不同时响应的

均方值

Fig. 5 Response mean squared value（of a system subjected
to combined harmonic and white noise）versus damp⁃
ing ratio ζ

图 7 谐和激励与白噪声联合激励下分数阶阶数 q不同时

响应的均方值

Fig. 7 Response mean squared value（of a system subjected
to combined harmonic and white noise） versus frac⁃
tional order q
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的简谐激励频率附近两种方法吻合欠佳。

由图 8可知，激励频率 ΩF= 1.2处于外主共振

区间。使用该激励频率用于考察其他参数与响应均

方值之间的关系，如图 9⁃11所示。其中，图 9所示为

简谐激励幅值不同时，系统阻尼比与响应均方值之

间的关系；图 10所示为简谐激励具有不同幅值时，ε

与响应均方值之间的关系；图 11所示为分数阶数不

同时所建议方法和时域数值模拟的结果对比。可

见，简谐激励频率处于外主共振区间时，所提方法得

到的结果与时域数值模拟结果均吻合较好。

4 结论与展望

本文结合谐波平衡和统计线性化方法考察了随

机和确定性谐和激励联合作用下分数阶非线性振子

的响应。该方法的重点在于将联合激励下的稳态响

应分解为确定性简谐和零均值随机分量之和，并将

原运动方程化为关于确定性与随机响应分量的子运

动方程。分别利用谐波平衡法和分数阶非线性系统

的统计线性化方法求解了耦合的子运动方程，得到

了系统响应的二阶矩。数值模拟表明，多数参数设

置情况下，所建议方法有较好的精度。甚至对于强

非系统，所建议方法都可获得理想结果。然而，该方

法在产生随机跳跃的参数空间内的适用性和计算精

度有待进一步考察。显然，本文所建议方法继承了

统计线性化方法的广泛适用性。因此，发展该方法

的意义是为联合激励下的具有分数阶导数模型的工

程结构提供高效且具有理想精度的随机响应计算

方法。

本文所建议方法可顺利拓展到联合激励下具有

其他非线性形式和（或）非平稳随机激励的多自由度

分数阶导数系统。
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Statistical linearization method for nonlinear Duffing oscillator under

combined random and harmonic excitations

KONG Fan1，CHAO Pan-pan1，3，XU Jun2，LI Shu-jin1

（1.School of Civil Engineering and Architecture，Wuhan University of Technology，Wuhan 430070，China；
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Abstract: A statistical linearization method for calculating the second-order moment of a non-linear oscillator endowed with frac⁃
tional derivative damping under combined random and harmonic excitations is proposed. Assuming the system response to be writ⁃
ten as the sum of a deterministic mean component and a zero-mean random component，the motion differential equation can be sep⁃
arated into two coupled differential equations of the deterministic and random parts. The method of harmonic balance and the meth⁃
od of statistical linearization are used to solve the two differential equations respectively to access the deterministic and random com ⁃
ponents of the response. The effectiveness of the method is verified by Monte Carlo simulation.
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