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摘要 : 为克服共振式俘能器工作频带窄和压电式俘能器输出电流低等问题，设计了多稳态电磁式振动俘能系统。

建立了系统的分数阶阻尼模型，通过实验揭示了多稳态电磁俘能系统的动态分岔、势能阱逃逸、高能态轨道和混沌

运动等非线性行为。结果表明：采用庞加莱截面频闪采样算法和分岔图可有效刻画系统的非线性振动特性；利用多

稳态电磁式俘能系统的非线性振动特性可显著增加输出电流并拓宽系统的有效工作频带。
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引 言

振动俘能装置可将周围环境中的振动能量转化

为电能，是能源回收利用的重要实现方式。经典的

振动能量收集装置可分为静电式［1］、电磁式［2］及压电

式［3⁃4］三类。对于传统的线性谐振式振动俘能器，当

激励频率等于或接近俘能系统固有频率时俘能器才

会有显著的能量输出。当外界环境振动激励频带较

宽时，线性谐振式振动俘能器的效能不足。

因此学者们开展了非线性俘能系统的研究工作

以期拓宽俘能器频带，主要研究工作包括单稳态［5］、

冲击［6］、双稳态［7⁃8］、三稳态［9⁃10］等结构形式。多稳态

系统的回复力具有非线性特性，回复力势能存在多

个势能阱，当振子发生阱间振动时其处于高能态轨

道状态，此时系统具有较高的能量输出。因此通过

系统设计使俘能器处于高能态轨道状态，可有效提

高俘能功率输出［11］。

双稳态和三稳态振动俘能系统的非线性回复力

通常借助磁斥力或磁吸力的非线性特性来实现。现

有俘能器主要借助压电效应实现机电能量转换，典

型的双稳态压电俘能器由压电悬臂梁及辅助磁体组

成，梁的自由端固定有永磁体［12⁃17］，并随压电梁一起

振动，其余磁体静止布置于梁的两侧，不随梁运动。

系统的非线性行为取决于磁体的几何形状，位置和

磁性等。上述多稳态系统非线性回复力势能虽由磁

力产生，但本质上属于压电俘能系统。压电俘能器

的共同局限是压电材料内阻较大，因而输出电流小，

致使系统的带载能力弱［18］。

Mann和Owens［19］提出了一种基于电磁感应原

理的可直接为负载供能的双稳态振动俘能系统。该

俘能器由可动磁体及固定磁体阵列组成，磁体间相

互作用形成一个双稳态势能阱。与压电式相比，电

磁感应式俘能器在低频时具有较高功率输出，无特

殊材料需求，生产成本较低，能够满足机械工程领域

大规模应用需求。目前，关于电磁感应式多稳态振

动俘能器的研究工作较少，对基于电磁感应原理的

多稳态振动俘能系统特性了解不足。此外，无线传

感网络监测用电子电路或传感器通常需要 10 ⁃50
mA的输入电流，10⁃200 mW的功耗，较高的电流和

功耗使得常规的振动俘能方式面临较大挑战，亟需

设计研发可提供大电流和较高输出功率的振动俘能

器结构。

因此本文基于电磁感应原理设计了多稳态振动

俘能系统，并开展了三稳态系统的实验研究。本研

究的主要贡献和创新之处在于：1）提出了基于磁浮

原理的电磁感应式多稳态振动俘能机制；2）建立并

验证了基于分数阶阻尼的电磁感应式三稳态俘能器

动力学模型；3）对所设计的三稳态俘能系统的非线

性动力学行为开展实验研究，揭示了分岔、阱间振动

和混沌等现象。
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1 基本原理

图 1（a）为电磁感应式三稳态振动俘能系统的

物理模型。阴影矩形表示管内可动磁体，其具有如

图中两个虚线和一个实心填充方框所示的三个稳定

状态。图中实线矩形框表示的是固定磁体阵列。为

使俘能系统产生含三稳态势能阱回复力的势能函

数，外部固定磁体阵列中磁体数量、磁极方向以及排

布位置设计为可调结构。线圈位于可动磁体与固定

磁体阵列之间。因此，通过一个双层同心管结构（线

圈固定到内管；静止磁体阵列固定于外管）解决线圈

及静止磁体阵列的固定问题。

图 1（b）为系统的力学模型。电感元件（即线圈）

在电流流过时将电能存储在磁场中，它充当记忆元

件并可保持流经的电流。根据楞次定律，感应电流

具有这样的方向，即感应电流的磁场总要阻碍引起

感应电流的磁通量的变化，亦即感应电流的效果总

是反抗引起感应电流的原因。这就解释了电磁感应

能量收集器中的阻尼力的成因，因此合成的阻尼力

可以用分数阶微积分来描述。采用基尔霍夫电压定

律可以建立系统的等效电路模型，如图 1（c）所示。

电磁感应式含分数阶阻尼的三稳态振动俘能系

统的控制方程可以写为：

ÿ+ 2ζω 0
dq y
dt q + k ( y )- μI= f0 cosωt （1）

I ̇ + βI=-μẏ （2）
式中 ζ为阻尼比，ω 0为系统固有频率，f0为激励幅

值，ω为激励频率，I为电流，y为悬浮磁体的相对位

移，μ为电磁耦合系数，k ( y )为系统的非线性回复

力，β= RL/(ω 0L )，RL为负载电阻，L为电感，
dq y
dt q 为

分数阶导数，且 0< q< 1，当 q= 1时，微分方程中

的阻尼项为黏性阻尼。

采用 Gruenwald⁃Latnikov定义对具有分数阶阻

尼的电磁感应式三稳态振动俘能系统进行建模［20⁃21］

dq f
dt q ≡ αD q

t f ( t )= lim
h→0

1
hq ∑j=0

[ t-α
h

]

(-1 )j (qj ) f ( t- jh )（3）
利用欧拉伽马函数可将二项式系数扩展至整个

实数域

(qj ) = q！
j！( )q- j ！

= Γ ( q+ 1 )
Γ ( j+ 1 )Γ ( q- j+ 1 )（4）

求和上限的方括号［·］表示取整。根据短时记

忆准则，可极大缩短系统记忆长度同时保证数值计

算精度。方程可改写为

dq f
dt q ≡ αD q

t f ( t )= lim
h→0

1
hq ∑j=0

[ N ( t ) ]

(-1 )j (qj ) f ( t- jh )（5）
N ( t ) =min ( t- α

h
，
α
h
)，α为记忆长度，Γ ( · )为

伽马函数。

非线性回复力可写为

k ( y )= dU
dy = εy ( y 2 - λ21 ) ( y 2 - λ22 ) （6）

U为回复力势能，y=0，y=±λ1 是稳定平衡点，

而 y=±λ2为不稳定平衡点。ε是多项式最大阶数项

的系数，当 ε>0时，多稳态势能函数是实际存在的；而

当 ε<0时，系统是不可实现的。采用KB平均法来求

解电磁感应式三稳态振动俘能系统的动力学模型。

图 2是电磁感应式三稳态振动俘能系统在三稳

图 1 电磁式三稳态振动俘能系统模型

Fig. 1 Illustration of the tristable electromagnetic-induction
energy harvester

图 2 电磁式三稳态振动俘能系统回复力及势能曲线

Fig. 2 Curves of restoring force and potential energy of the
tristable electromagnetic-induction energy harvester
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态配置下的回复力和回复力势能曲线。外部静止磁

体与内部悬浮可动磁体之间的相互作用引起的非线

性回复力由Maxwell应力张量法计算得到，这种方

法在前期研究工作中已经得到验证［22］。可以看出，

回复力具有明显的非线性特征，并且三稳态系统在

三个稳态之间进行切换。该系统共有 5个平衡点

（即回复力方程的 5个根），包括 3个稳定平衡点和 2
个不稳定平衡点。

2 实验研究

所设计的电磁感应式三稳态俘能器采用双层同

心管结构，外部静止磁体阵列通过两铝套管与外部

聚甲基丙烯酸甲酯管（PMMA管，Ф55 mm×Ф49
mm）连接。可动悬浮磁体被放置在内部 PMMA管

（Ф35 mm×Ф30 mm）内，通过调整磁极方向使其在

两端部固定磁体磁斥力作用下悬浮于内部 PMMA
管内。内管中的悬浮磁体与内管壁之间的径向间隙

采用一圈铜珠填充，铜珠的滚动运动可以大幅降低

摩擦力，保证可动磁体可沿管的轴向平滑运动。铜

珠的尺寸为 Φ4 mm。通过调整外部固定磁体与悬

浮磁体的相对几何位置关系，可以改变回复力势能

函数的形状，并构建三稳态回复力势能函数。

三稳态俘能器振动测试布置如图 3所示。采用

ODV100⁃400（M＆T HORIZON）激光位移计测量

可动磁体沿套管的轴向位移。激光位移传感器固定

于三脚架并采用直流稳压电源供电。为消除重力影

响，将三稳态俘能器轴向沿水平方向固定于振动实

验台上。参照 IEC 60068⁃2⁃6［23］振动测试规范，进行

了扫频测试。将灵敏度为 9.71 mV/g 的压电加速度

计（IEPE）固定于振动实验台，通过反馈信号实现对

振动激励的控制。

图 4为系统的实验布置示意图，内部 PMMA管

中的悬浮可动磁体（红色虚线框所示）与轻木杆连

接，管的左右两端分别固定有圆环形静止磁体（蓝色

虚线框所示），轻木杆从左边圆环形磁体穿出，激光

位移计照射出的光束投在木杆中心，进而探测悬浮

磁体的实时运动位移。外部静止磁体（绿色虚线框

所示）固定于外部 PMMA管上，与内部静止磁体一

起建立起磁约束势能，在外部振动激励下，可动悬浮

磁体在势能的约束下进行非线性振动。三稳态电磁

俘能系统的实验参数如表 1所示。

将采样频率为 20000 样本/s 的示波器（Tek⁃
tronics DPO4014）的电压探头与俘能器输出端及负

载电阻相连，形成闭合回路。示波器采样数据存储

于本地计算机硬盘中以供后续分析。示波器被用作

表 1 电磁式三稳态振动俘能系统实验参数

Tab. 1 Parameters of the tristable electromagnetic

-

induction energy harvesting system

参数

m

c

a1
a2
b

RL

Rcoil
Lcoil
Cdamping
µ

线圈内、外径

线圈线径

线圈高度

匝数

悬浮动磁表面磁通密度 Ti

外部静磁表面磁通密度 Te

内部静磁表面磁通密度 Ts

内部磁体尺寸

外部磁体尺寸

静止磁体尺寸

d1
d2

参数取值

90.6
407
85
85
160
41.5
41.32
97.92
0.2
3.5

Ф30.5×43.5
0.5
150
3300
0.54
0.48
0.05

Ф20×20
Ф15×15

Ф30×Ф20×6
88
88

单位

g
mm
mm
mm
mm
Ω
Ω
mH
N·s/m
A·s/m
mm
mm
mm
/
T
T
T
mm
mm
mm
mm
mm

图 3 电磁式三稳态振动俘能系统实验平台

Fig. 3 Experimental platform of the tristable electromagnetic-
induction energy harvesting system

图 4 电磁式三稳态振动俘能系统实验布置示意图

Fig. 4 Experimental setup of the tristable electromagnetic-
induction energy harvesting system
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数据采集设备，并与装有 Labview SignalExpress软
件的便携电脑相连，以激活触发/记录模式，实现数

据的连续采集。

3 结果讨论

扫频结果如图 5所示，青色线分别表示为可动

磁体位移和电流的时间序列，黑色点表示频闪采样

点。将可动磁体的位移以及回路中的电流的闪频采

样点（按照激励频率）叠加到相应的时间序列上。激

励频率Hz ( t )可以表示为时间 t的函数

Hz ( t) = f0 ∙2( )t
60/Sr （7）

f0为扫频初始频率，Sr为扫频速率。初始频率

f0 = 5 Hz，扫频速率 Sr= 0.2 OCT/min（即频率每

5 min增加 1倍，扫频频率从 5 Hz到 10 Hz需要 5
min，从 10 Hz到 20 Hz同样也需要 5 min）。示波器

采 样 频 率 为 200000 样 本/s，即 采 样 间 隔 ∆t=
0.00005 s。时间序列显示了在不同激励频率下磁体

的位移幅值及三稳态俘能系统的电流输出幅值。按

照
1

Hz ( )t
/∆t的序列差对基于示波器采样数据进行

频闪采样，可以反映在不同激励频率下电磁感应式

三稳态振动俘能系统响应的周期特性。

所设计的电磁式三稳态振动俘能系统在工作过

程中会出现阱内振动、混沌及阱间高能态轨道等多

种动力学行为，并随激励条件的改变而相互转化，如

图 5所示。电磁感应式三稳态俘能系统在扫频实验

中经历一系列的状态变化：阱内周期运动→混沌运

动→阱间运动→混沌运动→阱间运动→阱内周期

运动。

在扫频时随着激励频率增加，振子先在初始平

衡点附近运动，系统表现为每个强迫运动周期内的

单冲程阱内运动（如截面 A⁃A所示）。在特定的激

励频率下，短时内系统发生改变，进入混沌状态（如

截面 B⁃B所示），随后进入阱间运动即高能态轨道状

态，庞加莱截面及相图如截面 C⁃C中所示。随着激

励频率的进一步增加，电磁感应式三稳态俘能系统

在一个较长的时间段内表现为混沌状态，其特点是

振子从原有势能轨道逃逸，在区域界线内不确定地

出现。一定频率下，系统返回阱间运动即高能态轨

道状态，如 E⁃E截面相图所示。当激励频率超过一

定范围后，系统将围绕一特征平衡点做周期振动，如

截面 F⁃F所示。横截面 C⁃C和 E⁃E所示的高能态轨

道运动都表现出了异宿分岔，即两个不相邻势能阱

之间的运动，但两种状态相图的形状具有一定差异。

前者具有与局部稳定极限环相交织的高能态轨道运

动，表明振子在沿高能态轨道运动时会被局部极限

环吸引，随后摆脱局部吸引子，继续阱间运动；而后

者的特点是哑铃形轨道，表现为持续阱间振动。扫

频过程中，特定频率下振子位移幅值以及电流幅值

显著，说明阱间高能态轨道和混沌运动可以显著增

加激励周期内的振动俘能器的输出电流和能量。

基于电磁感应原理的三稳态俘能系统的分数阶

阻尼模型仿真计算结果如图 6（a），7（a），8（a）所示。

图 5 电磁式三稳态振动俘能系统扫频实验

Fig. 5 Experimental frequency sweep tests
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其中每幅图均包括两个子图：位移⁃速度相图和时域

响应图。模型参数在表 1中列出，其中阻尼 Cdamping=
0.2 N·s/m，电磁耦合系数 µ=3.5 A·s/m，阻尼系数

C damping = ξCc= ξ2 mk，Cc 为 系 统 的 临 界 阻 尼 。

Cdamping 为动力学模型的关键参数，本文借鉴文献

［12］中的遗传算法，基于实验测试数据进行阻尼系

数的参数辨识。

图 6为电磁式三稳态振动俘能系统阱内运动的

结果，可动磁体在平衡点附近运动，三稳态俘能系统

表现为平衡点附近的阱内运动。利用分数阶阻尼模

拟换能器工作时的电磁阻尼力，建立磁浮式三稳态

俘能器数学模型，并进行数学仿真。取分数阶导数

的阶数为 q=0.95时仿真结果（图 6（a））与实验结果

（图 6（b））吻合较好，因此认为利用所建立的基于分

数阶阻尼所建立的数学模型可以对速度幅值、平衡

点位置、相图以及时域响应作出较好估计。从相图

中可以看出系统围绕着一个稳定平衡点进行稳定极

限环运动。

图 7是三稳态俘能系统在混沌运动下的结果。

由于磁相互作用引起的跳跃现象，三稳态俘能系统

在三个稳态之间不断地切换。将庞加莱截面绘制于

相图上，可看到阱间的非周期运动。从仿真结果（图

7（a））和实验测试结果（图 7（b））可以看出混沌状态

下振子运动轨道表现为一系列离散的点。这里取分

数阶导数的阶数为 q=0.95。
图 8是三稳态俘能系统的阱间运动结果。振子

从势能阱中逃逸，形成阱间振动。相图具有哑铃形

轨道特征，表明系统保持持续阱间振动。仿真结果

（图 8（a））与实验测试结果（图 8（b））匹配较好，速度

幅值、平衡点位置、相图、庞加莱截面以及时间响应

都可以用计算模型得到很好的估计。同样这里取分

数阶导数的阶数为 q=0.95。
图 9显示的是电磁式三稳态振动俘能系统在扫

频测试过程中的功率输出。对于所设计的电磁感应

式三稳态振动俘能系统，相比于阱内周期运动，阱间

运动具有更大机械运动冲程，功率输出明显提高。

因此通过系统设计，实现三稳态振动俘能系统高能

态阱间运动，可显著提高振动俘能系统的输出电流。

与传统的线性系统相比，电磁感应式非线性三稳态

振动俘能系统可在更宽的频带范围内实现能量

捕获。

图 6 电磁式三稳态振动俘能系统阱内运动

Fig. 6 Intra-well movement of the tristable electromagnetic-
induction energy harvester

图 7 电磁式三稳态振动俘能系统混沌运动

Fig. 7 Chaotic oscillation of the tristable electromagnetic-
induction energy harvester
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4 结 论

本文提出了基于电磁感应原理的三稳态振动俘

能系统，建立了基于分数阶阻尼的电磁感应式三稳

态振动俘能系统的动力学模型，开展了非线性振动

特性的实验研究，主要结论如下：

（1）三稳态电磁式振动俘能系统展现出混沌、分

岔及高能态轨道运动等复杂的非线性动力学行为。

实验研究揭示了动态分岔、势能阱逃逸、高能态轨

道、异宿分岔和混沌运动现象，且各种状态之间存在

相互转化。

（2）分数阶微积分可用于描述电磁感应式俘能

器的阻尼力机制，KB平均法可用于求解三稳态振

动俘能系统的动力学模型。采用相图、庞加莱截面

及分岔图可有效刻画三稳态电磁俘能系统的非线性

振动特性。

（3）可利用多稳态电磁俘能系统的非线性振动

特性有效拓宽能量收集频带。与基于压电材料的非

线性俘能系统相比，电磁感应式多稳态俘能系统可

以实现较大的电流和功率输出，具有广阔应用前景。
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Abstract: The monitoring nodes of the wireless sensor network require an external power supply，and it costs a lot to build and
maintain the power supply infrastructure. By using environmental vibration energy to supply power to the monitoring node，it not on⁃
ly saves a lot of investment，but also saves energy and protects the environment，and thus has broad application prospects. Howev⁃
er，the state-of-the-art resonant energy harvester has a narrow operating band，and the nonlinear approaches deliver small output
power，which is difficult to drive the load circuit. In view of this，this paper proposes a multi-stable nonlinear electromagnetic energy
harvesting system and conducts the related experimental study. The fractional-order damping model of the system is established. Ex⁃
perimental research reveals nonlinear behaviors such as dynamic bifurcation，potential well escape，high-energy state orbit，and cha⁃
otic motion. The results indicate that Poincaré cross-section stroboscopic sampling algorithm and bifurcation diagram can effectively
describe the nonlinear vibration characteristics of the system. The multi-stable electromagnetic system can be utilized to increase the
output power and current（i.e. electrical load capacity）of energy harvesters as well as broaden the operating range of frequencies.

Key words: nonlinear vibration；energy harvesting；multi-stable electromagnetic energy harvesting system；chaos；bifurcation
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