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摘要: 针对摩擦块⁃制动盘系统，研究移动局部约束⁃简化的环形梁结构的耦合系统动力学特性。采用非光滑基函数

方法对系统降维求解，并引入线性弹簧代替局部约束。将环形梁偏微分方程转化为一组常微分方程，并结合移动载

荷法的基本思想，分析移动局部约束结构的模态特性。结果表明：环形梁系统出现移动模态效应；局部约束使得模

态函数出现局部峰值，剪力函数在局部约束处出现间断，同时表征载荷的位置。
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引 言

摩擦块⁃制动盘耦合系统是高维非线性系统，尤

其在考虑盘的弹性变形时，其振动方程为无穷维的

偏微分方程，通常采用动力学降维的方法进行简化。

典型的动力学降维方法包括线性和非线性 Galerkin
法、李雅普诺夫 ⁃施密特法（L⁃S法）、本征正交分解

法（POD法）、基于规范性理论的中心流形法等［1］。

针对非线性系统，常采用 POD与固定界面模态

分析方法相结合，实现系统降维［2］。综合 POD方法

核心是把系统分成线性和非线性两种子结构，利用

改进 POD方法，用线性约束代替非线性成分，使得

系统整体降维［3］，其前提是，经过泰勒展开后的非线

性作用力产生的切向刚度矩阵，在弱非线性条件下

近似为零。POD方法将相关函数正交分解，得到不

相关的函数组，使得高维系统拥有较少模态［4］，该方

法具有更高的收敛性，能够缩短计算时间。Lu等基

于瞬态时间序列，采用近似流形的方法提出修正的

POD方法，将多自由度的系统降维成两自由度，并

保留了原有的动力学行为。通过比较，改进的 POD
解能够快速找到分岔点及检测分岔曲线和均方误

差［5］。应用 POD方法的计算量减少，但只适用于弱

非线性系统，所以，改进方法的提出仍是局部约束系

统的研究重点。

伽辽金方法适用于求解线性、非线性系统动力

学方程，核心是将偏微分方程变换成一组常微分方

程，系统方程可以被降维截断成前几阶响应的叠加，

而忽视高阶响应的作用，伽辽金截断的依据是系统

能量主要集中在低阶成分中。Barone等发现伽辽

金模型的数值稳定性与投影内积的选择有关［6］。在

求解柔性盘偏微分方程时，通过伽辽金方法降维得

到的多个离散系统方程可以与振子单元的常微分方

程（组）联立。Joe等采用标准伽辽金方法，考虑制动

盘的正弦和余弦模态分析制动参数对系统的影

响［7］。Ding等结合标准伽辽金方法和非线性伽辽金

方法对转子系统进行求解，并比较两种方法的异

同［8］。王晋麟等提出一种基于模态截断的改进非线

性伽辽金方法，并将该方法与标准伽辽金法和非线

性伽辽金法比较，总结了三种方法的有效性和适

用性［9］。

非光滑基函数法作为求解局部非线性的新方

法，结合了动力学降维的思想和传统伽辽金方法，对

于非线性局部约束结构的求解具有精度高和快速收

敛的特性。具体做法是采用线性弹簧代替局部连接

处的非线性相互作用，并将与各阶模态正交化后的

基函数补充到伽辽金解上［10］。Brake 等指出相对于

标准伽辽金法得到的传统基函数，非光滑基函数方

法需要较少的基函数实现收敛，而且计算速度更快。

经过数值仿真和理论分析得出，含有局部约束的非

线性系统的降阶模型是可行的［11］。非光滑基函数方

法是对传统伽辽金法的一种补充。通过寻找局部约

束刚度、正交化和归一化等一系列步骤，将产生的非

光滑基函数补充到前几阶传统伽辽金振型，从而表
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征局部约束的位置和特点［12］。

目前，学者通常采用数值解法（主要是有限元

法）和实验方法解决制动系统移动局部约束问题。

Ouyang等研究发现，移动局部约束作用将导致系统

产生较强的制动噪声；在低速情况下，盘 ⁃块耦合系

统的接触表面载荷时变作用不容忽视；同时，制动盘

振动响应受到在圆盘周向运动的移动刚性摩擦振子

的影响［13］。Li等考虑接触表面力的时变特性，建立

质量⁃阻尼⁃弹簧振子模型，研究柔性盘的横向振动；

转速恒定时，圆盘面内出现摩擦引起的粘滑振动；而

且盘与块在低速情况下出现分离⁃再接触现象［14］。

本文研究局部约束叠加系统的模态特性；考虑

移动局部约束作用，建立移动局部约束 ⁃环形梁模

型，采用非光滑基函数方法对系统降维，分析移动局

部约束结构的模态和剪力特点。

1 移动载荷法

移动载荷法是指在求解过程中，考虑载荷 F͂的

实时运动的方法。选取时间单位步长 dt和空间位

移步长 dx。对于一个Nx等份的系统：

a）若 dx= v∙dt，即在每个时间点 dt，载荷恰好

运动到下一离散点，不需分解载荷 F
~
。同理，当

C∙dx= v∙dt（C为某一正整数）时，即每 dt时刻载荷

恰好运动到另一离散点时，不需分解载荷 F
~
；

b）当 dx= C∙v∙dt（v为速度）时，即载荷运动到

相邻点 e和 e+ 1之间时，需要将 dx细划分为 C等

份。此时，每经过 dt时刻，载荷运动 dx C。若 F
~
运

动到（e+ idx C）点（其中 i= 1，2，…，C），此时需要

将载荷 F
~
分解，且分配到 e和 e+ 1处，e点载荷大小

为 F
~

e =(1- i C ) F
~
，而 e+ 1 点 载 荷 大 小 为

F
~

e+ 1 = ( i C ) F
~
，如图 1所示。

2 非光滑基函数法

2. 1 线性弹簧刚度选取

摩擦块与制动盘之间存在相对运动，接触位置

存在局部载荷，根据非光滑基函数方法，可以采用线

性弹簧（刚度为 kp )代替局部约束，由于制动盘的周

向和径向的振动响应远小于外缘的横向振动，因此

采用环形梁模型做简化模型，替代结构如图 2所示。

含有线性弹簧的运动表达式为

L [W ( X，T ) ]+ kpW ( Xc，T ) δ ( X - Xc )= 0（1）
其中

L [W ( X，T ) ]= ρA
∂2W
∂T 2 + EI

∂4W
∂X 4 +

ρA (2V ∂2W
∂X∂T + V 2 ∂2W

∂X 2 + V̇
∂2W
∂X 2 )+ Cw

∂W
∂T 为式

（1）中的左端项。其中，T为时间，X为环形梁轴向

位置，ρ为环形梁密度，Ａ为环形梁截面面积，Ｅ为

环形梁弹性模量，I为环形梁截面转动惯量；δ为狄

里克莱函数，V为局部约束轴向移动速度。以局部

约束位置为分界，左端W 1 ( X，T )和右端W 2 ( X，T )
均为Ｘ∈［-Ｌ/2，Ｌ/2］上的响应函数。

局部约束 X = Xc附近，取临近函数W 1和W 2

W 1 ( X，t )：X∈(-
L
2，Xc )，

W 2 ( X，t )：X ∈ ( Xc，
L
2 ) （2）

环形梁系统中，W 1 和W 2 满足如下挠度、曲率

和转动的连续性边界条件

W 1 (-
L
2，T )=W 2 (

L
2，T )，

W 1，X (-
L
2，T ) =W 2，X (

L
2，T )，

W 1，XX (-
L
2，T )=W 2，XX (

L
2，T )，

W 1，XXX (-
L
2，T ) =W 2，XXX (

L
2，T ) （3）

图 1 移动载荷近似：环形梁结构

Fig. 1 Moving load simulation：the annular beam

图 2 局部约束处理：分段环形梁模型

Fig. 2 Local constraint problem：sectionalized annular beam
model
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同时满足如下连续性边界条件

W 1 ( Xc，T )=W 2 ( Xc，T )，
W 1，X ( Xc，T )=W 2，X ( Xc，T )，
W 1，XX ( Xc，T )=W 2，XX ( Xc，T )，

EI [W 1，XXX ( Xc，T )-W 2，XXX ( Xc，T ) ]=
kpW 2 ( Xc，T ) （4）

选取线性弹簧刚度 kp，过高的刚度值产生较小

的幅值，而过低的刚度值很难准确表现出局部作用

对振型的影响［10］。图 3中，选取曲线中频率变化趋

势出现转化拐点处的刚度值，即 kp= 106。

2. 2 参考模态选取

通 过 时 间 和 空 间 离 散 近 似 ，响 应 函 数

Wm ( X，T )可表示为

Wm ( X，T )= ∑
n= 1

∞

qmnψmn ( X )， m= 1，2 （5）

式中 qmn为对 T的响应函数。

取模态函数

ψmn ( X )= Cmn1 sin ( λn X )+ Cmn2 cos ( λn X )+
Cmn3 sinh ( λn X )+ Cmn4 cosh ( λn X ) （6）

式中 λn为固有频率对应的本征值，而固有频率可

通过下式计算得到

pn=
EI
ρA

λ2n （7）

引入满足边界条件的普通基函数 φ χ ( X )，并考

虑到正、余弦模态特点，得到其基函数形式为。

φ χ ( X )=

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

2
ρAL

sin ( χ+ 1 ) πX
L

，χ是奇数

2
ρAL

cos χπX
L

，χ是偶数

（8）

φ χ ( X )的固有频率可通过下式求得

pχ ( X )=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

EI
ρA

é
ë
ê

ù
û
ú

( χ+ 1 ) π
L

2

，χ是奇数

EI
ρA ( )χπ

L

2

，χ是偶数

（9）

2. 3 非光滑基函数形式

引入向量 v1和 v2的正交函数

projv1 ( v2 )=
v1，v2

v1，v1
v1 （10）

非光滑基函数可表示成如下形式

ψ
-

mn
=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ψmn ( X )- ∑
χ= 1

Ns

projφχ [ ψmn ( X ) ]，

n= 1

ψmn ( X )- ∑
n= 1

Ns

projφχ [ ψmn ( X ) ]-

∑
p= 1

n- 1

projψm [ ψpn ( X ) ]，

n= 2，3，4，…

（11）

选取如下式的归一化方程，得到标准形式的非

光滑基函数方程为

∫
- L
2

L
2 ρAψmψndX = δmn （12）

3 局部约束叠加系统

采用非光滑基函数方法求解局部约束叠加系统

模态，在简支梁距离两简支端的对称位置处分别施

加局部约束，如图 4所示。通过非光滑基函数求解，

得到叠加约束条件下的局部约束补充模态如图 5
所示。

图 5中，局部约束模态函数保持特有的连续性，

不因局部约束的存在而间断，虽然设解函数是两段

图 3 参考系统频率和线性弹簧刚度关系

Fig. 3 Relationship between frequency and linear stiffness
for the reference system

图 5 双约束下简支梁模态

Fig. 5 The mode of simple supported beam with double local
constraints

图 4 叠加局部约束简支梁模型

Fig. 4 The model of simple supported beam with double
local constraints
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或是多段，但是模态都是连续的。图 6中，剪力在局

部约束处出现间断，能够反映局部约束的位置和大

小，是对传统模态方法的改进。

4 移动载荷激励下环形梁的模态分析

4. 1 模态频率求解

计算得到的环形梁前四阶频率本征值分别为

λ0 = 3.11，λ1 = 6.47，λ2 = 12.53和 λ3 = 18.76，如表

1所示。表中，除零阶频率（平移和旋转频率）外，参

考函数的频率本征值和普通基函数的值差异较小。

此外，非零阶固有频率出现双频，即正弦模态频率和

余弦模态频率。

通过数值解与试验值对比，除第二阶试验中存

在弯扭耦合频率的影响外，其他阶次试验值与真实

值之间的差异较小，验证了数值模型的准确性。

4. 2 移动参考模态特性

根据模态函数（11），求出一阶移动载荷下的参

考模态，如图 7所示。水平轴表示随时间变化的移

动局部约束位置。分析表明，制动盘横向振动模态

随时间移动的特点明显，摩擦块与制动盘之间的接

触力在移动区域（X ∈[ -L 2，L 2 ]）内实时变化，

曲线上的点表示载荷的位置。图 8中，模态曲线在

水平和竖直方向均成对称分布，而局部约束载荷出

现在模态曲线的峰值处。图 7中的移动参考模态特

性与文献［15］中有限元结果相一致。

4. 3 非光滑基函数模态

相比于普通基函数和参考基函数，非光滑基函

数需要较少的模态就能达到收敛。图 9为二阶非光

滑基函数的模态和剪力。非光滑基函数对非线性不

敏感，即得到的基函数不需要随非线性条件的变化

而重新计算，因为派生的模态不依赖于含普通基函

数的离散模态。

同样地，考虑移动载荷作用的平移模态和非光

基函数的前三阶模态如图 10所示，其中 xc= 0.1表
示局部约束载荷位置。图中，实点和曲线分别代表

载荷位置和移动模态。与参考模态相比，叠加模态

图 6 双约束下筒支梁剪力函数

Fig. 6 The shear force function of simple supported beam
with double local constraints

表 1 频率本征值及相应频率

Tab. 1 Eigenvalues and frequencies

非光滑基函

数阶次 n

0
1
2
3
4
5

非光滑基函

数本征值 λn

3.1
6.5
12.5
18.8
25.0
31.3

非光滑基函

数频率/kHz

0.04
0.18
0.73
1.63
2.89
4.52

普通基

函数阶次

(2n和 2n-1)
0
1,2
3,4
5,6
7,8
9,10

普通基函

数本征值

λ2n和 λ2n- 1
0
2π
4π
6π
8π
10π

普通基函数

频率/kHz

0
0.18
0.72
1.62
2.89
4.51

试验值/
kHz

-

0.15
0.46
1.80
2.73
4.35

非光滑基函数

频率与试验值

差异/%
-

20
59
10
6
4

图 8 第二至五阶参考模态

Fig. 8 The 2nd-5th order modes of the reference function

图 7 一阶参考模态移动作用

Fig. 7 Moving effect for the 1st-oder reference function
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曲线的峰值恰好在载荷位置处。经分析，非光滑基

函数法的主要特点为模态函数的连续和剪力函数的

间断，无论模态函数还是剪力函数，载荷位置都很明

显。因此，非光滑基函数是对参考模态的补充。

此外，非光滑基函数模态相对于水平方向非对

称，模态函数的突出位置与剪力曲线的不连续部分

对应的水平坐标一致。与普通基函数和参考模态函

数相比，非光滑基函数更适合求解局部约束问题，可

以清晰表达移动载荷的位置。

5 结 论

本文研究了移动局部约束 ⁃简化的环形梁结构

的耦合系统动力学特性。提出移动载荷法的基本思

想，并应用非光滑基函数方法对移动局部接触作用

的环形梁系统降维，计算分析其模态特性。

1）环形梁模型计算的固有频率与试验解相近，

验证了模型的正确性；

2）局部约束结构具有以下特点：模态函数连续

和剪力不连续；

3）移动载荷作用下的环形梁出现移动模态效

应，与有限元结果一致；

4）模态函数和剪力函数都能表征局部约束载

荷位置，即模态曲线中出现局部峰值位置和剪力曲

线间断位置对应的水平坐标。
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Modal analysis of structures with moving local constraints

SUI Xin1，2，DING Qian2，3，MA Zhi-xin1

（1.China Academy of Launch Vehicle Technology，Beijing 100076，China；
2.Department of Mechanics，Tianjin University，Tianjin 300350，China；

3.Tianjin Key Laboratory of Nonlinear Dynamics and Control，Tianjin 300350，China）

Abstract: Focusing on the friction block-brake disc system，local constraint on mobile-simplified coupled system dynamics annular
beam structure. Numerical procedure is adopted using the order reduction method，the augment by non-smooth basis function with
linear spring，applied to express the local effect. Then the PDE of the disc is reduced to a group of ODEs，in order to get the mode
function and the time-varying responses. It is found that the moving modes exist to be the nature of moving load problems. The
prominent part and discontinuity（jump）appear in the mode and shear force functions respectively at the position of the moving
force.

Key words: nonlinear vibration；local restrained；moving modes；non-smooth basis function；shear force
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