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摘要: 基于单集中力作用下半无限平面的应力分布公式，利用外载荷叠加原理，得到自平衡面内集中力系作用下薄

圆盘的应力分布公式，通过积分计算进一步获得自平衡面内分布力系作用下薄圆盘的应力分布表达式。取切比雪

夫多项式与边界函数的乘积作为容许函数，应用里兹法分别导出薄圆盘在任意面内静力荷载作用下的横向自由振

动与屈曲的特征值方程，数值求解特征值方程得固有频率和屈曲荷载。与取幂级数和傅里叶级数乘积作为容许函

数以及有限元结果对比验证了方法的快速收敛性和高精度。
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引 言

薄壁结构具有重量轻、经济性好等优点，被广泛

应用于航空、桥梁、机械等领域，在使用过程中人们

发现其较易发生共振。而结构边界约束等亦会引起

薄壁结构的面内初应力，导致其原有的动力特性发

生改变，使得实际使用中出现的共振难以控制。

圆盘在经典边界条件下的振动研究已十分成

熟，一些学者研究了圆盘在各种边界条件下的振动

特性。石先杰等［1］采用谱几何法分析了弹性边界条

件下圆盘横向自由振动特性。武兰河等［2］采用微分

容积法求解任意边界条件下中厚圆盘的轴对称自由

振动。李秋红等［3］采用改进的 Fourier⁃Bessel级数

方法和 Rayleigh⁃Ritz法对任意弹性边界条件下圆盘

的自由振动进行分析。Shi等［4］提出了一种求解任

意边界条件下圆盘自由振动的统一方法，将位移解

用一种简单的三角级数展开形式表示。Zhang等［5］

基于简化板理论和改进的二维傅里叶⁃里兹法，建立

了圆盘在各种弹性边界条件下振动特性的统一分析

模型。对于面内荷载作用下的振动特性也有学者进

行了研究，杜国君［6］分析了均布载荷作用下圆盘在

非线性弯曲静平衡构形附近的微幅自由振动，使用

修正迭代法求解，得到了固有频率 ⁃载荷的特征关

系。Maretic等［7］以贝塞尔函数形式给出了等压作

用下圆盘横向振动的解析解。上述研究表明：初始

荷载显著影响结构的动力学性能，而固有频率是反

映结构力学特性的一个重要参数。

关于薄圆盘的屈曲问题，早在 19世纪末，Bry⁃
an［8］就指出：沿周边受压圆盘的屈曲荷载与径向对

称屈曲模态相对应。而对于复杂荷载作用下薄圆盘

的屈曲问题，此时的挠度将不再是径向对称，求其解

析解是十分困难的，这方面的研究文章还不多见。

Aung等［9］研究了薄圆盘在中间和边缘径向载荷作

用下的弹性屈曲问题。马连生等［10］根据圆盘轴对称

特征值问题数学上的相似性，研究了不同理论间圆

盘特征值的解析关系。邱文彪［11］利用圆盘的应变能

构造圆盘屈曲问题的哈密顿体系，将圆盘临界载荷

和对应屈曲模态的求解归结为广义辛本征值和辛本

征解问题。丁华建等［12］利用有限元软件计算了圆盘

在不同计算单元模式下的屈曲问题，结果表明，常用

的板和壳单元对薄板屈曲问题求解有一定的局限

性。Ayoub等［13］研究了圆盘在一对径向集中力作用

下的自由振动与屈曲特性。张海军等［14］使用 Ritz法
求解了薄圆盘在径向面内荷载下的振动和屈曲

特性。

本文基于弹性力学基本公式，引入参数 h为力

的作用线到圆心的距离，推导出圆盘在任意自平衡
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面内荷载作用下的应力场解析解。将应力场方程代

入圆盘能量方程，得到任意面内荷载下振动与屈曲

的特征方程，采用切比雪夫多项式和边界函数的乘

积作为位移试函数，通过求解特征方程可以对任意

面内荷载作用下圆盘的振动与屈曲特性进行分析。

研究结果弥补了分析初应力下圆盘动力特性及稳定

性时，面内载荷只能为径向加载的不足。

1 任意自平衡面内荷载作用下薄圆盘

的应力场

1. 1 自平衡集中力系作用下圆盘的应力场

考察半无限空间中如图 1所示的薄圆盘区域，

集中力 P沿弦 AB方向作用于 A点，设其力的作用

线 AB 至 圆 心 O 的 距 离 为 弦 心 距 h，与 r 轴 的 夹

角为 θ0。

由集中力作用下半无限平面应力公式可知［15］，

在集中力 P作用下，点M处沿 r2方向的应力为

{σr2 =- 2P
π
cosθ2
r2

σθ2 = τrθ2 = 0
（1）

为维持与集中力 P的平衡，沿圆盘边界需存在

合力指向 A点的分布载荷。当存在多个集中力时，

每个集中力都会在圆盘边界引起对应的分布荷载。

当圆盘边界的集中力自平衡时，则边界载荷径向均

布，满足

∑ P
πd sin ( θ1 + θ2 )= ∑ P R2 - h2

2πR2 （2）

把圆盘从半空间取出，将式（2）反向施加于圆盘

边界即可满足边界处分布荷载为 0。因此，自平衡

集中荷载作用下圆盘内任一点的应力为式（1）与（2）
的反向叠加。

过圆心 O点做 CD与力 P作用线平行，将点M

沿 r2的应力转化为以点O为原点，r为正方向的极坐

标应力：

σr=
τxy
2 sin [ 3π- 2( θ- θ0 ) ]+ σx cos2 [

3π
2 -

( θ- θ0 ) ]+ σy sin2 é
ë
ê

ù
û
ú

3π
2 -( θ- θ0 ) （3）

σθ=-
τxy
2 sin [ 3π- 2( θ- θ0 ) ]+ σx sin2 [

3π
2 -

( θ- θ0 ) ]+ σy cos2 é
ë
ê

ù
û
ú

3π
2 -( θ- θ0 ) （4）

τrθ=( σy- σx )sin é
ë
ê

ù
û
ú

3π
2 -( θ- θ0 ) × cos [

3π
2 -

( θ- θ0 ) ]+ τxy{ }1- 2 sin2 é
ë
ê

ù
û
ú

3π
2 -( θ- θ0 ) （5）

由图 1中的几何关系，综合式（2）⁃（5）可得 I个
自平衡集中力系作用下圆盘的应力场表达式，对其

进行无量纲化，取 r= -r R，h= -h R，得到：

-σ r=∑
i=1

I

{ 1--h
2

2π - 2
π [ 1--h

2 +
-r cos ( θ- θ0 ) ]×[-

-h sin ( θ- θ0 )+
-r+

1--h
2 cos ( θ- θ0 ) ]2/

-L
2 } （6）

-σ θ=∑
i=1

I

{ 1--h
2

2π - 2
π [ 1--h

2 +
-r cos ( θ- θ0 ) ]×[

-h cos ( θ- θ0 )+

1--h
2 sin ( θ- θ0 ) ]2/

-L
2 } （7）

-τ rθ= ∑
i= 1

I 2
π { ( 1- 2

-h
2 )sin ( θ- θ0 )cos ( θ- θ0 )+

-r 1- -h
2 sin ( θ- θ0 )+

-r-h cos ( θ- θ0 )-
-h 1- -h

2 [ 2 sin2 ( θ- θ0 )- 1 ] } /
-L
2×

[ 1- -h
2 + -r cos ( θ- θ0 ) ] （8）

式中
-L =1+ -r

2- 2 -r-h sin ( θ- θ0 )+ 2
-r 1- -h

2 ·
cos ( θ- θ0 )。

1. 2 自平衡分布力系作用下圆盘的应力场

如图 2所示，假设一个面内分布力函数表达式

为 F ( θ，h )= pφ ( θ，h )，其中 p为分布力的最大值。

图 1 面内集中力作用下的圆盘区域

Fig. 1 A disk area under an in-plane concentrated force

图 2 分布力作用下的圆盘

Fig. 2 A disk under a distributed force

1002



第 5 期 李国荣，等：任意面内荷载作用下薄圆盘的自由振动与屈曲分析

那么作用于位置 θ= θn，h= hn 的力为 F ( θn，hn )=
pφ ( θn，hn )，则对于 dθnd

-h n范围内的作用力可以看作

是集中力 dp，其值为 dp= pφ ( θn，
-h n ) dθnd

-h n。将 dp

代入式（6）⁃（8）并在区间［θ1，θ2］，［
-h 1，

-h 2］进行积分，

可得K个分布力系作用下的圆盘面内应力：

-σ r= ∑
k=1

K ∫θ1
θ2 ∫-h 1

-h 2
{ -2 [--h sin ( θ- θ0 )+

-r+

1- -h
2 cos ( θ- θ0 ) ]2 ·

1- -h
2 + -r cos ( θ- θ0 )
π-L 2 +

1- -h
2

2π } φ ( θn，
-h n ) dθnd

-h n （9）

-σ θ= ∑
k=1

K ∫θ1
θ2 ∫-h 1

-h 2
{ -2 [ -h cos ( θ- θ0 )+ 1- h2 ·

sin ( θ- θ0 ) ]2
1- -h

2 + -r cos ( θ- θ0 )
π-L 2 +

1- -h
2

2π } φ ( θn，
-h n ) dθnd

-h n （10）

-τ rθ=∑
k=1

K ∫θ1
θ2 ∫-h 1

-h 2
{ 2 { ( 1-2-h 2 )sin ( θ-θ0 ) ·

cos ( θ-θ0 )+
-r 1--h

2 sin ( θ-θ0 )-
-h 1--h

2 [ 2 sin2 ( θ-θ0 )-1 ]+

-r-h cos ( θ-θ0 ) }
1--h

2 +-r cos ( θ-θ0 )
π-L 2 } ·

φ ( θn，
-h n ) dθnd

-h n （11）

1. 3 任意自平衡荷载作用下圆盘的应力场

任意面内力系是指由分布荷载（I个）与集中力

（K个）共同作用的面内力系。根据线性叠加原理，

多个力的共同作用效应，可以分解为各个力分别作

用下效应的代数和。根据该原理，由 1.1节和 1.2节
的解可推导出任意面内力系作用下圆盘的面内应

力为

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

σr= ∑
i= 1

I

σri+ ∑
k= 1

K

σrk

σθ= ∑
i= 1

I

σθi+ ∑
k= 1

K

σθk

τrθ= ∑
i= 1

I

τrθi+ ∑
k= 1

K

τrθk

（12）

式中 σri，σθi，τrθi分别表示第 i个集中力作用下圆盘

的径向应力、环向应力和切向应力。σrk，σθk，τrθk分别

表示第 k个分布力作用下圆盘的径向应力、环向应

力和切向应力。

2 振动与屈曲方程

2. 1 振动方程

在弹性力学中，薄圆盘在极坐标下经过无量纲

化的最大变形能Umax、最大外力功Wmax、和最大动能

Tmax分别为：

Umax =
D
2R2 ∫0

2π ∫0
1
{ -2( 1- μ ) ·

∂2 ----W
∂ -r 2 ( )1

-r
∂----W
∂ -r

+ 1
-r
2
∂2 ----W
∂θ 2 + 2( 1- μ ) ·

é

ë
êê
∂
∂ -r ( 1-r ∂

----W
∂θ )ù

û
úú

2

+ ∇2 ----W
2 } -r d -r dθ （13）

Wmax =
P
2R ∫0

2π ∫0
1 é

ë
ê
ê
-σ r ( )∂----W

∂ -r

2

+ -σ θ ( )1
-r
∂----W
∂θ

2

+

ù

û
úú2-τ rθ

∂----W
∂ -r ( )1

-r
∂----W
∂θ

-r d -r dθ （14）

Tmax =
ρHR2ω2

2 ∫0
2π ∫0

1----W
2 -r d -r dθ （15）

式中 D= Eh3 [ 12( 1- μ2 ) ]为圆盘的弯曲刚度，
----W为振型函数，∇为 Laplace算子，ρ为密度，H为圆

盘厚度，R为圆盘半径，μ为泊松比，ω为固有振动频

率，
-σ r，

-σ θ和
-τ rθ为前面求得的圆盘无量纲径向应力、

环向应力和切向应力。

采用分离变量法构建圆盘的振型函数，在径向

使用第一类切比雪夫多项式 Tn ( x ) x= cos nθ，x=
cos θ表示振型［16］，在环向使用傅里叶级数表示振型

W ( r，θ )= φ ( r ) ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

Cmn cos [ ( n- 1 )θ ]×

cos [ (m- 1 )arccos r ] （16）
式中 φ ( r )为圆盘的边界函数，需满足圆盘的边界

条件，为简化分析对边界函数进行无量纲处理，设

r= -r R，则边界函数可表达为

周边自由：
-φ ( -r )= 1

周边简支：
-φ ( -r )= 1- -r

周边固支：
-φ ( -r )= (1- -r )2

将边界函数代入式（16），可得

----W ( -r，θ )= -φ ( -r ) ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N -C mn cos [ ( n- 1 )θ ] ·

cos [ (m- 1 )arccos -r ] （17）
定义圆盘的能量泛函为

Π= Umax +Wmax - Tmax （18）
根据 Ritz法可得

∂Π
∂Cmn

= 0 （19）
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将上式表达为齐次线性方程组的形式

｛K+ -P S- -Ω
2
M｝
-
C mn= 0 （20）

式中 K为刚度矩阵，S为几何刚度矩阵，M为质量

矩阵。
-P为无量纲初应力，

-Ω为无量纲固有频率，其

表达式为

-P = PR
D

，
-Ω = ωR2 ρH

D
待定系数

-
C mn列阵为

-
C mn= [-C 11，

-C 12，⋯，
-C 1N，

-C 21，⋯，
-C M1，⋯，

-C MN ]T

求解特征方程（20），可得圆盘在面内荷载作用

下的无量纲频率。

2. 2 屈曲方程

由板的稳定性理论可知，当
-Ω = 0时，对应的荷

载为圆盘的最小屈曲荷载，则式（20）可退化为

{ K+ -P S } -C mn= 0 （21）

3 收敛性与精确性分析

为了验证本文方法的收敛性，分别考查如图 3⁃4
所示周边简支薄圆盘在两对平行集中力作用下的固

有频率值和一对局部分布荷载作下的屈曲值，荷载

参 数 如 表 1 所 示 。 圆 盘 半 径 R=1 m，厚 度 H=
0.015 m，弹性模量 E=210 GPa，密度 ρ=7800 kg/
m3，泊松比 μ=0.3。表 2给出了简支圆盘无量纲固

有频率的收敛性，表 3给出了简支圆盘无量纲屈曲

值的收敛性。对式（20）和（21）求积分时，采用分段

Gauss求积法，将圆盘域沿径向等分为 10个区间，环

向等分为 24个区间，每个区间采用 15个 Gauss点计

算。可以看出，当截断级数取M=N=8时，可精确

到三位有效数字，在后续的计算中均采用与此例相

同的分段和级数项。利用 ABAQUS有限元软件进

行 计 算 ，使 用 三 角 形 自 由 映 射 法 将 圆 盘 划 分 为

257061个单元，采用 S3壳单元进行计算。将得到的

结果与本文对比，可以看出，本文结果与有限元结果

十分吻合，最大误差仅为 0.94%。图 5给出了图 3加

载方式所对应的前 3阶振型模态。

下面分别考察简支圆盘的无量纲频率、周边均

布荷载作用下的无量纲屈曲荷载和一对径向集中力

作用下的无量纲屈曲荷载，将本文解与文献［13⁃14］
及有限元结果比较，如表 4，5和 6所示。

表 4中，文献［13］遗漏了二阶频率，其余数值与

本文吻合良好。表 5中，本文解与 FEM解基本一

图 3 两对平行集中力作用下的圆盘

Fig. 3 A disk under two pairs of parallel concentrated forces

图 4 一对局部分布荷载作用下的圆盘

Fig. 4 A disk under a pair of locally distributed loads

图 5 两对平行集中力作用下简支圆盘的模态

Fig. 5 Modes of simply supported disk under two pairs of
parallel concentrated forces

表 1 荷载参数

Tab. 1 Load parameters

加载形式

集中荷载(图 3)

分布荷载(图 4)

荷载

P1
P2
P3
P4
p1
p2

P/N
260000
260000
260000
260000

—

—

h/m
0.5
0.5

-0.5
-0.5

[-0.002,0.002]
[-0.002,0.002]

θ0
0
π
0
π
0
π
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致，但与文献［14］的三、四阶频率差异很大。表 6
中，本文解与 FEM 吻合较好，高阶频率精度优于文

献［14］。

在表 3中本文给出了一对极小范围内分布荷载

作用下的简支圆盘屈曲值，如将其近似为集中荷载，

则 对 应 的 屈 曲 荷 载 为 pcr1=3267.613×0.004=
13.046，与集中荷载作用下的屈曲值 13.161比较，误

差仅为 0.87%，也间接证明了本文方法的精确性。

4 参数分析

4. 1 集中荷载位置对圆盘屈曲载荷的影响

考虑如图 3所示受两对平行荷载作用简支圆盘

的无量纲屈曲荷载，分析载荷位置的影响，集中力位

置变化范围 h=［0，R/2］。图 6给出了前 6阶求解

结果，可以看出，在 h由 0增大到 R/2的过程中，h=
R/6之前，圆盘的屈曲荷载变化均较为平缓，而在

h=R/6之后则呈增大趋势，尤其是高阶屈曲值增幅

明显。圆盘的一阶屈曲荷载在 h=R/6附近达到最

低点，说明于此处加载集中力，圆盘最易发生屈曲。

此外，在 h=0时所得到的前 6阶屈曲荷载，为表 6中
一对径向集中荷载作用下简支圆盘屈曲载荷的一

半，再次证明了本文方法的正确性。

表 5 周边均布荷载下简支圆盘无量纲屈曲载荷比较

Tab. 5 Comparison of dimensionless buckling loads of sim⁃
ply supported disk under uniformly distributed loads

方法

文献[14]
ABAQUS
本文解

pcr1
4.235
4.200
4.197

pcr2
12.963
13.173
13.138

pcr3
13.286
24.986
24.855

pcr4
21.356
29.253
29.045

表 6 一对径向集中力下简支圆盘无量纲屈曲载荷比较

Tab. 6 Comparison of dimensionless buckling loads of
simply supported disk under a pair of radial con⁃
centrated forces

方法

文献[13]
文献[14]
ABAQUS
本文解

Pcr1
13.148
13.141
13.130
13.161

Pcr2
—

20.711
20.051
20.054

Pcr3
—

31.100
30.032
30.050

Pcr4
—

44.858
42.375
42.518

表 4 无荷载作用下简支圆盘的无量纲固有频率比较

Tab. 4 Comparison of dimensionless natural frequencies
of simply supported disk with no load

方法

文献[13]
文献[14]
ABAQUS
本文解

Ω1
4.935
4.935
4.933
4.933

Ω2
—

13.898
13.909
13.898

Ω3
25.619
25.613
25.639
25.613

Ω4
29.736
29.720
29.726
29.720

表 2 两对平行集中力加载状态简支圆盘的无量纲固有频率

Tab. 2 Dimensionless natural frequencies of a simply supported disk under two pairs of parallel concentrated force loads

本文解

ABAQUS
误差/%

级数项

3×3
4×4
5×5
6×6
7×7
8×8
—

—

Ω1
3.410
3.401
3.400
3.400
3.400
3.400
3.394
0.18

Ω2
12.856
12.204
12.015
12.009
12.009
12.009
12.011
0.02

Ω3
29.561
24.951
24.673
24.613
24.611
24.611
24.531
0.33

Ω4
37.841
29.067
28.838
28.718
28.715
28.714
28.667
0.16

Ω5
58.718
43.131
39.247
39.234
39.180
39.180
39.087
0.24

Ω6
178.494
54.165
47.065
46.888
46.751
46.747
46.666
0.17

Ω7
184.843
98.299
56.547
55.949
55.809
55.797
55.704
0.17

表 3 一对局部分布加载作用下简支圆盘的无量纲屈曲荷载

Tab. 3 Dimensionless buckling loads of simply supported disks under a pair of locally distributed loads

本文解

ABAQUS
误差/%

级数项

3×3
4×4
5×5
6×6
7×7
8×8
—

—

pcr1
3284.866
3270.144
3267.840
3267.760
3267.613
3267.613
3280.391
0.39

pcr2
5647.395
5028.928
4999.910
4979.291
4978.881
4974.899
5003.710
0.58

pcr3
10832.869
8225.194
7583.014
7548.946
7455.209
7454.412
7468.725
0.19

pcr4
26658.388
14527.058
11736.913
10824.557
10793.627
10543.799
10475.434

0.65

pcr5
116123.736
36049.889
17654.009
16170.146
14605.941
14104.743
13990.727

0.81

pcr6
1181151015
39258.538
37275.302
21802.911
21076.892
19409.420
19254.945

0.80

pcr7
—

142923.033
52637.033
35409.381
27137.233
26885.671
27141.072

0.94
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4. 2 集中荷载大小和位置对圆盘固有频率的影响

考察如图 3所示受两对平行集中力作用的简支

圆盘，集中力变化范围为［-Pcr1，Pcr1］，负值代表圆

盘承受拉力，加载位置 h=0.5R。图 7给出了前 6阶
无量纲频率。

分析两对平行荷载作用位置对简支圆盘固有频

率的影响，集中力值为 260000 N，作用位置的范围

h=［0，0.8R］。图 8给出了前 6阶无量纲固有频率。

图 7和 8显示，集中力位置变化对圆盘固有频率

的影响不明显，但集中力大小对圆盘固有频率的影

响较为显著，压缩集中力增大使得圆盘的固有频率

降低，而拉伸集中力增大导致固有频率升高。

4. 3 分布荷载大小对圆盘固有频率的影响

考虑图 4所示分布荷载大小对圆盘无量纲固有

频率的影响，分布荷载大小变化范围为［0，pcr1］，h为
［-0.002R，0.002R］，图 9给出了圆盘的前 6阶无量

纲频率随分布荷载大小的变化，可看出，随外荷载增

大圆盘的各阶固有纲频率都减小，且当分布荷载增

大到一阶屈曲荷载时，圆盘的一阶固有频率降为 0。

4. 4 分布荷载范围对圆盘屈曲载荷的影响

研究如图 10所示受自平衡集中力 P1与分布荷

载 p2共同作用下简支圆盘的屈曲载荷，P1为径向集

中力，p2为关于 r轴对称的均布荷载，方向沿 r轴。h

图 9 一对局部分布荷载作用下简支圆盘的无量纲固有频率

Fig. 9 Dimensionless natural frequencies of simply supported
disk under a pair of locally distributed loads

图 6 简支圆盘在两对平行集中荷载作用下的无量纲屈曲载荷

Fig. 6 Dimensionless buckling loads of simply supported
disk under two pairs of parallel concentrated loads

图 7 不同大小集中力作用下简支圆盘的无量纲固有频率

Fig. 7 Dimentionless natural frequencies of simply supported
disk under different concentrated forces

图 8 不同集中力位置下简支圆盘的无量纲固有频率

Fig. 8 Dimentionless natural frequencies of simply supported
disk for different concentrated force positions

图 10 集中力与分布荷载共同作用下的圆盘

Fig. 10 Disk under the combination of a concentrated force
and a distributed load
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的变化范围为［0.002R，0.5R］，结果如图 11所示。

可以看出，无量纲屈曲荷载随分布荷载范围的扩大

而增大，阶数越高增幅越大。

5 结 论

本文研究了任意自平衡面内荷载作用下薄圆盘

的振动与屈曲特性。首先推导了圆盘在面内荷载作

用下应力场的解析解，然后使用 Ritz法建立能量方

程，选取切比雪夫多项式做容许函数，求解了圆盘在

任意面内力作用下的无量纲固有频率和屈曲载荷。

讨论了两对平行集中力作用下，荷载大小和加载位

置对圆盘固有频率及屈曲载荷的影响和分布荷载作

用下，荷载大小对圆盘频率的影响，以及分布荷载与

集中力共同作用下分布荷载范围对圆盘屈曲载荷的

影响，主要结论如下：

（1）获得了任意自平衡载荷作用下圆板面内应

力分布的解析解，扩大了解析法的求解范围。

（2）使用切比雪夫多项式和边界函数的积作为

容许函数求解圆盘的振动与屈曲特性优势明显。与

文献［13⁃14］及有限元对比证明了方法的高精度。

与有限元需划分网格相比计算量小，且参数化分析

比有限元简单得多。

（3）简支圆盘在承受两对平行集中力时，集中力

作用位置在 R/6附近最易发生屈曲，而集中力位置

对频率的影响较小。简支圆盘在承受一个集中力与

一个分布荷载时，荷载分布范围对圆盘高阶屈曲载

荷值的影响大于低阶。

（4）本文提供的方法能计算任意面内自平衡荷

载作用下圆盘的固有频率与屈曲载荷。消除了分析

圆盘自由振动与屈曲时面内荷载必须过圆心的限

制，完善了圆盘在各种面内荷载作用下的自由振动

与屈曲特性研究。
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Free vibration and buckling analysis of thin circular disk under
arbitrary in-plane loads

LI Guo-rong，ZHOU Ding，LI Xue-hong，HUO Rui-li
（College of Civil Engineering，Nanjing Tech University，Nanjing 211816，China）

Abstract: Based on the stress distribution formulae of a semi-infinite plane under a single concentrated force，the in-plane stress dis⁃
tribution formulae of a thin disk under a self-balanced in-plane concentrated force system is obtained by using the principle of super⁃
position of external loads. The stress distribution of the thin disk under the self-balanced in-plane distributed force system is further
obtained by the integral calculation. Taking the product of the Chebyshev polynomial and the boundary functions as the admissible
functions，the eigenvalue equations of transverse free vibration and buckling of a thin disk under arbitrary in-plane static loads are
derived by means of the Ritz method. The eigenvalue equations are numerically solved to obtain the natural frequencies and buck⁃
ling loads. The fast convergence and the high accuracy of the method are verified by comparison with the results the product of pow ⁃
er series and Fourier series as admissible functions and finite element method.

Key words: transverse vibration；buckling；thin disk；in-plane load；Ritz method
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