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Levinson矩形微板谐振器热弹性阻尼解析解
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摘要 : 基于 Levinson高阶剪切板理论，给出了四边简支微板谐振器热弹性耦合自由振动的复频率以及板内变温场

的精确解析解；由复频率法给出了表征微板热弹性阻尼的逆品质因子；通过数值结果分析了 Levinson微板的热弹性

阻尼随几何尺寸和振动模态变化的规律，并与一阶剪切变形理论和经典板理论的预测结果进行了比较，分析了剪切

变形对热弹性阻尼的影响程度。数值结果表明，对于中厚板和厚板谐振器，经典板理论预测的热弹性阻尼值明显大

于剪切变形板理论的预测值。这是由于经典板理论忽略了横向剪切变形，从而过高地估计了微板的抗弯刚度。另

外，在四边简支条件下，还给出了Mindlin微板和 Levinson微板热弹性阻尼预测值之间的比较。结果表明，Levinson
高阶剪切变形理论能够更好地预测厚板谐振器的热弹性阻尼。这是因为 Levinson理论下的位移场能够精确满足上

下表面应力为零的条件，温度场包含了厚度方向坐标的高阶项。
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引 言

热弹性阻尼（Thermoelastic Damping，TED）［1⁃3］

是微/纳谐振器所固有的内部能耗机制，是结构周期

振动时材料内部热 ⁃弹耦合变形引起的内部阻尼。

要想从理论上定量地计算微/纳结构在振动过程中

的热弹性阻尼，就需要基于热⁃弹耦合动力学理论建

立结构振动的数学模型，通过联立求解热⁃弹耦合运

动方程和热传导方程获得系统的动力响应，从而求

得表征热弹性阻尼的品质因子［3⁃29］。TED与微结构

的材料性质、几何尺寸、支承条件以及环境温度诸多

因素密切相关。因此，定量地分析和预测TED对高

品质微/纳谐振器的研究和设计具有重要意义。

很多微/纳谐振器的力学模型都可以简化为弹

性梁、板构件。已有的关于微/纳板谐振器热弹性阻

尼数学模型在建立时，几乎都采用了 Kirchhoff经典

板理论［4⁃26，28⁃29］。文献［4⁃15］研究了均匀各向同性材

料弹性薄板谐振器的 TED。Nayfeh 和 Younis［4］采
用摄动法求解了引入刚度阻尼的振动方程，获得了

受静电载荷和残余面内应力共同作用的矩形微板

TED的近似解析解。Sun等［5⁃6］、Ali等［7］采用复频率

法分别研究了微圆和环板谐振器的热弹耦合振动响

应，给出了 L⁃R［3］形式的热弹性阻尼解析解。Sa⁃

lajeghe等［8］、Mohammadi 等［9］分别定量地分析了静

态几何非线性大变形对微圆板和矩形微板谐振器

TED的影响规律。Li等［10］和 Fang等［11⁃12］分别采用

一维、二维和三维热传导方程，利用能量方法求得了

矩形和圆形薄板谐振器逆品质因子解析解，分析了

热传导方程的简化对 TED预测值精度的影响。最

近，Ma等［13］ 还基于二维热传导方程研究了具有初

始径向张力的轴对称自由振动微圆板的热弹性

阻尼。

基于广义热传导理论，文献［14⁃18］在理论上分

析了热传导过程中的波动和黏滞效应对微/纳板谐

振器TED的影响。 Sharma等［14］基于 Lord⁃Shulman
理论分析了非轴对称自由振动圆板谐振器的 TED。

在此基础上，Sharma和 Grover［15］进一步研究了由于

空隙率变化而引起的延滞效应对板式谐振器 TED
的影响。Guo等［16］采用双向延滞广义热传导模型求

解得到了微圆板谐振器逆品质因子的 L⁃R［3］形式解

析解。Grover［17］基于 Kelvin⁃Voigt 材料模型下的广

义热黏弹性理论定量地分析了机械松弛时间和热松

弛时间对微圆板谐振器逆品质因子的影响。最近，

Chugh 和 Partap［18］在微圆板谐振器的自由振动模型

中同时考虑热松弛和微伸长（Microstretch）效应，给

出了TED的解析解，发现微伸长参数对临界热弹性

阻尼值具有增强作用。
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考虑材料性质沿着厚度方向的阶梯变化，部分

学 者 研 究 了 复 合 材 料 层 合 微/纳 板 式 谐 振 器 的

TED［19⁃26］，Bishop和 Kinra［19⁃20］开创了复合材料层合

微板谐振器热弹性阻尼的先河。他们考虑上下表面

的边绝热条件和层间界面处的非完美协调条件，通

过计算一个振动周期内由不可逆传热流产生的总热

量与结构的总弹性势能之比，获得了谐振器的逆品

质因子［19］解析解，并由此定量地分析了三层对称铺

设矩形微板的 TED［20］。基于准一维热传导方程，

Sun等［21］采用复频率法求得了对称铺设的三层微圆

板在轴对称自由振动模态下的逆品质因子。采用与

文献［20］中相同的能量方法，Zuo等［22⁃23］研究了双层

和三层矩形微板的 TED。考虑温度场在面内的变

化，Liu等［24⁃25］分别基于二维和三维热传导方程采用

格林函数法求得了双层微圆板和矩形微板在给定边

界条件下逆品质因子级数形式的解析解。最近，Li
等［26］还利用三维传热模型计算了四边夹紧双层矩形

微板的热弹性阻尼。这里需要说明的是，文献［21⁃
26］都是通过引入物理中面消去了拉 ⁃弯耦合，将面

内位移用挠度来表示。但是，当材料性质关于几何

中面不对称时，非对称的温度场将会产生热薄膜力，

而上述简化实际上忽略了热薄膜力对热弹性阻尼的

贡献［28⁃29］。

考虑材料性质沿着厚度连续变化，文献［27⁃29］
研究了新型的功能梯度材料（Functionally Graded
Materials，FGM）微板的热弹性耦合自由振动响

应。与复合材料层合微板不同，材料性质沿厚度连

续变化的 FGM微板的热传导方程为厚度方向坐标

的变系数微分方程，这将给方程求解在数学上带来

很大困难。Emami和 Alibeigloo［27］采用单向耦合准

一维热传导理论和修正的应变梯度理论，研究了材

料性质沿横向幂函数变化的 FGM Mindlin矩形微

板的 TED。通过将热传导方程的系数和温度场同

时展开成关于横向坐标的泰勒级数，将热传导方程

转化为一系列常系数的微分方程组，求得了变系数

热传导方程的级数形式的近似解析解，进而采用复

频率法计算出了四边简支 FGM 矩形微板的 TED。

基于 Kirchhoff经典板理论，采用单向耦合的准一维

热传导方程，Li等［28⁃29］研究了 FGM微圆板和微矩形

板的热弹性阻尼，发展了求解材料性质在横向任意

非均匀变化微板的复杂变系数热传导方程的分层均

匀化方法，获得材料性质按幂函数变化的 FGM 微

板在各种支承条件下的热弹性阻尼半解析解，研究

了材料梯度指数、环境温度、边厚比、振动模态等对

热弹性阻尼的影响规律，定量地分析了热薄膜力对

热弹性阻尼的影响程度。

从上述已有的研究成果可见，除文献［27］之外

所有的研究工作都在微板结构的弯曲振动模型建立

中忽略了横向剪切变形的影响，采用了 Kirchhoff薄
板理论。众所周知，经典板理论忽略横向剪切变形

和转动惯性力，从而夸大了结构的弯曲刚度，过高地

估计了结构自由振动的固有频率。因此，在微板谐

振器的厚度与面内尺寸的比值超过薄板的界限后，

经典板理论也将会过高地预测结构的热弹性阻尼。

本文基于 Levinson高阶剪切变形理论［30］和单向耦合

热传导理论建立均匀材料矩形微板热 ⁃弹耦合自由

振动的控制微分方程。在上下表面绝热边界条件下

寻求用挠度函数表示的准一维热传导方程的解析

解。从而将包含热弯曲内力的结构振动方程转化为

只包含挠度振幅的偏微分方程。在四边简支边界条

件下，推导出 Levinson微板的复频率解析解，从而可

由复频率法求得反映热弹性阻尼水平的逆品质因子

解析解。通过数值结果定量地分析了剪切变形对热

弹性阻尼值的影响程度。

1 问题的数学模型

考虑矩形微板，长度为 a、宽度为 b、厚度为 h。
选取直角坐标系（x，y，z），将坐标面（x，y）置于微

板的几何中面。则板的定义域为：0< x< a，0<
y< b，-h/2< z< h/2。基于 Levinson 高阶剪切变

形板理论和单向耦合的热传导理论，采用解析方法

研究矩形微板热弹性耦合小振幅自由振动，通过复

频率法分析微板的热弹性阻尼。

1. 1 位移分量

基于 Levinson［30］和Wang等［31］高阶剪切变形理

论中所采用的位移假设，微板的位移场可表示为

u ( x，y，z，t )= zφx ( x，y，t )-
4z3
3h2 (φx+ ∂w 0

∂x )（1a）
v ( x，y，z，t )= zφy ( x，y，t )-

4z3
3h2 (φy+ ∂w 0

∂y )（1b）
w ( x，y，z，t )= w 0 ( x，y，t ) （1c）

式中 t为时间；（u，v，w）分别为板内任意一点沿

（x，y，z）轴方向的位移分量；φx 和 φy 为中面法线分

别绕 y和 x轴的转角。显然，令横向坐标 z的三次项

为 0，式（1）即可退化为Mindlin 板的位移场［31］。

1. 2 应变分量

对于微板的小振幅自由振动，将式（1）代入弹性

力学的几何方程可得应变分量

εx= z
∂φx
∂x -

4z3
3h2 ( ∂φx∂x + ∂2w 0

∂x2 ) （2a）
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εy= z
∂φy
∂y -

4z3
3h2 ( ∂φy∂y + ∂2w 0

∂y 2 ) （2b）

γxy= z ( ∂φy∂x + ∂φx
∂y )-

4z3
3h2 ( ∂φy∂x + ∂φx

∂y + 2
∂2w 0

∂x∂y ) （2c）

γxz= (1- 4z2) (φx+ ∂w 0

∂x ) （2d）

γyz= (1- 4z2) (φy+ ∂w 0

∂y ) （2e）

1. 3 应力分量

对于线弹性材料，由胡克定理给出应力分量

σx=
E

1- ν2
( εx+ νεy ) -

Eαθ
1- ν

，

σy=
E

1- ν2
( εy+ νεx )-

Eαθ
1- ν

，σz= 0 （3a）

( τxy，τxz，τyz )=
E

2( 1+ ν ) ( γxy，γxz，γyz ) （3b）

式中 E，ν和 α分别为微板的弹性模量、泊松比和线

性热膨胀系数；θ= T - T 0为由热弹性耦合振动引

起的板内变温场，T为瞬态温度场，T 0 为环境温度

（为常数）。由式（2d），（2e）可知，式（3b）能够精确满

足上下自由表面切应力为零的边界条件。然而，在

Mindlin板理论中的假设位移场给出的横向切应力

沿着板厚为常数，显然不满足上下表面的切应力为

零的条件。为了补偿实际剪应力与假定的恒定剪应

力沿厚度分布之间的差引入剪切修正因子。

1. 4 运动方程

针对式（1）可以采用两种不同的方法来建立微

板的运动方程。在 Levinson 板理论［30］中，通过将空

间应力形式的弹性力学波动方程沿板厚进行静力等

效积分来获得以等效内力和内力矩表示的运动方

程。而在Wang等［31］板理论中，运动方程则是通过

能量变分原理推导出的，其中引入了所谓的高阶弯

矩和高阶剪力。然而，由于将挠度的导数作为独立

变量进行变分，在夹紧边上出现了一阶剪力为零的

不合理结果［32⁃33］。这是由于在夹紧边界上，Reddy板
理论除了给出与 Levinson板理论相同的挠度和转角

为零的边界条件外，还给出了挠度的斜率为零的条

件。在简支边界上，Levinson 板理论只给出弯矩为

零的自然边界条件，而 Reddy板理论则另外给出了

高阶弯矩为零的自然边界条件。这是因为基于

Reddy板理论导出的以挠度为基本未知函数的自由

振动控制方程是关于空间坐标的 6 阶偏微分方

程［34］，一条边界上需要三个边界条件来确定特解。

然而，Levinson板的自由振动控制方程为 4阶偏微

分方程（由后面的推导结果可知），一条边上只需要

两个边界条件即可定解。在这里，微板的运动方程

将采用 Levinson板理论导出。将应力形式的弹性力

学空间运动方程沿着板厚分别进行力和力矩的等效

积分，并利用上下表面的应力边界条件得到 Levin⁃
son板自由振动微分方程

∂Qx

∂x +
∂Qy

∂y = I0
∂2w 0

∂t 2 （4a）

∂Mx

∂x + ∂Mxy

∂y - Qx= I2
∂2φx
∂t 2 -

4I4
3h2 ( ∂

2φx
∂t 2 +

∂3w 0

∂x∂t 2 ) （4b）

∂Mxy

∂x + ∂My

∂y - Qy= I2
∂2φy
∂t 2 -

4I4
3h2 ( ∂2φy∂t 2 +

∂3w 0

∂y∂t 2 ) （4c）

其中等效内力和内力矩的定义分别为

(Mx，My，Mxy )= ∫
- h
2

h
2 ( σx，σy，τxy ) zdz （5a）

(Qx，Qy )= ∫
- h
2

h
2 ( τxz，τyz ) dz （5b）

式中 Mx，My和Mxy为弯矩和扭矩，Qx和Qy为剪力。

Ii为等效惯性参数，其定义为

( I0，I2，I4 )= ∫
- h
2

h
2 ( 1，z2，z4 ) ρdz=

(ρh，ρh312 ，
ρh5

80 ) （6）

式中 ρ为质量密度。将式（3）代入式（5），并利用

式（2）可得到用位移表示的内力和内力矩

Mx=
4D
5 ( ∂φx∂x +ν ∂φy∂y )-
D
5 ( ∂2w 0

∂x2 +ν
∂2w 0

∂y 2 )-MT （7a）

My=
4D
5 ( ∂φy∂y + ν ∂φx∂x )-
D
5 ( ∂2w 0

∂y 2 + ν
∂2w 0

∂x2 )-MT （7b）

Mxy=
2(1- ν )D

5 ( ∂φy∂x + ∂φx
∂y )-

(1- ν )D
5

∂2w 0

∂x∂y （7c）

Qx= As (φx+ ∂w 0

∂x ) （7d）

Qy= As (φy+ ∂w 0

∂y ) （7e）
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式 中 As= Eh/ [ 3( 1+ ν ) ] 为 剪 切 刚 度 ，D=
Eh3/ [ 12( 1- ν2 ) ]为弯曲刚度。MT 为热弯矩，定

义为

MT=
αE
1- ν ∫- h

2

h
2 θzdz （8）

将式（4b）和（4c）分别关于 x和 y求偏导数后相

加，并利用式（4a）可得

∂2Mx

∂x2 + 2
∂2Mxy

∂x∂y +
∂2My

∂y 2 = ∂2
∂t 2

é
ë
êI0w 0 +

I2κ0 -
4I4
3h2 ( κ0 + ∇

2w 0 ) ù
û
ú （9a）

其中

κ0 =
∂φx
∂x +

∂φy
∂y ，∇2 = ∂2

∂x2 +
∂2
∂y 2 （9b）

然后将式（7）代入式（9）可得位移形式的运动

方程

4
5 D∇

2κ0 -
1
5 D∇

4w 0 - ∇2MT=
∂2
∂t 2

é
ë
êI0w 0 +

I2κ0 -
4I4
3h2 ( κ0 + ∇

2w 0 ) ù
û
ú （10）

将式（7d）和（7e）代入式（4a）可得

κ0 =-∇2w 0 +
I0
As

∂2w 0

∂t 2 （11）

再将式（11）代入式（10），消去曲率函数 κ0可得

只包含挠度w 0的运动微分方程

D∇4w 0 + ∇2MT=-
∂2
∂t 2

é

ë
êêI0w 0 -

( I2 + 4DI0
5As

)∇2w 0 +
4I2 I0
5As

∂2w 0

∂t 2
ù

û
úú （12）

其中，热弯矩与变温场确定，而变温场需要由热

弹耦合的热传导方程求得。

1. 5 热传导方程

基于单向耦合热弹性理论［1］，微板的热传导方

程为

k ( ∂2θ∂x2 + ∂2θ
∂y 2 +

∂2θ
∂z2 ) = ρC

∂θ
∂t +

αET 0

1- 2ν
∂e
∂t （13）

式中 k为导热系数，C为单位质量下的比热容，e为
体积应变，具体可表示为

e= εxx+ εyy+ εzz=
1-2ν
1- ν

é
ë
êzκ0-

4z3
3h2 ( κ0+∇

2w 0 )
ù
û
ú+

1+ ν
1- ν αθ （14）

对于横向自由振动的微板谐振器而言，温度梯

度沿着板厚度方向的变化要远大于沿面内的变化。

因此，可忽略温度关于面内坐标的二阶导数项，并将

式（14）代入式（13）得到单向耦合的准一维热传导

方程

k
∂2θ
∂z2 =

é

ë
ê

ù

û
ú1+ (1+ ν )Eα2T 0

( 1- ν ) ( 1- 2ν ) ρC ρC
∂θ
∂t +

αET 0

1- ν
∂
∂t [ zκ0 - μz3 ( κ0 + ∇2w 0 ) ]（15）

对于常见的均匀材料，
( 1+ ν )Eα2T 0

( 1- ν ) ( 1- 2ν ) ρC <

10-4［5⁃16］。为了简便计算，可以忽略这一微量，得到

简化的热传导方程

k
∂2θ
∂z2 = ρC

∂θ
∂t +

αET 0

1- ν
∂
∂t
é
ë
êzκ0 -

4z3
3h2 ( κ0 + ∇

2w 0 )
ù
û
ú （16）

2 热弹性耦合振动响应

由于系统没有外界机械和温度载荷激励，位移

场和温度场的动力响应可假设为如下调和模式

（w 0，φx，φy，θ）=（w̄，φ̄x，φ̄ y，θ̄）eiωt （17）
式中 ω 为板振动频率，w̄ 为横向位移的振幅，

φ̄x，φ̄ y 为转角的振幅，θ̄为温度的振幅，i= -1。
将式（17）代入式（12）和（15）消去时间坐标，可得下

列偏微分方程：

D∇4 w̄+ μ2∇2 w̄+ μ0 w̄+∇2 M̄T= 0 （18）
∂2 θ̄
∂z2 =

iω
χ {θ̄+ ΔE

( 1- ν )α [ zκ̄0-

4z3
3h2 ( κ̄0 + ∇

2 w̄ 0 ) ] } （19）

其中

ΔE=
Eα2T 0

ρC
，χ= k

ρC
（20a）

μ0 = ω2 I0 (ω2 4I25As
- 1)，

μ2 = ω2
é

ë
êI2 +

4DI0
5As

ù

û
ú （20b）

κ̄0 =
∂φ̄x
∂x +

∂φ̄ y
∂y ，

M̄T=
αE
1- ν ∫- h

2

h
2 θ̄ ( x，y，z ) zdz （20c）

为了求解方便，引入下列无量纲量

ξ= x
a
，η= y

b
，（W，δ）= 1

a
( w̄，b )，

（ζ，λ）= 1
h
( z，a ) （21a）

Θ= αθ̄，Κ= aκ̄0，mT=
a
D
M̄T，

Ω= a2ω
ρh
D

，cs=
1

4(1- ν ) λ2 （21b）
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g= λ2 χ
ρh
D

，q= ΔE

λα ( 1- ν )，

p= -i Ω
g

（21c）

将式（21）代入方程（18）和（19），可得无量纲振

动方程和热传导方程：

∇
~ 4

W+ μ2Ω 2 ∇
~ 2

W+( μ00+ μ02Ω 2 ) ·

Ω 2W+ ∇
~ 2

mT=0， （22）
∂2 Θ̄
∂ζ 2 + p2 Θ̄=-p2q é

ë
êζΚ-

4
3 ( Κ+∇

2 W
~
) ζ 3ù

û
ú （23）

其中

μ00=-1，μ02=
1

60 ( 1-ν ) λ4，

μ2=
é
ë
ê

ù
û
ú

1
5( 1- ν ) +

1
12

1
λ2

（24a）

Κ=-∇2W - cs Ω 2W，

∇
~ 2

= ∂2
∂ξ 2 +

1
δ2
∂2
∂η2 （24b）

微分方程（23）的通解为

Θ̄=A sin pζ+B cos pζ-q [ Κ+ 8
p2
( Κ+

∇
~ 2

W ) ] ζ+ 4q
3 ( Κ+ ∇

~ 2

W ) ζ 3 （25）

式中 系数 A，B 对坐标 ζ来说为积分常数，但是它

们还是坐标 ξ，η的函数。

在微板的上、下表面给出无量纲绝热边界条件
|

|
||

∂Θ̄
∂ζ

ζ=± 1
2

= 0 （26）

将式（25）代入式（26），可得

A=- q

p cos p2
(∇~ 2

W + 8cs
p2
Ω 2W)，B= 0（27）

将式（27）代入式（25），利用式（24a）可得 Levin⁃
son微板的变温场

Θ̄= q
é

ë
êê

ù

û
úúζ- sin pζ

p cos ( p/2 ) (∇~ 2

W + 8cs
p2
Ω 2W)+

qcs Ω 2W (1- 4
3 ζ

2) ζ （28）

利用式（20c）和（21b）可得无量纲的热弯矩

mT= 12(1+ ν ) λ ∫
- 1
2

1
2 Θζdζ （29）

将式（28）代入式（29），可得

mT= β1 ∇
~ 2

W + β2 cs Ω 2W （30）
其中

β1 = (1+ ν ) λqf ( Ω )，

β2 = (1+ ν ) λq é
ë
êê
8
p2
f ( Ω )+ 4

5
ù

û
úú （31a）

f ( Ω )= 1+ 24
p3 ( p2 - tan p2 ) （31b）

将式（30）代入式（22），可得包含阻尼的振动

方程

( 1+ β1 ) ∇
~ 4

W +( μ2 + cs β 2 )Ω 2 ∇
~ 2

W +( μ00 +
μ02Ω 2 )Ω 2W = 0 （32）

微分方程（32）为矩形微板在 Levinson 高阶剪

切理论下热⁃弹耦合自由振动的无量纲控制方程，其

中包含了复频率参数 Ω。结合给定的边界条件，求

解微分方程（32）的特征值问题，即可得到微结构的

振动模态 W 和固有频率 Ω。利用式（24），（25）和

（17），可进一步得到系统的有阻尼动态响应。

为了便于获得问题的精确解析解，这里假设矩

形微板的四边简支。则可以证明微分方程（28）的边

界条件可表示为（证明见附录）

W = 0，∇
~ 2

W = 0 （33）
显然 W = Amn sin (mπξ )sin ( nπη )满足上述边

界条件，其中 Amn为任意常数，m，n=1，2，3，…。将

其代入方程（32）由系数Amn的任意性可得特征方程

μ02Ω 4+[ μ00-( μ2+ cs β 2 )ΩK0 ] Ω 2+
(1+ β1 )Ω 2

K0 = 0 （34）
式中 ΩK0 = (m 2 + n2/δ2 ) π2 为无阻尼 Kirchhoff板
的无量纲固有频率。

由式（31）可知参数 β1 和 β2 是关于复频率 Ω的

超越函数，因此代数方程（34）是关于 Ω的超越方程，

难以获得其解析解。这里采用文献中计算热弹性阻

尼 时 常 用 的 近 似 方 法［3⁃6］，即 令 β1 = β1 ( Ω 0 )，β2 =
β2 ( Ω 0 )。其中 Ω 0 是无阻尼 Levinson微板的固有频

率。于是，由方程（34）可求得具有热弹性阻尼的

Levinson板的复频率解析解

Ω= { }-μ00 +( μ2 + β2 )ΩK0 ± [-μ00 +( μ2 + β2 )ΩK0 ]2 - 4μ02 ( 1+ β1 )ΩK0 2

2μ02

1
2

（35）

在式（34）中令 β1 = β2 = 0，可先得到无阻尼（等温）Levinson板的实频率

Ω 0 = { }-μ00 + μ2ΩK0 ± [-μ00 + μ2ΩK0 ]2 - 4μ02ΩK0 2
2μ02

1
2

（36）
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然后由式（31）算得 β1（Ω0）和 β2（Ω0），并将其代

入式（35），即可得到系统的复频率 Ω。最后，采用复

频率法得到用逆品质因子表示的四边简支矩形

Levinson 微板的热弹性阻尼精确解析解

Q-1 = 2 | Im ( Ω )Re ( Ω ) | （37）

式中 Re ( Ω )和 Im ( Ω )分别是无量纲复频率的实

部和虚部。至此，已求得了四边简支 Levinson微板

谐振器的热弹性阻尼解析解。实际上，上述解答也

可以推广至具有直边的周边简支多边形微板。

如果在式（1）中令高阶项为零，则上述解答退化

为Mindlin板理论下周边简支微板的热⁃弹耦合振动

响应。可以证明，如果选择Mindlin板的剪切修正系

数为 5/6，则两种剪切变形理论下微分方程（22）和

代数方程（34）中系数 μ00，μ02 和 μ2 的值完全相同。

因此，对于周边简支等温（β1 = β2 = 0）矩形板Mind⁃
lin理论和 Levinson理论预测的固有频率相同。

然而，由于两种剪切变形理论下的体积应变率

各不相同，由此产生的耦合变温场不相同。由式

（28）可以退化得到Mindlin微板变温场

Θ̄M = q
é

ë
êê

ù

û
úúζ- sin pζ

p cos ( p/2 ) ·

( ∇
~ 2

W + cs ΩM 2W ) （38）
如果令 β2 = β1/ [ 5 ( 1- ν ) λ2 ]，则式（35）退化为

四边简支Mindlin矩形微板复频率的解析解。

特别地，在式（38）中令 cs= 0即可得到 Kirch⁃
hoff 微板的变温场。进一步在式（34）中令 μ2 =

β2 = μ02 = 0，得到Kirchhoff微板的复频率［3，5⁃6］

ΩK = ΩK0 1+ β1 ( ΩK0 ) ≈
ΩK0 [ 1+ β1 ( ΩK0 ) /2 ] （39）

由此，利用式（37）可以求得 Kirchhoff微板 L ⁃
R［3］形式的热弹性阻尼解析解［10］。这里需要说明的

是，解答（39）适用于各种边界条件。 对于不同边界

条件只要将相应等温板的频率代入式（39）中，即可

得到Kirchhoff微板的复频率。

3 数值结果与讨论

在下面的数值计算中，分别选取微板的材料为

陶瓷（SiC）和金属（Ni）。在平衡温度 T 0 = 300 K条

件下材料物理参数如表 1所示。在后面的数值结果

中除非特别说明外，对应的振动模态都为一阶。首

先，在表 2中给出了由式（36）计算的对应不同振动

模态和不同边/厚比的无阻尼正方形 Levinson板的

无量纲固有频率的数值结果，并与相应 Kirchhoff板
理论的结果进行了比较。由此发现，随着边/厚比的

减小和模态阶数的增加 Levinson板与 Kirchhoff板
的频率之差单调增大。例如，在一阶模态下对应

a/h= 5的相对误差为 ( ΩL0 - ΩK0 ) /ΩK0 = 11.6%，而

对 应 于 模 态（(m，n )= ( 3，3 ) 相 对 误 差 则 达 到 了

44.98%。另外，在 a/h= 10时还给出了 Reddy高阶

剪切板理论［31］和由 Levinson板理论和 Reddy板理论

预测的结果，可见二者十分相近，这一结果验证了式

（36）的正确性。

表 1 微板的材料性质参数（T0=300 K）［23，25］

Tab. 1 Parameters of material property of the micro plate（T0=300 K）［23，25］

Materials

SiC
Ni

E/
GPa
427
210

ρ/
(kg·m-3)
3100
8900

κ/
(W·m-1·K-1)

65
92

C/
(J·kg-1·K -1)
670.0
438.2

α/
K-1

4.3×10-6

13.0×10-6

ν

0.17
0.30

表 2 不同模态下等温正方形微板在 Levinson板理论下的无量纲固有频率ΩL0（a= b，ν= 0.3）

Tab. 2 Values of dimensionless natural frequency ΩL0 of the isothermal square micro plate based on Levinson plate theory
corresponding to different modes（a= b，ν= 0.3）

Modes

(1,1)
(1,2)
(2,2)
(1,3)
(2,3)
(3,3)

ΩK0

19.739
49.348
78.957
98.696
128.300
177.650

a/h
100
19.732
49.309
78.957
98.539
128.040
177.140

50
19.710
49.169
78.501
97.987
127.110
175.380

30
19.660
48.857
77.716
96.770
125.080
171.580

20
19.563
48.270
76.260
94.545
121.440
164.960

10
19.065
45.483
69.794
85.038
106.680
140.060

19.065&

45.487&

69.809&

85.065&

106.740&

140.170&

8
18.721
43.730
66.028
79.345
98.901
127.900

5
17.449
38.152
55.150
65.145
78.697
98.500

注：上标“&”表示文献［31］中 Reddy 高阶剪切理论的预测值

1014



第 5 期 李世荣，等：Levinson矩形微板谐振器热弹性阻尼解析解

为了定量地分析不同板理论预测微板热弹性阻

尼的差异，表 3给出了前六种振动模态下，分别由三

种板理论预测的正方形陶瓷（SiC）微板的热弹性阻

尼值随着板的边/厚比的变化规律。其中 Kirchhoff
微板的热弹性阻尼Q-1

K 是由 L⁃R形式的解析解［10］得

到的，Mindlin 微板和 Levinson 微板的结果是由式

（35）和（37）计算得到的。分析表中的数据发现经典

板理论过高地估计了微板的热弹性阻尼，而且随着

模态阶数和板厚的增大经典板理论与两种剪切变形

板理论的预测值之间的差别变得逐渐显著。在

a/h= 10 和 (m，n )= ( 3，3 )时 的 相 对 误 差 erorr=

(Q-1
L - Q-1

K ) /Q-1
K 达到了 7.14%。虽然等温时的固

有频率相同，但是由于热弹⁃耦合振动产生的温度场

（28）和（38）不同，两种剪切变形板理论预测的热弹

性 阻 尼 之 间 也 存 在 差 异 。 在 a/h= 10，(m，n )=
(1，1 )条件下，相对误差仅为 (Q-1

L - Q-1
M ) /Q-1

L =
0.03%；而在 (m，n )= ( 3，3 )时相对误差达到 2.1%。

可见，对于厚板在高阶模态下的振动，Levinson高阶

剪切变形板理论能够给出更为精确的热弹性阻尼预

测结果。因为温度场（28）的非齐次解部分包含了关

于厚度方向坐标的三次项。

为了考察面内几何尺寸对热弹性阻尼的影响规

律，表 4中给出了 a/h= 10，h= 1 μm 的矩形金属

（Ni）微板在前六阶振动模态下对应于不同长/宽比

a/b的热弹性阻尼。分析表中结果得知，两种理论

预测结果的相对误差随着比值 a/b的增大而增大。

另外，随着宽度方向（y方向）节线的增加，相对误差

变大。在 a/b= 3时给出相对误差 erorr=(Q-1
L -

Q-1
K ) /Q-1

K 的数值，最大值发生在模态（1，3）。为了

反映具有不同长/宽比的微板的热弹性阻尼随板厚

的变化规律，图 1绘出了在长宽比分别等于 a/b=
1，1.5，2，3时矩形陶瓷（SiC）微板的热弹性阻尼随

板厚连续变化的曲线。随着长宽比的增加，热弹性

阻尼的最大值点向左移动（或相应的临界厚度减

小）；其中 Kirchhoff板的最大阻尼值保持不变，而

Levinson板的最大阻尼值逐渐降低，二者的差值逐

渐增大。

图 2绘出了具有不同边/厚比的正方形金属

（Ni）微板分别在 Levinson和 Kirchhoff板理论下热

弹性阻尼随厚度的变化曲线。结果表明，在热弹性

阻尼的最大值附近两种理论预测值的差别十分显

著，而且随着边/厚比的增大，差别更加明显。图 3
给出了具有不同边长的正方形陶瓷微板（SiC）热弹

性阻尼与无阻尼 Kirchhoff微板的固有频率之间的

特性曲线。对于给定边长的微板，热弹性阻尼最大

表 3 不同板理论下正方形陶瓷（SiC）微板的热弹性阻尼（Q-1× 104）比较（a= b，h= 1 μm）

Tab. 3 Comparison of TED（Q-1× 104）of the square micro plate of ceramic（SiC）based on different plate theories
（a= b，h= 1 μm）

Modes

(1,1)
(1,2)
(2,2)
(1,3)
(2,3)
(3,3)

a/h= 50
Q-1
K

1.3837
3.3256
4.9649
5.8451
6.8366
7.7265

Q-1
M

1.3793
3.3014
4.9072
5.7640
6.7228
7.5728

Q-1
L

1.3793
3.3000
4.9068
5.7634
6.7218
7.5714

a/h= 20
Q-1
K

6.6978
7.5698
6.0209
5.1510
4.1857
3.1669

Q-1
M

6.5890
7.3897
5.8610
5.0038
4.0514
3.0442

Q-1
L

6.5881
7.3876
5.8592
5.0028
4.0517
3.0473

a/h= 10
Q-1
K

6.0209
2.8849
1.8868
1.5374
1.2054
0.8883

Q-1
M

5.8610
2.7652
1.7785
1.4348
1.1104
0.8035

Q-1
L

5.8592
2.7694
1.7890
1.4486
1.1279
0.8249

表 4 具有不同长宽比的矩形金属（Ni）微板在前六阶振动模态下的热弹性阻尼（Q-1× 104）（a/h= 10，h= 1 μm）

Tab. 4 TED（Q-1× 104）of rectangular metal（Ni）micro plates with different length-to-width ratios in the first six
modes（a/h= 10，h= 1 μm）

Modes

(1,1)
(1,2)
(2,1)
(2,2)
(1,3)
(3,1)

a/b= 1.5
Q-1
K

19.9760
8.1283

12.2750
6.4103

4.0790
7.3093

Q-1
L

18.8740
7.4233

11.4260
5.7793

3.5897
6.6375

a/b= 2
Q-1
K

14.7420
5.0141
9.9152
4.3151
2.4230
6.4103

Q-1
L

13.8110
4.4598
9.1450
3.8081
2.0856
5.7792

a/b= 2.5
Q-1
K

10.808
3.3792
7.9498
3.0500
1.5977
5.5403

Q-1
L

10.0070
2.9476
7.2518
2.6486
1.3594
4.9547

a/b= 3
Q-1
K

8.1283

2.4230
6.4103

2.2502
1.1304
4.7568

Q-1
L

7.4233

2.0857
5.7793

1.9320
0.9582
4.2191

Error

8.67

13.80
9.84

14.10
15.20
11.30
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值对应的固有频率值可定义为临界频率，相应的厚

度成为临界厚度。随着板的面内尺寸增大，临界频

率或临界厚度减小。

图 4分别给出了 a=50，100 μm的正方形陶瓷

（SiC）微板中热弹性阻尼引起的频移（Frequency shift）
( Ω-Ω 0 ) /Ω 0 和衰减（Attenuation）Im ( Ω ) /Ω 0。由图

可知：相对厚度在薄板范围内时，Kirchhoff板理论与

Levinson板理论的结果差别很小；随着厚度增大，两

种理论预测的衰减曲线仍然基本重合，但是频移曲

线的分离程度加剧，即 Levinson板理论预测的频移

量比 Kirchhoff板理论的预测结果越来越小。衰减

函数在临界厚度处取得极值，在此极值点处频移函

数增加速度最快，能量耗散达到最高值。

最后讨论微板内的变温场沿着厚度的变化特

性 。 考 虑 正 方 形 微 板 ，将 一 阶 模 态 振 幅 W =

A 11 sinπξ sinπη代入式（28）和（38）可得到各种板理

论下温度场振幅，统一表达式为

Θ̄= F ( ζ )W （40）
其中，Levinson微板

图 1 具有不同长宽比的矩形陶瓷（SiC）微板的热弹性阻尼

随板厚的关系曲线（a/h= 15）
Fig. 1 Curves of the TED versus the thickness of rectangular

ceramic（SiC）micro plates with different values of
the length-to-width ration（a/h= 15）

图 2 具有不同边/厚比的正方形金属（Ni）微板的热弹性

阻尼随板厚的关系曲线（a= b）

Fig. 2 Curves of the TED versus the thickness of square
metal（Ni）micro plates with different values of the
length-to-width ration（a= b）

图 3 不同边长的正方形陶瓷（SiC）微板的热弹性阻尼与

Kirchhoff板的基频之间的关系曲线

Fig. 3 Curves of TED versus the fundamental frequency of
the Kirchhoff plate for the square ceramic （SiC）
micro plate with different values of the length of
the side

图 4 陶瓷（SiC）正方形微板的频移和衰减随板厚变化的

特性曲线

Fig. 4 Frequency shift and attenuation versus the plate
thickness in the ceramic（SiC）micro square plate
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FL = q{éëêê ù

û
úúζ- sin ( pL ζ )

pL cos ( pL/2 ) (- 2π2+
8cs
p2L
Ω 2
L)+ }cs Ω 2

L ( )1- 4
3 ζ

2 ζ

（41a）

cs=
1

4(1- ν ) λ2 （41b）

Mindlin 微板

FM = q
é

ë
êê

ù

û
úúζ- sin ( pM ζ )

pM cos ( pM/2 )
(-2π2 + cs Ω 2

M )，

cs=
1

5(1- ν ) λ2 （42）

Kirchhoff微板

FK =-2π2q
é

ë
êê

ù

û
úúζ- sin ( pK ζ )

pK cos ( pK/2 )
（43）

图 5给出了三种板理论下厚度为 h= 2 μm，边

厚比 a/h= 5，10，20的正方形金属（Ni）微板变温场

函数 F ( ζ ) /α曲线。该曲线可反映温度场沿厚度的

变化态势，具体变温场与挠度振幅函数有关。结果

表明，对于厚板（a/h= 5）和中厚板（a/h= 10），经

典板理论与剪切变形理论的预测结果之间的差别十

分显著，但是两种剪切变形理论的结果之间的差别

非常小；对于薄板（a/h= 30）三种理论的预测结果

几乎没有差别。这时，Kirchhoff 板理论的结果已经

具有足够的精度。

4 结 论

基于 Levinson板理论和准一维单向耦合的热传

导方程，推导出了四边简支矩形微板自由振动的复

频率以及板内变温场的精确解析解，即式（35）和

（41）。进一步由复频率法给出了表征 Levinson微板

热弹性阻尼的逆品质因子。通过数值算例定量地分

析了 Levinson微板的热弹性阻尼随着板的几何尺寸

和模态变化的规律，并与 Mindlin微板和 Kirchhoff
微板的结果进行了比较，定量地分析了剪切变形对

热弹性阻尼的影响程度。数值结果表明，Kirchhoff
板理论预测的热弹性阻尼值大于 Levinson板理论和

Mindlin板理论的预测值。这是由于经典板理论忽

略了横向剪切变形从而过高地估计了微板的刚度。

随着板厚的增加，剪切变形对热弹性阻尼的影响变

得显著。另外还从理论上证明了在四边简支条件

下，由Mindlin板理论和 Levinson板理论导出的等温

板的固有频率相等，但是相应的热弹性阻尼值却不

同，对于厚板这一差别更加明显。因此，Levinson高
阶剪切变形理论能够更好地预测厚板谐振器的热弹

性阻尼，因为该理论确定的温度场中包含了厚度方

向坐标的高阶项，由此确定的应力场也能精确满足

表面切应力为零的边界条件。
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Analytical solution of thermoelastic damping in Levinson micro
rectangular plate resonators

LI Shi-rong1，2，LIU Rong-gui1，WU Yong1

（1.Department of Civil Engineering，Nantong Institute of Technology，Nantong 226002，China；
2.School of Civil Science and Engineering，Yangzhou University，Yangzhou 225127，China）

Abstract: Based on Levinson's higher-order shear deformation plate theory，accurate analytical solutions for the complex natural
frequency and the field of temperature change of a simply supported rectangular micro plate resonator in thermoelastic coupled free
vibration are obtained. Furthermore，inverse quality factor representing the TED is extracted by using the complex frequency ap⁃
proach. Numerical results are presented to show the variation regulation of the TED versus the aspect ratio of the micro Levinson
plate in different vibration modes. By comparing the values of TED based on the Levinson plate theory with those based on both
Mindlin and Kirchhoff plate theories，the level of effect of shearing deformation on the TED is analyzed. The numerical results
show that for the moderate thick and thick plate resonators the values of TED evaluated by the classical plate theory are obviously
greater than that by shearing strained plate theory. It is because that the classical plate theory ignores the transvers shear deforma⁃
tion and over estimates the rigidity of the structure. In addition，the comparison between the predicted values of TED of Mindlin
and Levinson microplates with four simply supported edges is given. As a result，Levinson higher-order shear deformation plate
theory can better predict the TED of the thick microplate，because the displacement field of Levinson plate theory can accurately
satisfy the stress-free conditions at the upper and lower surface and the temperature field contains the higher order term of the
through-thickness coordinate.

Key words: thermoelastic coupled vibration；Levinson plate theory；complex frequency；thermoelastic damping；analytical solution
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附 录

设 Levinson微板在 ξ= 1处简支，则有边界条件

W ( 1，η )= 0，mx ( 1，η )= 0 （A1）
由式（7a）可得无量纲弯矩

m̄x=
aM̄x

D
= 4
5 ( ∂φ̄x∂ξ + ν

δ
∂φ̄y
∂η )- 1

5 ( ∂2W∂ξ 2 + ν
δ
∂2W
∂η2 )- mT （A2）

利用式（A1）和（29），在 ξ= 1处

m̄x=
4
5
∂φ̄x
∂ξ -

1
5
∂2W
∂ξ 2 - β1 ∇

~ 2
W - β2 cs Ω 2W （A3）

由于在 ξ= 1处W = ∂2W
∂η2 =

∂φ̄y
∂η = 0，再利用式（24b）∂φ̄x∂ξ =-

∂2W
∂ξ 2 =- ∇

~ 2
W 可得

m̄x ( 1，η )=-(1+ β1 ) ∇
~ 2
W （A4）

于是由式（A1）可得

( β1 + 1 ) ∇
~ 2
W = 0，即 ∇

~ 2
W = 0 （A5）
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