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基于实模态的非比例阻尼体系复模态叠加法

付相球 1，潘旦光 1，2
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摘要: 为提高非比例阻尼体系强迫振动时复模态叠加法的计算效率，基于模态摄动法基本原理，提出一种利用无阻

尼体系实模态的复模态叠加法。该方法由模态摄动法将非比例阻尼体系的复模态表示为实模态线性组合，在此基

础上，建立了强迫振动复模态叠加法的实模态的线性组合解。以一个带附加阻尼的强非比例阻尼三层框架结构为

例进行地震反应分析，计算结果表明当附加实模态数不小于 8时，模态摄动法所得的特征值误差小于 2%；在复模态

叠加法模态截断方面，基于累积振型参与质量和累积振型贡献系数所得的模态数偏少，建议采用首层平动的累积振

型加速度贡献系数作为模态截断的依据，此时，复模态叠加法所得水平位移的峰值误差小于 10%，累积误差小于

15%，显示了良好的计算精度；且该方法的计算时间小于基于状态空间法的复模态叠加法。以一个钢结构框架办公

楼地震反应分析为例，验证了该方法的适用性。综合来看，对于强非比例阻尼体系，强制解耦的实模态叠加法计算

误差较大，而该方法可兼顾计算效率与精度。
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引 言

非比例阻尼体系广泛存在于现有的结构体系

中，如下部钢筋混凝土上部钢结构的竖向混合结

构［1⁃2］、附加阻尼器的振动控制结构［3］，土 ⁃结构相互

作用体系［4⁃7］等。虽然直接积分法可用于非比例阻

尼体系的动力反应分析，但计算工作量较大。模态

叠加法计算效率高，且可识别对结构动力反应具有

显著贡献的模态，因而得到广泛的应用［8⁃9］。

对于非比例阻尼体系，Foss［10］提出以状态空间

法求解非比例阻尼系统的复模态，该方法可以得到

精确的动力反应。但计算维数扩大了一倍，且将实

数域运算转换到复数域，计算量约为实模态分析的

8倍［11］。为提高非比例阻尼体系模态叠加法的计算

效率，Cronin［12］通过忽略阻尼矩阵中的非对角元素，

强制解耦非比例阻尼体系以应用实模态叠加法求解

体系的近似反应，简单易行但误差难以控制［13⁃14］。

Roesset等［15］提出等效阻尼比的概念用于近似解耦

非比例阻尼，并常被用于混合结构的地震反应分

析［16⁃17］，这种方法实际上也属于强制解耦方法，各阶

模态的阻尼比在一定程度上考虑了耦合阻尼的影

响，提高了计算精度，但不能解决计算误差无法估计

的问题［18］。 Ibrahimbegovic等［11］提出了应用实模态

进行非比例阻尼体系动力反应的迭代模态叠加法，

这种方法将耦合阻尼的影响作为非线性荷载，得到

高精度的计算结果。张静等［19］针对大规模非对称实

矩阵的标准特征值问题，发展了适用于大型复特征

值问题求解的 Lanczos⁃QR方法，提高了计算效率，

同时避免了范数误差。事实上，非比例阻尼体系复

模态叠加法的理论是完备的，问题在于状态空间复

模态求解及复数域的叠加计算时间较长。为提高复

模态的计算效率，可将非比例阻尼系统看成由比例

阻尼体系摄动后得到的新系统，应用摄动法求解特

征方程［20⁃21］。Cha［22］提出一阶摄动方法求解弱非比

例阻尼系统；Tang和Wang［23］提出一种可以处理重

根问题的摄动方法。但一般的摄动法只适用于弱非

比例阻尼的体系，且需要用到原系统完整的模态空

间。Lou等［24⁃25］提出的模态摄动法利用原系统的非

完整模态即可得到二阶摄动精度，并已应用到无阻

尼离散和连续系统特征值问题的分析。Pan等［26］应

用模态叠加法基本原理，构建等效比例阻尼系统作

为原系统，提出一种可求解强非比例体系特征值问

题的计算方法，并以一个两自由度体系和一个单层

框架结构验证计算方法的精度。

模态摄动法本质上属于 Ritz法，计算精度与附

加模态的数目有关，文献［26］中两个算例的自由度
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都比较小，采用完整模态或接近完整模态进行计算，

结果的精度都很高。本文在文献［26］的基础上，进

一步研究自由度较多体系非完整模态下模态摄动法

的计算精度，在此基础上，建立一种基于无阻尼体系

实模态的复模态叠加法。同时，以非比例阻尼体系

的地震反应为例，讨论复模态叠加法中的模态截断

问题，分析了基于累积振型参与质量、累积振型贡献

系数及累积振型加速度贡献系数所得模态数对计算

精度的影响，并对比研究本文方法和状态空间复模

态叠加法计算效率的差异。最后，将本文方法应用

到一个带附加阻尼钢结构框架地震反应分析，验证

了本文方法的适用性。

1 基于实模态的复模态叠加法

一个 N自由度线性黏滞阻尼体系的强迫振动

方程为

mü+ cu̇+ ku= f ( t ) （1）
式中 u，u̇和 ü分别为N × 1阶的位移、速度和加速

度向量；f ( t )为荷载向量；m，c和 k分别为 N × N阶

的质量、阻尼和刚度矩阵。对于非比例阻尼体系，状

态空间法把 N维 2阶微分方程转变为 2N维 1阶微

分方程［10］

Aẏ+ By= F ( t ) （2）

式 中 y= { }uu̇ 为 状 态 向 量 ，A= é
ë
ê

ù
û
ú

c m
m 0

，B=

é
ë
ê

ù
û
ú

k 0
0 -m

，F ( t )= { }f ( t )
0

。

为应用模态叠加法求解式（2）的运动方程，须求

解特征方程

( γA+ B )ψ= 0 （3）
式中 γ和 ψ分别为复特征值和相应的特征向量。

若已知前 r（r≤ N）对特征值 γj和 γj+ r= γ̄ j，以及相

应的特征向量 ψ j和 ψ j+ r= ψ̄ j（j=1，2，…，r），其中

“ ”表示复数共轭。则式（2）强迫振动的反应 y可表

示为

y= ∑
j= 1

r

(Ψ j z j+ Ψ̄ j z̄ j ) （4）

式中 zj为广义坐标，z̄ j表示 zj的共轭复数，r为截断

的模态数。由模态叠加法的基本原理，广义坐标 zj
（j=1，2，…，r）的运动方程为

ż j- γj zj= pj/aj （5）
式中 pj ( t )=Ψ T

j F ( t )，aj=Ψ T
j AΨ j。

从计算过程看，基于状态空间的复模态叠加法

与常规模态叠加法相同，但是，式（3）特征值求解的

维数增加了 1倍且为复数运算，使计算时间显著增

加。为提高计算效率，关键是减少式（3）和式（4）的

计算时间。为此，本文基于模态摄动法原理，以无阻

尼体系的实模态为基础，计算非比例阻尼的复模态，

以减少计算时间。

非比例阻尼矩阵可分解为

c= cp+Δc （6）
式中 cp为相应的比例阻尼矩阵，Δc为比例阻尼矩

阵与原阻尼矩阵的偏差。若已知无阻尼体系特征方

程 ( k- ω 2j m )ϕ j= 0前 n阶自振频率 ωj和相应的模

态 ϕ j（j=1，2，…，n），则比例阻尼矩阵 cp满足正交

特性

ϕTj cpϕ k= {2ζj Mjωj， j= k

0， j≠ k
（7）

式 中 ζj= ϕTj cϕ j/( 2Mjωj ) 为 模 态 阻 尼 比 ，Mj=
ϕTj mϕ j。在模态摄动法计算过程中，比例阻尼矩阵

cp作为中间变量无需求解。

将m，cp和 k组成的系统称之为等效比例阻尼系

统，作为非比例阻尼体系的原系统。则采用状态空

间法表示的等效比例阻尼体系中的特征值方程为

( sjA 0 + B ) η j= 0 （8）

式 中 A 0 = é
ë
ê

ù
û
ú

cp m
m 0

，η j= { }ϕ j

s jϕ j

， sj=-ζjωj+

iωj 1- ζ 2j ，（j=1，2，…，n），i= -1。当 j>n时，

sj= s̄ j- n，η j=
-
η
j- n

。

非比例阻尼体系新系统的特征值 γj 和模态 ψ j

可以利用原系统的特征值 sj和模态 η j进行简单的摄

动分析而近似地求得［26］，即设：

γj= sj+Δsj （9）

Ψ j= η j+ ∑
k= 1，k≠ j

2n

η k qkj = ηq j （10）

将式（9）和式（10）代入到方程（3）中得到

( sj+Δsj ) A ( η j+ ∑
k= 1，k≠ j

2n

η k qkj )=

-B ( η j+ ∑
k= 1，k≠ j

2n

η k qkj ) （11）

令 xk= {Δsj/sj， k= j

qkj， k≠ j
，式（11）两边同时前乘

以 ηTl ，并将 l从 1到 2n依次取值可得 2n个代数方程，

将这 2n个代数方程用矩阵表示为

( )é
ë
ê

ù
û
ú

D 11 D 12

D 21 D 22
+ xj

é
ë
ê

ù
û
ú

E 11 E 12

E 21 E 22
x= { }R 1

R 2
（12）

式中 D11，D12，D21，D22，E11，E12，E21和 E22都为 n×n
阶的方阵；R1和 R2为 n×1阶向量；x为 2n×1阶向

量。各矩阵和向量的元素具体表达见附录。

式（12）将复特征方程（3）转换成了 2n维的非线
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性代数方程组，求解代数方程通常比求解特征方程

要简单得多，本文采用Newton⁃Raphson迭代方法求

解。在得到未知向量 x后，非比例阻尼体系的第 j个

特征值为

γj= sj ( 1+ xj ) （13）
采用有阻尼体系的频率、阻尼比和特征值的表

示方法

γj=- ζ
⌢
j
ω
⌢

j+ i ω
⌢

j 1- ζ
⌢ 2

j
（14）

则：

ω
⌢

j= | γj |，ζ
⌢
j
=-Re ( γj ) / | γj | （15）

式中 Re代表取元素的实部。为了避免与相应的

等效比例阻尼的自振频率 ωj和阻尼比 ζj混淆，ω
⌢

j和

ζ
⌢
j
表示第 j阶的拟无阻尼自振频率和阻尼比。当式

（10）中的 n=N时，2N个线性无关的特征向量 η j组

成 2N维的完备空间，因此，非比例阻尼体系的特征

向量 Ψ j可以在这个 2N维的空间中精确地展开，此

时摄动解也将收敛到状态空间下的精确解。而通常

高阶模态相比于低阶模态影响很小，因此方程（12）
的维数 n通常比 N小得多，这表明本文所采用的摄

动法无需求解原系统所有阶模态即可得到高精度的

摄动解，从而减少计算时间。

式（12）中的 j从 1到 r依次取值可得非比例阻尼

体系前 r阶复特征值和复模态。由此，式（5）中 pj ( t )
和 aj用实模态表示为：

pj ( t )= qTj
é

ë
êê

ù

û
úú

ϕT f ( t )
ϕT f ( t )

（16）

aj= qTj Hq j （17）
式中

H=
é

ë
êê

ù

û
úú

C+diag [ 2Ml sl ] C+diag [ 2Ml ( sl+ s̄ l ) ]
C+diag [ 2Ml ( sl+ s̄ l ) ] C+diag [ 2Ml s̄l ]

，

diag［·］表示矩阵［·］为对角矩阵，l为从 1到 n。求解

方程（5）得到广义坐标 zj的解。令 q j= { }qujq lj ，其中 quj

与 q lj分别为 q j的前 n和后 n个元素组成的向量。由

式（4）和（10）可得体系的位移为

u= 2Re(ϕ ( qu+ q l ) z ) （18）
式中 qu和 q l分别为 r个 quj与 q lj向量组成的 n×r维

的矩阵，z= {z1 z2 ... zr}
T
为 r×1的广义坐标。

由式（16），式（17）和式（18）可知，基于实模态的复模

态叠加法将复模态、广义单自由度体系的部分系数

和位移表示为实模态的线性组合，简化了计算。

2 算例分析

为研究地震作用下基于实模态的复模态叠加法

适用性，借鉴文献［11］的算例构建图 1所示的框架

结构，讨论模态摄动法的精度、模态截断指标以及复

模态叠加法的计算精度和效率。该框架有限元模型

包括 27个梁单元共 72个自由度，材料的弹性模量和

密度分别为 40 N/m2，1 kg/m3，梁截面惯性矩和面积

分别为 1 m4，1 m2，单元长度为 1 m。采用集中质量

模型，由静力凝聚消除转动自由度后，体系包含 48
个有效无阻尼实模态。框架结构在节点 3，8，12，
17，20与 25的水平方向有附加阻尼器，阻尼器系数

分别为 c1=3 N·s/m，c2=5 N·s/m。以耦合系数 α表
示非比例阻尼矩阵耦合的程度［27］

α=max ( C 2
lk

CllCkk
) ( l≠ k ) （19）

式中 Clk 表示阻尼矩阵 C中的第 l行第 k列元素。

体系的耦合系数为 1，为强非比例阻尼体系。输入

地震时程为 1940年 5月在加州地震中记录到的 El
Centro波的N⁃S方向的加速度分量，如图 2所示。

2. 1 模态摄动法的精度

当模态摄动法采用完整的无阻尼体系特征向量

空间计算时，其结果收敛到精确解，但大型复杂结构

图 1 附加阻尼器的三层框架结构

Fig. 1 Three-layer frame with concentrated dampers

图 2 El Centro波加速度时程

Fig. 2 El Centro ground acceleration history
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通常仅计算有限阶模态，为保证计算精度，计算非比

例阻尼体系第 j阶的模态时，式（10）中所需的无阻

尼体系的模态数 n为
n= j+Δn （20）

式中 Δn为计算所需的附加模态数。

以状态空间法所得的拟无阻尼频率 ω̑ *j 与阻尼

比 ζ̑ *j 为精确解，n阶模态下由模态摄动法得到的 ω̑ j

和 ζ̑ j 为近似解，则拟无阻尼频率与阻尼比的相对误

差为：

eω= | ω̑ j- ω̑ *j
ω̑ *j |× 100% （21）

eζ= | ζ̑ j- ζ̑ *j
ζ̑ *j |× 100% （22）

图 3所示为模态摄动法所得前 3阶模态相对误

差随附加模态数的变化情况。表 1列出前 3阶采用

不同方法所得拟无阻尼频率与阻尼比的计算结果，

表 2为不同方法的计算误差。其中 n=48表示完整

模态空间，强制解耦法为直接去除模态阻尼矩阵的

非对角元素的解耦方法。

计算结果表明：（1）对于模态摄动法，随着附加

模态数的增加，前 3阶频率和阻尼比趋近于精确解；

采用完整实模态的模态摄动法计算结果与精确解一

致。附加模态数为 8时，前 3阶频率的相对误差小于

1%，前 3阶模态阻尼比的相对误差小于 2%。这表

明对于大型复杂结构，当采用附加模态数大于 8的
非完整模态进行模态摄动法计算时，即可得到很高

的计算精度。（2）强制解耦方法计算所得的频率误差

小于 5%，但阻尼比误差可达 9.596%。这是因为强

制解耦过程改变了阻尼矩阵，直接对模态阻尼比产

生影响，因此阻尼比与精确解存在明显的差别；而由

单自由度体系有阻尼频率 ω̑ j = ωj 1- ζ̑ j 2 可知，当

阻尼比小于 0.2时，阻尼引起体系有阻尼频率的变

化很小，因此强制解耦方法计算时频率与精确解相

差不大。

2. 2 复模态叠加法地震反应分析

对于一般结构而言，少数低阶模态的叠加即可

得到满足工程要求的解，因此存在模态截断的问

题［28］。然而对于非比例阻尼体系的复模态叠加法，

能否采用实模态叠加法中的模态截断方法需要进一

步的研究。针对本文的三层框架结构，三类实模态

的模态截断指标：累积振型参与质量、首层平动位移

的累积振型贡献系数以及首层平动的累积振型加速

度贡献系数如表 3所示。以模态截断指标超过 90%
作为模态选取的依据，则由累积振型参与质量、首层

平动位移的累积振型贡献系数和首层平动的累积振

型加速度贡献系数选取的模态数分别为 5阶，3阶和

20阶。

为定量研究不同模态截断下复模态叠加法的计

算精度，采用峰值误差和累积误差综合表征每个自

由度的位移反应误差：

ei⁃max = | 1- max ( || ui ( t ) )
max ( || u *i ( t ) ) |× 100% （23）

ei⁃sum =
∫0
T

|| ui ( t )- u *i ( t ) dt

∫0
T

|| u *i ( t ) dt
× 100% （24）

式中 ei⁃max表示第 i个自由度位移与精确解的峰值

误差，ei⁃sum表示第 i个自由度位移与精确解的累积误

差，u *i ( t )表示第 i个自由度位移的精确解，ui ( t )表
示第 i个自由度位移的近似解，T为积分时长。在

El Centro波作用下，前 3阶、前 5阶、前 20阶和全部

48阶复模态采用式（18）计算所得顶层、中间层、底

层水平位移时程如图 4所示，在采用模态摄动法计

算特征值时，附加实模态的个数均取 8。同时为了

进行比较，将状态空间法精确解也一并绘出。各自

由度的峰值误差、累积误差如表 4所示。

由图 4与表 4可以看出：1）当采用 48阶复模态

叠加计算时，计算结果与状态空间法完全重合，说明

完整模态的复模态叠加法可以得到精确解；2）底层

水平位移的模态截断误差最大，顶层水平位移的模

态截断误差最小，说明底层水平位移反应对高阶模

态更为敏感；3）当采用前 3阶、前 5阶复模态叠加计

图 3 前 3阶频率与阻尼比的相对误差

Fig. 3 Relative errors of the first three natural frequencies
and damping ratios
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算时，各层水平位移的误差较大，其中底层水平位移

峰值误差达到 30%，累积误差超过了 50%，说明对

于该框架体系，采用累积振型参与质量和首层平动

位移的累积振型贡献系数作为模态截断指标难以满

足计算精度要求；4）当采用前 20阶复模态叠加计算

时，顶层和中间层的水平位移峰值误差及累积误差

均在 10%以内，底层水平位移累积误差偏大，略大

于 10%，但峰值误差只有 5.8%，结合图 4（c）的位移

时程结果可以看出前 20阶复模态叠加时底层水平

位移与精确解结果较吻合。总体而言，累积振型参

与质量和首层平动位移的累积振型贡献系数所取的

复模态数偏少，基于首层平动的累积振型加速度贡

献系数的模态截断方法可以满足计算精度要求。

为对比不同方法的计算精度，图 5给出了前 20
阶模态下本文方法与状态空间法和强制解耦非比例

阻尼矩阵后的实模态叠加法（简称实模态叠加法）的

水平位移计算结果，并与精确解相比较。不同方法

相应的峰值误差及累积误差如表 5所示。

由图 5、表 5结果可以看出：1）本文方法与状态

空间法的前 20阶计算结果接近，两种方法的时程曲

线与精确解吻合很好；三层水平位移的峰值误差均

小于 10%，除底层位移累积误差偏大高于 10%以

外，顶层及中间层位移累积误差也均小于 10%，显

示了良好的精度；2）实模态叠加法计算结果与精确

图 4 地震作用下水平位移计算结果

Fig. 4 Horizontal displacement under earthquake excitation

表 3 不同模态截断指标计算结果/%
Tab. 3 Results of different modal truncation indexes/%

r

1
2
3
4
5
19
20

累积振型

参与质量

32.66
77.02
86.24
89.24
92.67
97.37
97.83

首层平动累积

振型贡献系数

86.19
84.29
93.67
95.58
99.34
99.66
99.84

首层平动累积振型

加速度贡献系数

24.16
22.92
42.50
50.96
68.16
87.46
97.03

表 2 框架结构的拟无阻尼自振频率与阻尼比的相对误差/%
Tab. 2 The errors of quasi-undamped natural frequencies and damping ratios of the frame system /%

模态

1
2
3

eω
摄动法(n=48)

0
0
0

摄动法(n=11)
0.885
0.001
0.069

强制解耦法

3.565
0.012
0.020

eζ
摄动法(n=48)

0
0
0

摄动法(n=11)
0.815
0.476
1.897

强制解耦法

3.552
5.770
9.695

表 1 框架结构的拟无阻尼自振频率与阻尼比

Tab. 1 The quasi-undamped natural frequencies and damping ratios of the frame system

模态

1
2
3

频率/(rad·s－１)

精确解

0.673202
0.989185
1.771734

摄动法

(n=48)
0.673202
0.989185
1.771734

摄动法

(n=11)
0.667243
0.989171
1.770518

强制解耦法

0.649202
0.989070
1.771385

阻尼比

精确解

0.741194
0.000724
0.047056

摄动法

(n=48)
0.741194
0.000724
0.047056

摄动法

(n=11)
0.735152
0.000728
0.047948

强制解耦法

0.714869
0.000766
0.051618
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解存在明显误差，三层水平位移的累积误差均大于

20%，其中底层位移的峰值误差也高于 20%，这说

明对于强非比例阻尼的体系，实模态叠加方法忽略

了非对角线阻尼的影响，导致较大的计算误差。

为对比本文方法与状态空间法的计算效率，前

20阶模态叠加下计算时间如表 6所示，计算过程统

一采用 2.19 GHz处理器的笔记本，Matlab计算软

件。可以看出，模态摄动法求解特征方程所耗费的

时间小于状态空间法直接求解复特征方程的时间，

说明模态摄动法提高了求解特征方程的效率；本文

方法由于计算过程中部分采用实模态线性组合，减

少了复数运算，计算效率也明显高于状态空间方法。

综合计算精度结果，本文方法兼顾了计算效率与精

度，适用于强非比例阻尼体系的地震反应分析。

3 五层钢结构地震反应分析

为验证本文方法对真实结构的适用性，下面采

用不同方法分析北京市通州区某公司总部办公楼的

地震反应。该办公楼主体为钢框架结构，层高 17.7
m，建筑长 50.4 m，分为 7跨，其中一榀横向框架钢结

构计算简图如图 6 所示。钢结构的梁和柱采用

Q345钢，楼板选用 C25混凝土。横向 7.2 m，6 m跨

度框架梁截面为 HN450 mm×200 mm×9 mm×14
mm，横向 3 m跨度框架梁截面为 HN300 mm×150
mm×6.5 mm×9 mm（数字代表工字钢的截面高

度，截面宽度，腹板厚度，翼缘厚度）；底层柱为 400
mm×400 mm×16 mm×16 mm箱型截面，其他层

柱为 400 mm×400 mm×14 mm×14 mm（数字代表

箱型柱（方管）截面高度，截面宽度，上下厚度，左右

厚度）箱型截面。办公楼重力荷载如楼板、墙体等以

等效质量的方式施加在框架结构上，其中屋面重力

荷载取 6.38 kN/m2，楼面重力荷载取 7 kN/m2。钢

结构阻尼比取 0.02，采用瑞利阻尼分析，瑞利阻尼系

表 6 计算时间/ms
Tab. 6 Calculation time/ms

求解特征方程

模态叠加

总时间

状态空间法

8.2
690.0
698.2

本文方法

6.9
480.0
486.9

表 4 三层框架结构水平位移误差/%
Tab. 4 Errors of horizontal displacements of the three-

layer frame/%

顶层水平位移

中间层水平位移

底层水平位移

峰值误差

累计误差

峰值误差

累计误差

峰值误差

累计误差

模态截断数

3
7.0
21.5
3.2
52.7
15.0
81.1

5
12.9
18.6
20.3
28.2
31.3
53.4

20
0.6
4.7
5.2
5.5
5.8
14.1

图 5 地震作用下三种方法的水平位移计算结果

Fig. 5 Horizontal displacement of three methods under earth⁃
quake excitation

表 5 三层框架结构水平位移误差/%
Tab. 5 Errors of horizontal displacements of the three-

layer frame/%

顶层水

平位移

中间层水

平位移

底层水

平位移

峰值误差

累计误差

峰值误差

累计误差

峰值误差

累计误差

计算方法(r=20)
状态

空间法

0.3
5.6
4.1
8.1
4.7
18.7

本文

方法

0.6
4.7
5.2
5.5
5.8
14.1

实模态叠

加法

9.3
21.3
5.4
25.4
28.8
27.4
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数的参考频率选用基频与荷载卓越频率。同时为提

高该框架结构的抗震性能，各楼层横向 A⁃B跨和 C⁃
D跨之间各设置一个黏滞阻尼器，采用斜对角布置

如图 6所示，附加阻尼器的阻尼系数为 c=1500 kN ·
s/m。

该框架结构的基本自振周期为 1 s，耦合系数

α=0.57。累积振型加速度贡献系数超过 90%时，

所需的最少模态数为 7阶。在 El Centro波作用下，

该框架结构的底层和顶层位移反应时程如图 7所
示，峰值与累积误差如表 7所示。其中模态摄动法

计算特征值时，附加实模态的个数仍取 8。
由图 7及表 7可以看出，本文方法所得底层与顶

层位移的峰值误差均在 1%以内，累积误差不超过

5%，具有很高的计算精度。而实模态叠加法底层位

移峰值误差大于 10%，累积误差达 29.40%。总体

而言，本文方法计算精度高，可用于强非比例阻尼体

系的地震反应分析，而强制解耦的实模态叠加法易

造成无法预计的误差。

4 结 论

工程实际结构中的阻尼常具有非比例阻尼的特

征，本文基于模态摄动法提出基于实模态的复模态

叠加法，用于地震荷载下的强迫振动分析。通过理

论分析和数值计算可以得出以下结论：

1）当采用无阻尼体系所有模态构成的完备空间

进行模态摄动法计算时，可以得到非比例阻尼体系

精确的复特征值和特征向量；对于非完备空间，当附

加模态数大于 8时，模态摄动法所得的复特征值误

差小于 2%；

2）非比例阻尼体系的复模态叠加法计算时，基

于累积振型参与质量及累积振型贡献系数进行模态

截断所得的模态数偏少，由此导致结构地震反应的

误差较大，建议采用累积振型加速度贡献系数作为

复模态叠加法的模态截断指标；

3）本文方法将非比例阻尼体系的特征向量和强

迫振动的解采用实模态线性组合进行计算，从而减

少了复数运算，提高了计算效率；

4）对于强非比例阻尼体系的地震反应分析，本

文方法兼顾了计算效率与精度，而强制解耦非比例

阻尼矩阵的实模态叠加法忽略了耦合阻尼的影响，

计算误差难以控制。
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Complex mode superposition method of non-proportional
damping system based on real modes

FU Xiang-qiu1，PAN Dan-guang1，2

（1.Department of Civil Engineering，University of Science and Technology Beijing，Beijing 100083，China；2.Beijing Key Labo⁃
ratory of Urban Underground Space Engineering，University of Science and Technology Beijing，Beijing 100083，China）

Abstract: A complex mode superposition method based on real modes of the undamped system is proposed to improve the calcula⁃
tion efficiency of forced vibration of the non-proportional damping system. The complex eigenvalues and modes are represented by
the linear combination of real modes through the modal perturbation method. So the forced vibration solution can be expressed by
the real modes. Then，the seismic response is analyzed by a three-story frame structure with additional damping which is a strong
non-proportional damping system. The result shows that eigenvalue errors are less than 2% when the number of additional real
modes exceeds 8. The numbers of complex modes calculated from the cumulative mode participating mass and modal contribution
factor error of displacement are not enough，and the modal contribution factor error of acceleration is suggested to be a better modal
truncation index. Compared with the state-space method，the proposed method is more efficient，the peak errors of the displace⁃
ment response are less than 10%，and the cumulative errors are less than 15%，by a few low modes determined by modal contribu⁃
tion factor error of acceleration. Finally，the applicability of the proposed method is verified by seismic response analysis of an office
building with a steel frame. Overall，the proposed method can balance calculation efficiency and accuracy for highly non-proportion⁃
al damping systems，while the real mode superposition method with forced decoupling shows large errors.

Key words: seismic response analysis；mode superposition method；non-proportional damping；modal perturbation method；state-
space method

作者简介: 付相球（1994-），男，博士研究生。电话：18811343143；E-mail：b20180019@xs.ustb.edu.cn
通讯作者: 潘旦光（1974-），男，教授。电话：13911623597；E-mail：pdg@ustb.edu.cn

附 录：

D 11 = C+ diag [ 2sl Ml ] + diag
l≠ j

[ ω
2
l - s2l
s j

Ml ] D 12 = C+diag [ ( sl+ s̄ l )Ml ]

D 21 = C+ diag [ ( sl+ s̄ l )Ml ] D 22 = C+ diag [ 2s̄ l M l ]+ diag [
ω 2l - s̄2l
s j

Ml ]

E 11 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

C 11 C 12 ⋯ 0 ⋯ C 1n
C 21 C 22 ⋯ 0 ⋯ C 2n
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
Cj1 Cj2 ⋯ 0 ⋯ Cjn

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
Cn1 Cn2 ⋯ 0 ⋯ Cnn

+ diag
l≠ j

[ 2sl Ml ] E 12 = C+ diag [ ( sl+ s̄ l )Ml ]

E 21 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê
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ù

û
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ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

C 11 C 12 ⋯ 0 ⋯ C 1n
C 21 C 22 ⋯ 0 ⋯ C 2n
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
Cj1 Cj2 ⋯ 0 ⋯ Cjn

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
Cn1 Cn2 ⋯ 0 ⋯ Cnn

+ diag
l≠ j

[ ( sl+ s̄ l )Ml ] E 22 = C+ diag [ 2s̄ l M l ]

R 1 =-{ C 1j C 2j ⋯ C ( j- 1) j C jj+ 2sj Mj+
ω 2j - s2j
s j

M j C ( j+ 1) j ⋯ Cnj }T

R 2 =-{ C 1j C 2j ⋯ C ( j- 1) j C jj+( s̄ j+ sj )Mj C ( j+ 1) j ⋯ Cnj }T
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