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摘要: 研究了含分数阶非线性特性的 1/4汽车悬架模型在双频激励下的混沌运动。运用Melnikov方法，推导出系统

发生异宿混沌运动的解析必要条件，得到系统混沌边界曲面阈值，讨论了悬架系统各参数对混沌边界曲面的影响。

运用时间历程图、频谱图、相图、庞加莱截面图及最大李雅普诺夫指数进行数值验证。研究表明，在双频激励下悬架

系统存在混沌运动，且含分数阶非线性悬架系统中阻尼系数、刚度系数等各参数对混沌边界曲面阈值都有一定影

响，其中分数阶项阶数和系数及线性阻尼系数对其影响较大。
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引 言

分数阶微积分作为重要的数学分支，于 1695年
德国科学家 Leibniz和法国数学家 L'Hopital在探讨

1/2阶导数时首次被提出［1］。然而，由于缺乏应用背

景支撑等多方面原因，它长期以来并没有得到较多

的关注和研究。随着 20世纪 70年代以来对分形和

各种复杂系统的深入研究，分数阶微积分理论及其

应用开始受到广泛关注，很多学者对分数阶微积分

的基本特性进行研究，在基础理论方面取得了很大

进展［2⁃6］。

进入 21世纪以来，分数阶微积分建模方法和理

论在复杂黏弹性材料力学本构关系、反常扩散、高能

物理等诸多领域有了若干非常成功的应用［7⁃10］，凸显

了其独特优势和不可替代性，所以研究含分数阶微

积分方程中的典型力学特性和分数阶参数对动力系

统 的 影 响 很 有 意 义 ，大 量 学 者 进 行 着 这 方 面 的

研究［11⁃13］。

车辆悬架减振装置不仅具有迟滞非线性特性，

而且多数阻尼器都具有类黏弹性本构关系，这些黏

弹性材料介于弹性和阻尼特性之间，普通的整数阶

理论无法准确地描述这种材料的本构关系。为此，

很多研究学者开始对黏弹性材料采用分数阶理论进

行描述［14⁃16］。将分数阶理论和非线性理论一起运用

到汽车悬架系统中，不仅具有一定的前瞻性，而且由

于在悬架系统中加入了分数阶微分理论，可以更准

确地描述悬架系统的数学模型。因此本文采用含分

数阶微分项的非线性方程来描述汽车悬架系统。

在外界激励的作用下，具有迟滞非线性的汽车

悬架系统会产生复杂的非线性动力学行为，如分叉、

混沌等。刘剑等［17］建立了两自由度磁流变悬架动力

学系统，根据非线性稳定性理论发现了单频谐波激

励下系统发生混沌的可能性。黄苗玉 等［18］针对两

自由度磁流变悬架系统，研究了简谐路面作用下系

统随激励频率幅值变化的分叉特性，并利用相平面

图、庞加莱截面图等详细描述了通向混沌振动的路

径。楼京俊等［19］利用Melnikov方法研究多频激励

下的软弹簧 Duffing系统的混沌动力学，证明激励频

率数目的增加使系统更容易进入混沌状态。毕勤胜

等［20］讨论了参外联合激励复合非线性振子的动力学

行为，并对其定常解进行了局部分叉分析。杨智勇

等［21］建立了双频拟周期动态路面激励函数，并构建

了四自由度非线性车辆悬架模型，通过分析系统的

庞加莱图、相位图等得到了系统发生混沌时的激励

振幅和振动特性。李韶华等［22］研究了具有滞后非线

性的汽车悬架在路面拟周期激励作用下发生受迫振

动的混沌运动，揭示出此系统中存在从拟周期运动

通向混沌运动的可能性。

目前对汽车悬架的研究主要集中在系统的响应

分析及悬架的控制技术，对双频激励非线性系统的

动力学行为研究，尤其是针对含分数阶的非线性系
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统在双频激励下的动力学行为研究较少。针对双频

激励下的含分数阶非线性汽车悬架系统，本文通过

计算Melnikov函数得出了系统的混沌阈值，并分析

了参数对混沌区域的影响。

1 双频激励下 Smale马蹄变换意义下

混沌的解析必要条件

1. 1 含分数阶非线性悬架系统建模

汽车悬架非线性模型如图 1所示。图中：z0为路

面激励位移，z1为系统垂直位移。其运动微分方程为

mz̈1 + k1 ( z1 - z0 )- k3 ( z1 - z0 )3 +
c1 ( ż1 - ż0 )+ hDp

t ( z1 - z0 )= 0 （1）
式中 m，k1，k3，c1，h和p分别为悬架系统的质量、线

性刚度系数、非线性刚度系数、阻尼系数、分数阶项

的系数和阶次。

设：相对位移 z= z1 - z0，则 z1 = z+ z0，式（1）
可以转化为

mz̈+ k1 z- k3 z3 + c1 ż+ hDp
t ( z )=-mz̈0 （2）

由式（2）可知，含分数阶非线性悬架模型是一种

分 数 阶 杜 芬 系 统 。 拟 周 期 激 励 表 示 为 ：z0 =
F 1 cos (ω 1 t )+F 2 cos (ω 2 t )，则 z̈0 =-F 1ω 21 cos（ω1t）-
F 2ω 22 cos (ω 2 t )。其中，F 1，F 2为激励幅值；ω 1，ω 2为激

励频率，且 ω 1，ω 2 不可有理通约。令 A 1 =mF 1ω 21，

A 2 =mF 2ω 22，式（2）可以转化为

mz̈+ k1 z- k3 z3 + c1 ż+ hDp
t ( z )=

A 1 cos (ω 1 t )+ A 2 cos (ω 2 t ) （3）
对式（3）进行变量代换，令

b1 =
k1
m

，b2 =
k3
m

，B= εb= c1
m

，μ1 = εμ= h
m

，

A 10 = εa1 =
A 1

m
，A 20 = εa2 =

A 2

m
，其 中 ，0< ε≤ 1，

则有

z̈+ b1 z- b2 z3 = ε [ a1 cos (ω 1 t )+
a2 cos (ω 2 t )- bż- μDp

t ( z ) ] （4）

1. 2 分数阶杜芬系统的异宿轨道

将式（3）写成状态方程的形式

ì

í

î

ïï
ïï

ż= y

ẏ=-b1 z+ b2 z3 + ε [ a1 cos (ω 1 t )+
a2 cos (ω 2 t )- μDp

t ( z )- by ]
（5）

当 ε= 0时，式（5）退化为二维保守系统。当

k= b1
b2
< 0时，只有一个不动点 O ( 0，0 )；当 k> 0

时 ，有 三 个 不 动 点 ：O ( 0，0 )，M ( b1
b2

，0 )，N (-

b1
b2

，0 )。

无 扰 动 系 统 的 特 征 行 列 式 为 detW=
|
|
||

|
|
|| λ -1
b1+ b2 z3 λ

，其特征值为λ1，2 =± -b1 - b2 z2。

当不动点为 O ( 0，0 )时，系统的特征值为 λ=

± b1 i；当 不 动 点 为 M ( b1
b2

，0 )或N (- b1
b2

，0 )

时，系统的特征值为 λ=± 2b1，对于 O点，其特征

值为一对共轭纯虚数，因此 O点为中心；对于M点

和 N点，其特征值为异号的实数，因此M点和 N点

为鞍点。由于异宿轨的相轨线不能穿过中心，所以

当 k< 0时，无扰动系统为稳定的周期运动，不存在

Smale马蹄意义下的混沌。以下只考虑 k> 0时的

情况，此时无扰动系统为一 Hamilton系统，其 Ham⁃
ilton函数为

H ( z，y )= 1
2 y

2 + b1
2 z

2 - b2
4 z

4 （6）

通过M点和N点的异宿轨道满足

ì

í

î

ïï
ïï

H (± b1
b2

，0 )= 1
2 y

2+ b1
2 z

2- b2
4 z

4= b21
4b2

ż=y
（7）

对式（7）进行整理可得

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

y=± b21
2b2

- b1 z2 +
b2
4 z

4

dz
dt = y

（8）

对式（8）进行分离变量与积分分解，从而得到异

宿轨道为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

z ( t )=± b1
b2
tanh ( b1

2 t )

y ( t )=± b1
2b2

sech2 ( b1
2 t )

（9）

图 1 单自由度 1/4汽车悬架系统模型

Fig. 1 Single degree of freedom 1/4 vehicle suspension
system model
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1. 3 Melnikov函数确定系统混沌边界条件

设 x= ( )xẋ ，f ( x )= ( )y

-b1 z+ b2 z3
，g ( x，t )=

( )0
ε [ a1 cos (ω 1 t )+ a2 cos (ω 2 t )- μDp

t ( z )- by ] ， 则

式（4）可以整理成如下表达形式

ẋ= f ( x )+ εg ( x，t )
系统的Melnikov函数如下

M ( t0 )= ∫-∞
+∞
f ( x0 ( t- t0 ) ) ∧ g ( x0 ( t- t0 )，t ) dt=

ε ∫-∞
+∞
y ( t ) { a1 cos [ ω 1 ( t+ t0 ) ]+ a2 cos [ ω 2 ( t+

t0 ) ]- μDp
t ( z )- by } dt= εa1 cos (ω 1 t0 )⋅

∫-∞
+∞
y ( t )cos (ω 1 t ) dt+ εa2 cos (ω 2 t0 )×

∫-∞
+∞
y ( t )cos (ω 2 t ) dt- εμ ∫-∞

+∞
y ( t )Dp

t ( z ) dt-

εb ∫-∞
+∞
y 2 ( t ) dt=± A 10b1

2b2
cos (ω 1 t0 ) ⋅

∫-∞
+∞
sech2 ( b1

2 t )cos (ω 1 t ) dt±

A 2 0b1
2b2

cos (ω 2 t0 ) ∫-∞
+∞
sech2 ( b1

2 t )cos (ω 2 t ) dt-

μ1 ∫-∞
+∞
y ( t )Dp

t ( z ) dt-
Bb21
2b2 ∫-∞

+∞
sech4 ( b1

2 t ) dt

（10）
当 F 1 ≠ F 2 时，Melnikov函数的零点很难通过

解析方法求得，因此本文只讨论 F 1 = F 2时的情况。

设 F 1 = F 2 = F，A 10 = Fω 21，A 20 = Fω 22，对上式进行

积分得

M ( t0 )=±
A 10b1
2b2

cos (ω 1 t0 ) I1±
A 20b1
2b2

cos (ω 2 t0 ) I2-

μ1 I3-
Bb21
2b2

I4

根据Melnikov理论可得发生混沌的边界条件为

F>
( μ1 I3 +

Bb21
2b2

I4 ) 2b2

(ω 21 I1 + ω 22 I2 )b1
（11）

其中，

I1 = ∫-∞
+∞
sech2 ( b1

2 t )cos (ω 1 t ) dt=

2πω 1 csch
πω 1
2b1

b1
，

I2 = ∫-∞
+∞
sech2 ( b1

2 t )cos (ω 2 t ) dt=

2πω 2 csch
πω 2
2b1

b1
，

I4 = ∫-∞
+∞
sech4 ( b1

2 t ) dt=
4
3

2
b1

。

对于式（11）中的 I3，由于被积函数中含有分数

阶微分项，不能直接进行积分运算，只能通过分数阶

微分的定义来进行计算。分数阶导数的定义不像常

规整数阶导数有唯一的定义式，根据不同的研究背

景，分数阶导数在其发展过程中被给予了多种形式

的定义式。目前使用较多的有 Riemann⁃Liouville定
义 、Caputo 定 义 及 Grunwald ⁃ Letnilov 定 义 。 Rie⁃
mann⁃Liouville定义具有良好的数学性质，但在工程

中应用受到诸多限制。例如，初值问题在工程中具

有重要意义，但常数的分数阶导数在 Riemann⁃Liou⁃
ville定义下却不为零。Caputo定义在工程应用中，

其物理意义更加明确，对于初始条件非零的微分方

程，Caputo分数阶微分可以降低其计算难度，但 Ca⁃
puto定义下对分数阶微积分进行离散计算比较困

难。Riemann⁃Liouville形式的分数阶导数方便进行

数值运算，但易于离散。本文使用 Caputo形式的分

数阶导数定义法对分数阶微分方程进行数值计算。

Caputo与 Riemann ⁃Liouville分数阶微分的定义分

别为：

C
t0D

p
t [ x ( t ) ]=

1
Γ ( 1- p ) ∫ t0

t x ′( τ )
( t- τ )p dτ （12）

RL
t0 D

p
t [ x ( t ) ]=

1
Γ ( 1- p )

d
dt ∫ t0

t f ( τ )
( t- τ )p dτ（13）

式中 Γ ( x )为Gamma函数，且Γ ( x+ 1 )= xΓ ( x )。
通过比较式（12）与（13）分数阶微分的两种定义

可知，当 x ( t )的初值非零时，两者之间的关系为
C
t0D

p
t [ x ( t ) ]= RL

t0 D
p
t [ x ( t ) ]- f ( t )=

RL
t0 D

p
t [ x ( t ) ]- ∑

k= 0

m- 1 x( )k ( t )
Γ ( k- p+ 1 ) ( t- t0 )k- p（14）

式中 m= é ùp ，f ( t )为补偿函数。

计算高精度 Caputo分数阶微分导数的具体过

程为：首先，通过改进的直接递推算法［23］来对 Rie⁃
mann⁃Liouville分数阶微分进行高精度计算；然后，

计算出补偿函数 f ( t )；最后，将补偿函数与 Riemann⁃
Liouville分数阶微分相结合，得到高精度的 Caputo
分数阶微分，计算结果可靠。这样可以计算出含有

分数阶微分项的积分，得到 I3的值。

I3= ∫-∞
∞
y ( t ) Dp

t ( z ) dt=±
b1
2b2

·

∫-∞
∞
sech2 ( b1

2 t) Dp
t

é

ë
êê

ù

û
úú± b1

b2
tanh ( )b1

2 t dt=

b1 b1
2b2
∫-∞
∞
sech2 ( )b1

2 t D
p
t

é

ë
êê

ù

û
úútanh ( )b1

2 t dt=
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b1 2b1
|b2|

A

其中，A= ∫0
∞
sech2 ( )b1

2 t D
p
t

é

ë
êê

ù

û
úútanh ( )b1

2 t dt。

将计算得出的 I1，I2，I3，I4带入边界条件式（11）
得到系统发生具有 Smale马蹄意义下混沌的必要条

件表达式为

F≥

|

|

|

|

|

|

|
|
||
|
| ( )μ1b1 b1

b2
A+

2Bb1 b1
3b2

b2

πω 31 csch
πω 1
2b1

+ πω 32 csch
πω 2
2b1

|

|

|

|

|

|

|
|
||
|
|
（15）

2 含分数阶非线性悬架系统参数

对混沌阈值的影响

根据式（15）所求出的激励幅值 F与激励频率

ω 1，ω 2 之 间 的 关 系 ，取 m= 240 kg，c1 = 200 N ⋅
s/m，k1 =15000 N/m，k3=30000 N/m3，h=1000，
p= 0.5，可以确定系统混沌的边界条件，所得混沌

边界曲线如图 2所示。

当 F的取值位于混沌边界曲面之上时，则对于

充分小的 0< ε≤ 1，系统可能发生 Smale马蹄意义

下的混沌；若 F位于混沌边界曲面下方，系统做稳定

的拟周期运动。分别改变 c1，k1，k3，h和p的值，可研

究系统各参数对混沌边界曲面的影响。其中图 3为
阻尼系数 c1的影响（沿箭头方向 c1取值依次增大，分

别为 160，180，200，220，240）；图 4为线性刚度系数

k1 的影响（沿箭头方向 k1 取值依次增大，分别为

11000，13000，15000，17000，19000）；图 5为非线性

刚度系数 k3 的影响（沿箭头方向 k3 取值依次增大，

分别为 26000，28000，30000，32000，34000）；图 6为
分数阶项系数 h的影响（沿箭头方向 h取值依次增

大，分别为 600，800，1000，1200，1400）；图 7为分数

阶项阶数的影响（沿箭头方向 p取值分别为 0.3，
0.1，0，0.5，0.7，0.9，1）。

图 6 h对混沌边界曲面的影响

Fig. 6 Influence of h on the chaotic boundary surface

图 2 混沌边界曲面

Fig. 2 Chaotic boundary surface

图 3 c1对混沌边界曲面的影响

Fig. 3 Influence of c1 on the chaotic boundary surface

图 4 k1对混沌边界曲面的影响

Fig. 4 Influence of k1 on the chaotic boundary surface

图 5 k3对混沌边界曲面的影响

Fig. 5 Influence of k3 on the chaotic boundary surface
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从图中可以看出：

（1）c1越大，混沌阈值越小，发生混沌的可能性

越大，阈值随 c1变化比较均匀。

（2）k1越大，混沌阈值越小，发生混沌的可能性

越大，阈值随 k1变化也比较均匀。

（3）k3越大，混沌阈值越小，发生混沌的可能性

越大，但非线性项 k3的变化对阈值的影响并不十分

明显。

（4）h越大，混沌阈值越大，发生混沌的可能性

越小，h的改变对阈值变化有明显的影响。

（5）p从 0变化到 1时，混沌阈值先减小后增大，

发生混沌的可能性先增大后减小，且阶数变化对阈

值影响较大。

由图可知，悬架系统的各个参数对系统的混沌

边界曲线均有影响，其中分数阶微分项的阶数和系

数对悬架系统的混沌边界曲线影响很大。由此可

知，将分数阶微分项引入汽车悬架系统，比单纯使用

整数阶对悬架系统进行描述更能准确描述系统的混

沌阈值，这对实际工程中悬架参数的设计和选择具

有一定的参考意义和理论价值。

3 数值仿真验证及分析

为了验证边界的正确性，本文随机研究了拟周期

频率 ω 1 = 7.3 rad/s，ω 2 = 20 rad/s及 ω 1 = 8.1 rad/s，
ω 2 = 21 rad/s时的情况。首先分数阶项使用幂级数

展开法进行数值运算，根据 Grunwald⁃Letnilov形式

分数阶导数定义对其进行近似，并将代数方程离散

化即可。然后根据系统在双频激励下的时间历程

图、频谱图、相图及庞加莱截面图进行判断，最后根

据最大 Lyapunov指数进一步验证。

3. 1 不同激励频率及幅值下的数值仿真运动状态

结果研究

进行数值仿真的两组数据在混沌边界曲面的实

际位置如图 8所示。

通过数值仿真分析可以得出系统在混沌曲面上

下各点的时间历程图、频谱图、相图及庞加莱截面图

如图 9⁃17所示。表 1为各点取值、位置及运动状态。

根据数值仿真结果判断系统的运动形式，进而验证

混沌边界曲面的正确性。下面分别对周期运动区域

及可能发生混沌的区域选取两组不同激励频率下的

点进行比较验证。

从图 9⁃13可以得出：图 9和 10其时间历程图为

拟周期运动，频谱图上只有两个与外界激励频率相

等的主频率，相图表现为稳定的相轨线，庞加莱截面

图类似一个圆环。因此，可以判断系统在此外界激

励下做稳定的拟周期运动。A点位于混沌阈值曲面

的下方，为拟周期运动。B点虽然位于混沌阈值曲

面上方，但解析求得的阈值曲面上方为发生混沌的

必要条件，并非充要条件，因此 B 点仍为拟周期

运动。

图 8 各点在混沌边界曲面的实际位置

Fig. 8 Position of each point on the chaotic boundary surface

表 1 各点位置及运动状态

Tab. 1 Position and motion state of each point

点

A

B

C

D

E

F

G

H

I

激励频率

ω 1/(rad·s−1)

7.3

7.3

7.3

7.3

7.3

8.1

8.1

8.1

8.1

激励频率

ω 2/(rad·s−1)

20

20

20

20

20

21

21

21

21

激励幅

值 F/m

0.02

0.05

0.1

0.12

0.13

0.02

0.03

0.13

0.15

点的

位置

曲面

下方

曲面

上方

曲面

上方

曲面

上方

曲面

上方

曲面

下方

曲面

上方

曲面

上方

曲面

上方

运动

状态

拟周期

运动

拟周期

运动

混沌

运动

混沌

运动

混沌

运动

拟周期

运动

拟周期

运动

拟周期

运动

混沌

运动

图 7 p对混沌边界曲面的影响

Fig. 7 Influence of p on the chaotic boundary surface
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C点位于混沌阈值曲面上方，由图 11可以看出

时间历程图基本没有规律，频谱图上出现多个离散

的谱线，相图开始趋于混乱，庞加莱截面图的圆环出

现破裂。因此，初步判断系统在此激励下系统开始

出现混沌运动，但比较接近于拟周期运动。

随着外界激励幅值逐渐增大，从图 12和 13可以

看出，时间历程图越来越混乱无序，频谱图出现多个

离散谱线，且在低频部分表现为连续混乱的频谱，相

图轨线越来越混乱，庞加莱截面图圆环完全破裂，呈

现为毫无规律的一些离散点，可以判断系统呈现出

完全的混沌运动。

从由图 14⁃17可以得出：图 14和 15的时间历程

图为规则的拟周期运动，频谱图只有两条与外界激

励频率相等的主频率，相图均表现为稳定的相轨线，

图11 C点混沌运动 (ω 1=7.3 rad/s，ω 2=20 rad/s，F=0.1 m )
Fig. 11 Chaotic motion of point C (ω 1 = 7.3 rad/s，ω 2 =

20 rad/s，F= 0.1 m )

图9 A点拟周期运动(ω1=7.3 rad/s,ω2=20 rad/s,F=0.02 m)
Fig. 9 Quasi periodic motion of point A (ω1=7.3 rad/s,ω2=

20 rad/s,F=0.02 m)

图 10 B 点 拟 周 期 运 动 (ω1=7.3 rad/s, ω2=20 rad/s, F=
0.05 m)

Fig. 10 Quasi periodic motion of point B (ω1=7.3 rad/s,
ω2=20 rad/s,F=0.05 m)

图12 D点混沌运动(ω 1=7.3 rad/s，ω 2=20 rad/s，F=0.12 m )
Fig. 12 Chaotic motion of point D (ω 1 = 7.3 rad/s，ω 2 =

20 rad/s，F= 0.12 m )

图 13 E 点 混 沌 运 动（ω 1 = 7.3 rad/s，ω 2 = 20 rad/s，F=
0.13 m）

Fig. 13 Chaotic motion of point E（ω 1 = 7.3 rad/s，ω 2 =
20 rad/s，F= 0.13 m）
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庞加莱截面图为一个整齐的圆环。因此，可以判断

系统在此外界激励下做稳定的拟周期运动。

从图 16可以看出，系统的时间历程图表现为较

为整齐规则的拟周期运动，频谱图出现多条离散谱，

相图开始趋于混乱无序，庞加莱截面图中圆环开始

出现破裂。初步判断系统在此外界激励下做拟周期

运动，但已经比较接近混沌运动。

从图 17可以看出，系统的时间历程图呈混乱无

序的混沌运动，频谱图低频段出现连续频谱，相图出

现混乱轨线，庞加莱截面图为一些杂乱的离散点。

可以判断在此外界激励下，系统做混沌运动。

3. 2 最大 Lyapunov指数原理及结果

含分数阶非线性系统的振动状态具有非常复杂

的动力学特性，可以利用最大 Lyapunov指数表征系

统在相空间中相邻轨道的发散率，若最大 Lyapunov
指数为正值，则表示两条相邻轨线随时间变化成指

数率增长，系统运动具有混沌状态；若最大 Lyapu⁃
nov指数为负，则表示系统对初值不敏感，系统状态

收敛到平衡点，此时系统具有拟周期运动特性。为

验证上述混沌边界曲面的正确性，使用MATLAB
软件对含分数阶非线性汽车悬架系统进行数值仿真

分析。

图 14 F 点 拟 周 期 运 动（ω1=8.1 rad/s, ω2=21 rad/s,
F=0.02 m）

Fig. 14 Quasi periodic motion of point F（ω1=8.1 rad/s,
ω2=21 rad/s,F=0.02 m）

图 15 G 点 拟 周 期 运 动（ω1=8.1 rad/s, ω2=21 rad/s,
F=0.03 m）

Fig. 15 Quasi periodic motion of point G（ω1=8.1 rad/s,
ω2=21 rad/s,F=0.03 m）

图 16 H 点 拟 周 期 运 动（ω1=8.1 rad/s, ω2=21 rad/s,
F=0.13 m）

Fig. 16 Quasi periodic motion of point H（ω1=8.1 rad/s,
ω2=21 rad/s,F=0.13 m）

图 17 I点混沌运动（ω1=8.1 rad/s,ω2=21 rad/s,
F=0.15 m）

Fig. 17 Chaotic motion of point I（ω1=8.1 rad/s,
ω2=21 rad/s,F=0.15 m）

1204



第 6 期 常宇健，等：双频激励下含分数阶非线性汽车悬架系统的混沌研究

进行数值仿真分析时，对最大 Lyapunov指数使

用Wolf重构算法，仿真程序中选取的初始条件为初

始位移为−0.5 m，初始速度为 0.5858 m/s，分数阶

项初始值为 0.1，步长为
1
200 T 1 =

π
100ω 1

。计算 A⁃I

各点最大 Lyapunov指数及运动状态如表 2所示。

所有出现混沌的点都位于边界曲面上方，据此可以

进一步判断其运动状态的正确性。根据时间历程

图、频谱图、相图及庞加莱截面图判断所得各点运动

状态与根据最大 Lyapunov指数判断结果一致，因此

可以验证所得混沌边界曲面正确。

4 结 论

本文针对含分数阶非线性特性的 1/4汽车悬架

系统，研究双频激励下系统的动力学响应。

（1）通过构建含分数阶 1/4汽车非线性悬架系

统，应用Melnikov解析方法得到系统发生混沌的解

析必要条件。

（2）采用数值仿真得到汽车系统响应特征，并结

合最大 Lyapunov指数分析，验证了含分数阶非线性

悬架系统在一定条件下存在混沌运动，且随着激励

幅值的增加，悬架系统运动状态为拟周期运动到混

沌运动。通过系统最大 Lyapunov指数和系统响应

验证了混沌阈值曲面的正确性。

（3）分析表明系统的刚度、阻尼及分数阶项系数

和阶次均对混沌边界曲面有一定影响，且分数阶项

参数对系统的影响较大，分析结果可以为悬架系统

参数的选择及混沌行为的研究提供借鉴意义。
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H
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位置
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曲面上方

曲面上方
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曲面上方

曲面下方

曲面上方

曲面上方
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拟周期运动

拟周期运动

混沌运动

混沌运动

混沌运动

拟周期运动
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拟周期运动
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Chaos of vehicle suspension system with fractional order nonlinearity
under dual frequency excitation

CHANG Yu-jian1，2，SUN Ya-ting1，CHEN En-li2，LI Shao-hua2，XING Wu-ce2

（1.School of Electrical and Electronic Engineering，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China；
2.State Key Laboratory of Mechanical Behavior and System Safety of Traffic Engineering Structures，

Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China）

Abstract: The chaotic motion of 1/4 vehicle suspension model with fractional nonlinear characteristic under dual frequency excita⁃
tion is studied. Using the Melnikov method，the analytical necessary conditions for heteroclinic chaotic motion of the system are de⁃
rived，and the threshold of the chaotic boundary surface of the system is obtained. The influence of various parameters of the sus⁃
pension system on the chaotic boundary surface is discussed. Time history diagram，spectrum diagram，phase diagram，Poincaré
cross section diagram and maximum Lyapunov index are used for numerical verification. The results show that there is chaotic mo⁃
tion in the suspension system under dual frequency excitation，and the damping coefficient，stiffness coefficient and other parame⁃
ters have certain influence on the threshold value of the chaotic boundary surface in the suspension system with fractional order，in
which the fractional order term and coefficient and linear damping coefficient have great influence.
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