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动力可靠度约束下基于概率测度变换-全局收敛
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摘要: 基于动力可靠度的结构优化是实现随机动力系统优化设计的重要途径。针对设计变量为系统中部分随机变

量分布均值的情形，提出了一种基于动力可靠度的结构优化设计方法。在该方法中，通过概率密度演化理论实现了

结构动力可靠度的高效分析。在此基础上，结合概率测度变换，可以在不增加任何确定性结构分析的前提下，实现

动力可靠度对设计变量的灵敏度分析。进而，通过将上述概率密度演化 ⁃测度变换方法嵌入全局收敛移动渐近线

法，实现了基于动力可靠度的结构优化设计问题的高效求解。数值算例的结果表明，所提方法可以显著降低结构分

析次数，具有较高的效率与稳健性。
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引 言

随机因素广泛存在于真实的工程结构系统

中［1］。只有定量地考虑随机因素的影响，才能得到

合理或优化的结构设计方案［2⁃3］。经过数十年的发

展，确定性的结构优化设计方法已经日臻成熟。为

了进一步促进结构优化设计在实际工程设计中的应

用，推动工程结构设计向更加合理化、自动化与智慧

化发展，基于可靠度的结构优化设计已经成为国内

外学者广泛关注的研究热点［4］。

近十余年来，学者们对此开展了卓有成效的研

究，发展了一系列方法，包括序列近似规划方法［5⁃7］、

序列优化与可靠性评估方法［8］和单循环方法［9］等。

这些方法往往基于一次可靠度方法，因此难以处理

极限状态函数非线性较强的可靠度优化问题，特别

是非线性动力系统基于可靠度的结构优化问题。

对土木工程结构而言，地震等灾害性动力作用

在设计中往往起到主导作用。因此，考虑动力作用

下基于可靠度的结构优化设计十分必要。然而，到

目前为止，基于动力可靠度的结构优化设计的研究

远远滞后于基于静力可靠度的结构优化设计研究。

一个重要原因是，与静力可靠度分析相比，动力可靠

度分析的难度更高［10］。

近年来，在基于动力可靠度的结构优化设计领

域，已提出了一些基于随机模拟方法，例如基于

Markov链 Monte Carlo模拟的方法［11⁃12］、线搜索方

法［13］以及可行方向内点法［14］等。但受限于随机模拟

方法巨大的工作量及其随机收敛性质，这些方法的

效率和稳健性仍有待进一步提高。

概率密度演化理论（PDEM）的发展为结构动力

可靠度的高效分析提供了一条途径［15⁃16］。最近，与

概率测度变换（COM）的结合［17］则进一步为高效的

灵敏度分析创造了条件。概率密度演化 ⁃测度变换

（PDEM⁃COM）方法的引入可以显著地提高结构动

力可靠度及其灵敏度分析的效率［18］。本文进一步将

概率密度演化 ⁃测度变换方法拓展到设计变量与部

分随机变量耦合情况下具有动力可靠度约束的结构

优化问题中。在此基础上，结合全局收敛的移动渐

近线法（GCMMA），可实现上述结构优化问题的求

解。算例分析表明，本文提出的方法具有较高的效

率与良好的稳健性。

1 基于动力可靠度的结构优化问题

基于动力可靠度的结构优化问题可定义为如下

考虑动力可靠度约束的优化问题［14］：
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min f ( x )
s.t. gj ( x )≤ 0， j= 1，2，⋯，ng

hl ( x )≤ 0， l= 1，2，⋯，nh

-x i
≤ xi≤ x̄ i，i= 1，2，⋯，n （1）

式中 x=( x 1，x2，⋯，xn )T 为设计向量，f ( x )为目

标函数，gj ( x )≤ 0，j= 1，2，⋯，ng 为不涉及随机因

素的标准约束，hl ( x )≤ 0，l= 1，2，⋯，nh 为动力可

靠度约束，-x i
和 x̄ i 分别为设计变量 xi 的下限与

上限。

采用首次超越破坏可靠度作为动力可靠度的度

量，则第 l个动力可靠度约束可定义为：

hl ( x )= R th
l - Rl ( x，T )≤ 0 （2）

式中 Rl为与第 l个失效模式相关的首次超越破坏

可靠度，R th
l 为结构动力可靠度 Rl的阈值，T为所关

心的时段长度。考虑双壁破坏准则时，首次超越破

坏可靠度可以定义为：

Rl( x，T ) = Pr{| Zl(Θ，t，x ) | ≤ z thl ，t∈ ( 0，T ] } （3）

式中 Pr{ ⋅ }表示随机事件的概率，Θ为刻画系统

随机源信息的随机向量，Zl 为与第 l个失效模式相

关的结构反应，z thl 为结构反应 Zl的阈值。

考虑到一般结构失效概率的量级较小，为了数

值处理的便利，式（2）可以等价地表示为：

hl ( x )= ln [ PFl ( x，T )+ ϵ ]- ln P th
Fl≤ 0 （4）

式中 PFl ( x，T )= 1- Rl ( x，T )为与第 l个失效模

式相关的结构失效概率，P th
Fl= 1- R th

l 为结构失效

概率 PFl ( x，T )的阈值，ln (⋅)表示自然对数，ϵ为一个

很小的正实数，文中取 ϵ= 10-10。这里，ϵ的意义仅

在于保证式（4）中的对数运算有定义。

事实上，采用式（4）所示的对数形式的可靠度约

束一方面可以避免失效概率较小带来的数值误差，

另一方面也可以降低函数的非线性，便于构造高精

度的近似形式［13］。因此，本文中的结构动力可靠度

约束均按照式（4）定义。需要指出，为了便于工程应

用，采用可靠性指标构造可靠度约束是另一种较为

常见的方式［19］。

2 全局收敛移动渐近线法

尽管遗传算法和粒子群算法等启发式优化算法

具有全局寻优能力，但是这类优化算法在寻优过程

中一般需要大量的函数调用。对基于可靠度的结构

优化设计问题而言，采用遗传算法或粒子群算法求

解往往需要成百上千次的结构可靠度分析。因而采

用遗传算法或粒子群算法求解实际工程结构的可靠

性优化设计问题的计算工作量非常庞大。因此，一

阶优化方法仍然是结构优化和基于可靠度的结构优

化中常用的方法。

移动渐近线法（MMA）［20］是结构优化中常用的

一种序列近似规划方法。该方法将原始优化问题的

目标函数和约束函数近似展开，得到一系列具有显

式代数形式的子优化问题，而这些子优化问题的解

组成的序列将收敛到原始优化问题的解。在此基础

上，Svanberg从函数的保守凸可分近似（CCSA）思

想出发，提出了具有全局收敛性的移动渐近线法（以

下简称GCMMA）［21］。

在 GCMMA中，将非线性函数 F ( x )（可以是优

化问题（1）中的目标函数、标准约束函数或动力可靠

度约束函数）近似表示为［21］：

F ( )k，v ( x )=∑
i= 1

n ( )a( )k，v
i

x͂( )k
i - xi

+ b( )k，v
i

xi- x ( k )i
~

+ c( )k，v （5）

其中

a( )k，v
i =( x͂ ( )k

i - x( )k
i )2 ⋅

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
max ( ∂F∂xi ( x ( )k )，0) + ρ( )k，v

x̄ i- -x i

ù

û

ú
úú
ú （6）

b( )k，v
i =( x ( )k

i - x ( k )i
~
)2 ⋅

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
max ( - ∂F

∂xi
( x ( )k )，0) + ρ( )k，v

x̄ i- -x i

ù

û

ú
úú
ú （7）

c( )k，v = F ( x ( )k )-∑
i= 1

n ( )a( )k，v
i

x͂( )k
i - x( )k

i

+ b( )k，v
i

x( )k
i - x ( k )i

~

（8）

式中 k为外层优化循环的计数；v为内层优化循环

的 计 数 ；x ( )k =( x ( )k
1 ，x( )k

2 ，⋯，x( )k
n )T 为 当 前 设 计 点 ；

xi= x ( k )i
~

和 xi= x͂( )k
i 为当前循环中近似函数 F ( )k，v ( x )

的渐近线；ρ( )k，v 为控制近似函数 F ( )k，v ( x )的保守性

的参数。一般而言，若 ρ( )k，v+ 1 > ρ( )k，v ，则 F ( )k，v+ 1 ( x )
比 F ( )k，v ( x )更保守。参数 x ( k )i

~
，x͂( )k

i 以及 ρ( )k，v 的更新

方式可参考文献［20，22］。以相应的近似函数代替

原始优化问题（1）中的目标和约束函数，即可得到给

定循环中GCMMA的子优化问题。

通过在内层循环中调控参数 ρ( )k，v ，GCMMA要

求子优化问题比式（1）所示的原始优化问题更加保

守。因此，GCMMA的全局收敛性可以在理论上得

到保证［21］。此外，由于 GCMMA中的子优化问题均

比原始优化问题更加保守，任何子优化问题的最优

解都是原始问题的可行解。这意味着即使优化过程

在收敛前终止，该方法仍然可以获得较初始解更优

的可行解，这一性质对于复杂结构的优化设计是十

分有利的［23］。此外，相较于 Chen等［18］使用的序列近
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似规划方法，GCMMA可以更充分地利用优化循环

的中间信息以调控子优化问题的保守程度。因此，

可以预期，GCMMA将具有更高的效率。

本文即采用 GCMMA求解基于动力可靠度的

结构优化问题，其中的子优化问题均采用原⁃对偶内

点算法［22］进行求解。

由式（5）~（8）可知，在 GCMMA中，动力可靠

度约束函数的近似展开需要结构首次超越破坏可靠

度或失效概率关于设计变量的灵敏度信息。下文将

引入概率密度演化⁃测度变换方法（PDEM⁃COM）以

提高结构首次超越破坏可靠度及其灵敏度分析的计

算效率。

3 基于概率密度演化 -测度变换的

结构动力可靠度及其灵敏度分析

3. 1 概率密度演化理论

不失一般性，考虑随机动力系统：

Ż= G ( Z，Θ，t；x ) （9）
式中 Z=( Z 1，Z 2，⋯，Zm )T 为 m维状态向量；G=
(G 1，G 2，⋯，Gm )T为 m维函数向量；t为时间；x为设

计向量；Θ=(Θ 1，Θ 2，⋯，Θs )为 s维随机向量，其联

合概率密度函数记为 pΘ ( θ），其中 θ=( θ1，θ2，⋯，θs )
表 示 Θ 的 可 实 现 值 。 方 程（9）的 初 始 条 件 为

Z (Θ，t= 0；x )= z0，其 中 z0 为 状 态 向 量 Z 的 初

始值。

根据概率守恒原理［24］，Z与 Θ的联合概率密度

函数 pZΘ ( z，θ，t；x )满足如下广义概率密度演化方

程（GDEE）：

∂pZΘ ( z，θ，t；x )
∂t +

∑
i= 1

m

Ż i ( θ，t；x )
∂pZΘ ( z，θ，t；x )

∂zi
= 0 （10）

式中 Ż i ( θ，t；x )表示当{Θ= θ}时，式（9）所示系

统的速度反应。方程（10）的初始条件为：

|pZΘ ( z，θ，t；x )
t= 0
= δ ( z- z0 ) pΘ ( θ ) （11）

式中 δ (⋅)为Dirac函数。

特别地，若仅关心一个物理量 Z（例如指定的结

构层间位移或给定点的应力），则式（10）退化为一维

偏微分方程［16］：

∂pZΘ ( z，θ，t；x )
∂t + Ż ( θ，t，x ) ∂pZΘ ( z，θ，t；x )∂z = 0

（12）
其初始条件为：

|pZΘ ( z，θ，t；x )
t= 0
= δ ( z- z0 ) pΘ ( θ ) （13）

式中 z0为 Z的初始值。

通过求解式（12），可以获得联合概率密度函数

pZΘ ( z，θ，t；x )，进而由数值积分，可得到物理量 Z的

概率密度函数 pZ ( z，t；x )。
除对少数简单系统可得到解析解外［25］，上述广

义概率密度演化方程一般需要通过数值方式进行求

解。该求解过程一般涉及概率空间剖分与代表点集

选取、每一代表点处的确定性结构反应分析、每一代

表点处广义概率密度演化方程的求解以及数值积分

等步骤，其具体数值求解细节可参考相关文献［16，
26⁃27］。此外，概率密度演化理论对极限状态函数

的形式没有额外限制，因此适用于复杂结构系统的

随机反应和动力可靠度分析［28］。

3. 2 结构动力可靠度及其灵敏度分析

基于概率密度演化理论的首次超越破坏可靠度

分析可以通过吸收边界条件［16，29］、等价极值分布［16，30］

和物理综合法［31］等途径实现。本文所采用的是基于

等价极值分布的结构首次超越破坏可靠度分析

方法。

式（3）所示的首次超越破坏可靠度可以等价地

表示为：

Rl ( x，T )= Pr{Z ext (Θ，T；x )≤ 1} （14）
其中：

Z ext (Θ，T；x )= max
t∈ ( ]0，T

{ || Zl (Θ，t；x ) z thl }（15）
构造虚拟随机过程［32］：

W (Θ，τ；x )= Z ext (Θ，T；x ) ⋅ sin ( π2 ⋅ τ ) （16）

式中 τ为虚拟时间。根据式（12），可知W与 Θ的

联合概率密度函数 pWΘ (w，θ，τ；x )满足：

∂pWΘ (w，θ，τ；x )
∂τ +

Ẇ ( θ，τ；x ) ∂pWΘ (w，θ，τ；x )∂w = 0 （17）

式 中 Ẇ ( θ，τ；x )= π 2 ⋅ Z ext ( θ，T；x ) ⋅ cos ( πτ 2 )。
偏微分方程（17）的初始条件为：

|pWΘ (w，θ，τ；x )
τ= 0
= δ (w ) pΘ ( θ ) （18）

通过求解方程（17）并在概率空间合成，可得

pW (w，τ；x )。因为W (Θ，τ=1；x )=Z ext (Θ，T；x )，

故有：

pZext ( z；x )= |pW (w，τ= 1；x )
w= z

（19）

由式（14）可知，对 pZext ( z；x )在安全域内积分即

可得到结构的首次超越破坏可靠度：

Rl ( x，T )=∫
0

1

pZext ( z；x ) dz （20）
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相 应 的 结 构 失 效 概 率 为 PFl ( x，T )= 1-
Rl ( x，T）。以上过程的具体数值求解步骤可见文献

［16，26，30］。

如前所述，复杂结构的首次超越破坏可靠度分

析一般需要通过广义概率密度演化方程的数值求解

来实现。因此，首次超越破坏可靠度或失效概率对

设计变量的灵敏度难以通过解析方式获得。一种可

行的途径是采用有限差分方法（FDM）估计结构失

效概率对设计变量的灵敏度。例如，采用中心差分

可得：

∂hl
∂xi
( x )≈ hl ( x+ die i )- hl ( x- die i )

2di
=

ln [ PFl ( x+ die i，T )+ ϵ ]
2di

-

ln [ PFl ( x- die i，T )+ ϵ ]
2di

（21）

式中 e i为 n维欧氏空间中的第 i个标准基向量，di
为有限差分步长。对于设计变量为随机变量分布均

值的情况，在结构失效概率 PFl ( x，T )已由概率密度

演化分析得到的前提下，结构失效概率 PFl ( x-
die i，T）与 PFl ( x+ die i，T )可以通过概率测度变换

获得［18］。

综上，基于概率密度演化 ⁃测度变换（PDEM⁃
COM）的结构失效概率及其灵敏度分析方法的具体

实施过程如下：

（1）在第 k个优化循环中，进行完整的概率密度

演化（PDEM）分析［16，26，30］，以获得当前设计点 x ( )k =
( x ( )k

1 ，x( )k
2 ，⋯，x( )k

n )T 处的结构失效概率 PFl ( x ( )k，T )。
记 该 步 中 使 用 的 代 表 点 集 为｛ |( θq，Pq ) q=
1，2，⋯，n sel }，其中 Pq为代表点 θq的赋得概率，n sel为
代表点数量。

（2）对每个设计变量 x( )k
i ，i= 1，2，⋯，n，分别选

择合适的有限差分步长 di，获得扰动后的设计点

x ( )k ± die i。由于设计变量均为随机变量的均值，上

述扰动将改变随机变量的概率分布，进而影响代表

点集的赋得概率。根据扰动后随机变量的概率分

布，更新代表点的赋得概率，分别记为｛（θq，P+q）|q=
1，2，⋯，n sel｝和｛( θq，P-q ) |q= 1，2，⋯，n sel｝。

（3）根据步骤（2）中更新后的代表点集以及步

骤（1）中已经完成的确定性结构反应分析结果，重新

结合等价极值分布求解广义密度演化方程［17，33］，即

可 获 得 设 计 点 x ( )k ± die i 处 的 结 构 失 效 概 率 ，即

PFl ( x ( )k - die i，T )和 PFl ( x ( )k + die i，T )。
（4）将 PFl ( x ( )k - die i，T )和 PFl ( x ( )k + die i，T )

代入有限差分式（21），即可得到可靠度约束函数对

设计变量 xi的灵敏度。

值得注意的是，上述过程要求设计变量是随机

变量的均值，但对随机变量并无限制或要求。换句

话说，基于概率密度演化⁃测度变换的灵敏度分析过

程中允许存在不依赖于设计变量的随机变量。此

外，灵敏度分析过程采用了与可靠度分析相同的代

表点，仅需进行赋得概率的更新，无需重新进行确定

性结构分析，这使得与灵敏度分析相关的计算量大

大降低。因此，本文提出的方法特别适用于结构分

析计算成本较高的复杂结构基于动力可靠度的优化

设计。

在上述可靠度与灵敏度分析过程中，概率测度

变换仅仅在一个优化循环内使用。经验表明，在优

化迭代的后期，设计变量和目标函数的变化一般较

小。为了进一步提高计算效率，可以引入循环间的

概率测度变换以实现首次超越破坏可靠度和灵敏度

分析。在本文中，若当前优化循环中每个设计变量

的变化均小于当前值的 10%，则下一循环中的结构

失效概率 PFl ( x ( )k+ 1，T )及其灵敏度也都根据当前

循环中的代表点及其确定性分析结果由概率测度变

换计算得到。

4 数值算例

4. 1 两层弹性框架结构优化设计

为了验证本文方法的有效性，首先考察图 1所
示的两层弹性框架结构在地震动作用下基于可靠度

的优化设计问题。

假定框架结构层间抗侧刚度 K 1和 K 2为服从正

态分布的随机变量，以其均值 x1和 x2为设计变量。

结构层集中质量分别为 m 1 = 1.80× 105 kg和 m 2 =
1.20× 105 kg，层高为 h= 3.6 m，模态阻尼比为 ξ=
0.03。结构承受的地震加速度为 El Centro地震动

南北方向加速度记录与东西方向加速度记录的归一

图 1 两层弹性框架结构

Fig. 1 A two-storied linear frame structure
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化随机组合，即：

üg ( t )= Θ 1 ⋅ üg，NS ( t )+ Θ 2 ⋅ üg，EW ( t ) （22）
式 中 üg ( t )为 模 型 输 入 的 地 震 动 加 速 度 记 录 ，

üg，NS ( t )和 üg，EW ( t )分别为归一化的 El Centro地震

动南北方向加速度记录与东西方向加速度记录，组

合系数 Θ 1与 Θ 2为服从正态分布的随机变量。本例

中随机变量的分布信息如表 1所示（g为重力加

速度）。

当框架结构中任意一层的层间最大位移超过层

高的 1 250时，认为结构失效。因此结构的失效概

率可定义为：

PF ( x 1，x2，T )=

Pr{ maxt∈ ( ]0，T

é
ë
êêêêmax
r= 1，2

| Zr ( x 1，x2，t ) |ùû
úúúú > h

250 }（23）
式中 T为地震动持时，Zr为结构第 r层层间位移反

应。以最小化结构总刚度作为优化目标，同时，根据

工程经验，要求结构底层刚度不小于上层刚度以避

免不利受力状态。由此，优化问题可以定义为：

min f ( x 1，x2 )= x1 + x2
s.t. g ( x 1，x2 )= x2 - x1 ≤ 0
h ( x 1，x2 )= ln [ PF ( x 1，x2，T )+ ϵ ]- ln P th

F ≤ 0
0.5≤ x1 ≤ 1.2，0.3≤ x2 ≤ 1.0 （24）

在本例中，给定失效概率阈值 P th
F = 0.01。这

里，采用 0.01作为失效概率阈值仅仅是为了说明方

法的有效性。对于实际问题，可按照相关规范的规

定确定目标失效概率或目标可靠性指标。

以 xA1 =(1.00，1.00 )为初始点，采用不同的可

靠度和灵敏度分析方法结合 GCMMA对优化问题

（24）进行求解，最终的优化结果和计算成本对比如

表 2所示。PDEM⁃COM⁃FDM即本文所提出的方

法，采用概率密度演化⁃测度变换方法与有限差分计

算结构的动力可靠度及其灵敏度。PDEM⁃FDM表

示采用概率密度演化理论计算结构动力可靠度并采

用有限差分直接估计其灵敏度的方法。在本例中，

以上两种方法中采用的代表点数量为 500。MCS⁃
FDM⁃1和MCS⁃FDM⁃2均表示采用Monte Carlo模
拟方法计算结构动力可靠度并以有限差分估计其灵

敏度的方法。所不同的是，MCS⁃FDM⁃1中采用的

随机样本数量为 10000，而MCS⁃FDM⁃2中采用的

随机样本数量为 20000。
由于MCS⁃FDM⁃1中单次Monte Carlo模拟采用

的样本数量不足，得到的灵敏度误差较大，甚至可能

发生灵敏度符号错误的情况，在本算例中算法未能达

到收敛。从表中对比可见，本文提出的方法可以显著

降低优化过程中确定性结构分析的次数，进而提高基

于动力可靠度的结构优化设计问题的求解效率。

分别以 xA1 =(1.00，1.00 )，xB1 =(1.20，1.00 )和
xC1 =(1.00，0.80 )作为初始点，采用本文所提出的方

法对式（24）所示优化问题进行求解，目标函数和结

构失效概率的迭代过程分别如图 2和 3所示。从中

可见，三种情况下本文所提出的方法都可以在少数

几次迭代后达到收敛，且采用不同初始点所获得的

最终目标函数值十分接近。因此，本文提出的方法

不仅具有较高的效率，而且对初始设计的选择具有

较强的稳健性。

从图 3可以发现，本文方法得到的所有中间设

计点对应的失效概率均小于给定的阈值 0.01（可靠

度 0.99），这意味着所有的中间设计均为可行设计。

表 1 两层弹性框架结构随机变量的分布信息

Tab. 1 Random variables of the two-storied frame struc⁃
ture

随机变量

K1/(108N·m－1)
K2/(108N·m－1)
Θ1/(m·s-2)
Θ2/(m·s-2)

分布类型

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

均值

x1
x2
0.10g
0.10g

变异系数

0.05
0.05
0.10
0.10

表 2 不同可靠度与灵敏度分析方法对应的优化结果与计算

效率（两层框架结构）

Tab. 2 Results and efficiency of different methods for reli⁃
ability and sensitivity analysis（The two-storied
frame structure）

灵敏度

分析方法

PDEM-COM-

FDM
PDEM-FDM
MCS-FDM-1
MCS-FDM-2

最优目标函数值/
(108N·m-1)

1.38

1.38
1.55
1.38

结构分析

次数

2000

27500
810000
700000

计算时

间/s

1140.22

6556.00
16296.01
14484.34

图 2 目标函数随迭代次数的变化（两层框架结构）

Fig. 2 Iteration history in terms of objective function value
（The two-storied frame structure）
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前文已指出，这一性质对复杂结构的优化设计具有

重要意义。此外，采用不同初始点所获得的最终设

计对应的结构动力可靠度约束均处于有效状态。这

表明，若在优化过程中不施加合理的可靠度要求，则

可能导致优化设计得到的结构的可靠度水平较低。

进一步地，若将式（24）的优化问题中的可靠性约束

直接替换为最大层间位移约束，同时所有随机变量

均取其均值，则优化算法给出的最终设计为 xD =
( 0.515，0.304 )，相应的结构失效概率高达 61.3%。

可见，若在结构优化设计中合理地设定可靠性约束，

可以在一定程度上提高优化后的结构抵抗参数扰动

和不确定性的能力。

为了进一步说明本文所提方法的效率与精度，

采用遗传算法（GA）对上述优化结果进行校核。这

里，遗传算法的种群规模为 50，最大进化代数为

100，结构可靠性分析采用概率密度演化理论，代表

点数量为 500。表 3为本文方法与遗传算法得到的

最终设计的对比。可以发现，当采用不同初始点时，

本文方法得到的最终设计量和最终目标函数值与遗

传算法的结果均十分接近。然而，遗传算法需要的

结构分析次数以及总计算时间都要远高于本文所提

出的方法。

4. 2 带阻尼器的 10层框架结构优化设计

采用本文所提出的方法求解图 4所示的 10层框

架结构在地震动作用下基于动力可靠度的优化设计

问题。为计算分析方便，忽略梁柱构件的轴向变形，

将结构简化为具有 10个自由度的层间剪切模型。

结构底层层高为 4.0 m，其余层高均为 3.6 m，模态阻

尼 比 为 ξ= 0.05。 结 构 层 集 中 质 量 分 别 为 m 1 =
m 2 = 3.4× 105 kg， m 3 = m 4 = m 5 = 3.2× 105 kg，
m 6 = m 7 = m 8 = 2.8× 105 kg 和 m 9 = m 10 = 2.6×
105 kg。 假 定 框 架 结 构 层 间 抗 侧 刚 度 Ki，i=
1，2，⋯，10为服从正态分布的随机变量，以其均值

xi，i= 1，2，⋯，10为设计变量。

该结构承受与上例相同的地震动输入，即所输

入地震动加速度时程由式（22）表示。为了降低地震

动作用下的结构反应，分别在结构第一层和第五层

安装摩擦型耗能构件，其恢复力为：

r ( t )= k I [ zR ( t )- q1 ( t )+ q2 ( t ) ] （25）
式中 k I为初始刚度，zR为层间相对位移，q1和 q2表示

构件的非线性伸长量。在本例中，q1和 q2分别满足［34］：

q̇1 ( t )= żR ( t )H ( żR ( t ) ) ⋅

H ( u ( t )- uy )
u ( t )- uy
up - uy

H ( up - u ( t ) )+

żR ( t )H ( żR ( t ) )H ( u ( t )- up ) （26）
q̇2 ( t )=- żR ( t )H (- żR ( t ) )H (-u ( t )-

uy )
-u ( t )- uy
up - uy

H ( up + u ( t ) ) - żR ( t ) ⋅

H (- żR ( t ) )H (-u ( t )- up ) （27）
式 中 u ( t )= zR ( t )- q1 ( t )+ q2 ( t )，H (⋅)为 Heavi⁃
side函数，uy和 up分别表示耗能构件的屈服变形和

最大变形。在本例中，uy = 0.0042 m，up = 0.006 m。

表 3 本文方法与遗传算法优化结果对比

Tab. 3 Comparison between the proposed method and the
genetic algorithm

x1/(108N·m-1)
x2/(108N·m-1)
目标函数/
(108N·m-1)
结构分析次数

计算时间/s

本文方法

初始点：

xA1

0.85
0.53

1.38

2000
1140.22

初始点：

xB1

0.84
0.55

1.39

2500
1495.94

初始点：

xC1

0.85
0.53

1.38

1500
1065.84

GA

0.85
0.52

1.37

2650000
130231.15

图 4 带有非线性耗能构件的 10层框架结构

Fig. 4 A ten-storied frame structure with nonlinear hysteretic
devices

图 3 失效概率随迭代次数的变化（两层框架结构）

Fig. 3 Iteration history in terms of failure probability（The
two-storied frame structure）
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为了考虑耗能构件力学性能的随机性，假定结构第

一层和第五层所布置的耗能构件初始刚度 K I1和 K I2

为随机变量。该优化问题中所涉及的随机变量的分

布类型和参数如表 4所示。

耗能构件的典型恢复力曲线如图 5所示，可见

耗能构件已表现出很强的非线性与耗能性质，从而

实现减震效果。

一般情况下，可认为结构成本与结构总刚度成

正比［35］。因此，优化目标可取为最小化结构总刚度。

当任一层间位移超过 0.015 m时即认为结构失效。

同时，要求较高楼层的刚度总不小于较低楼层的刚

度，并给定层间刚度的上限与下限，则优化问题可以

表示为：

min f ( x )=∑
i= 1

10

xi

s.t. gj ( x )= xj+ 1 - xj≤ 0， j= 1，2，⋯，9
h ( x )= ln [ PF ( x，T )+ ϵ ]- ln P th

F ≤ 0
1.0≤ xi≤ 6.0， i= 1，2，⋯，10 （28）

式中 P th
F = 0.01为结构失效概率阈值，PF ( x，T )

为结构失效概率，定义为：

PF ( x，T )=

Pr{ max
t∈ ( ]0，T

é
ë
êêêê max
r= 1，2，⋯，10

| Zr ( x，t ) |ùû
úúúú > 0.015} （29）

式中 T为地震动持时，Zr为结构第 r层层间位移反

应。如前所述，对于实际问题，目标失效概率或目标

可靠性指标可按照规范的相关规定确定。

在本例中，共有 14个随机变量，其中 10个随机

变量的均值为设计变量。

分别以表 5中的 xA2，xB2和 xC2作为初始点，采用

本文所提出的方法求解式（28）所示的优化问题。在

本例中，概率密度演化⁃测度变换分析中采用的代表

点数量为 600。目标函数值随优化迭代次数的变化

情况如图 6所示。可以看到，本文所提出的方法经

过 7次左右的迭代可达到收敛。值得注意的是，目

标函数的下降主要发生在优化过程的前几次迭代

中。这意味着即使很少的优化迭代步也将显著改善

结构的性能。

表 6为采用不同初始点获得的最优目标函数值

以及优化过程中进行的结构分析次数。由于动力可

靠度分析以及灵敏度分析过程中存在数值误差，不

同初始点对应的最优目标函数值略有不同。虽然如

此，最优目标函数值的相对差别仅为 2.5%左右，完

全在工程上可接受的范围内。这说明，本文所提出

的方法对初始设计的选择具有较高的鲁棒性。

若采用MCS⁃FDM⁃2进行可靠度分析和灵敏度

分析，式（28）所示优化问题的求解过程中涉及的结

构分析次数将超过 1000000次（估计值），而本文所

提出的方法所需结构分析次数仅有MCS⁃FDM⁃2的
不足 1%。可见，本文提出的方法可以极大地降低

表 4 10层框架结构中随机变量的概率分布信息

Tab. 4 Random variables of the ten-storied frame structure

随机变量

Ki; i=1,2,…,10/(108N·m-1)
Θj; j=1,2/(N·m-2)
KIk; k=1,2/(107N·m-1)

分布类型

正态分布

正态分布

对数正态分布

均值

xi; i=1,2,…,10
0.10g
2.00

变异系数

0.10
0.15
0.05

图 5 耗能构件的典型恢复力曲线

Fig. 5 A typical restoring force curve of the nonlinear
hysteretic device

表 5 初始设计（10层框架结构）

Tab. 5 Three different initial designs for the ten-storied frame structure

初始设计

xA2

xB2

xC2

x1
5.00
5.00
5.50

x2
5.00
5.00
5.50

x3
5.00
5.00
5.50

x4
5.00
5.00
5.00

x5
5.00
4.50
5.00

x6
4.50
4.50
5.00

x7
4.50
4.50
4.50

x8
4.50
4.00
4.50

x9
4.50
4.00
4.00

x10
4.50
4.00
4.00
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结构优化过程中的结构分析次数，从而显著提高基

于可靠度的结构优化问题的求解效率。

5 讨论和结论

针对设计变量与部分随机变量耦合情况下具有

动力可靠度约束的结构优化设计问题，结合概率密

度演化⁃测度变换（PDEM⁃COM）方法与全局收敛渐

近线法（GCMMA），提出了一类新的求解框架。数

值算例表明，本文所提出的方法具有较高的效率。

具体结论如下：

（1）当设计变量为系统中部分随机变量的均值

时，概率密度演化⁃测度变换方法可以重复利用代表

点处的结构分析结果，从而在不引入新的结构分析

的前提下，实现首次超越破坏可靠度对设计变量的

灵敏度估计。因此，本方法可以显著提高基于动力

可靠度的结构优化设计问题的求解效率。

（2）算例的结果表明，本文提出的方法可以在

少数几次迭代后达到收敛。可以预期，在本文所考

虑的设计变量的数量范围内，算法可以在 10次迭代

内达到收敛，相应的可靠性分析次数不超过 20次。

此外，GCMMA通过内层循环对中间设计点的可行

性进行调整，从而保证了本方法得到的中间设计均

为较初始设计更好的可行设计。

（3）由于概率密度演化理论适用于线性与非线

性结构的随机反应分析，本文提出的方法可用于地

震动作用下线性和非线性结构基于可靠度的优化

设计。

鉴于本文方法仅适用于设计变量与所有随机变

量或部分随机变量耦合的动力可靠性优化设计，如

何将上述概率密度演化 ⁃测度变换方法扩展到设计

变量含有确定性物理量的可靠性优化设计之中，是

需要进一步开展的研究工作。此外，在未来的工作

中，有望将本文基本思想推广到具有动力可靠度约

束的结构拓扑优化设计之中。
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Structural optimization under dynamic reliability constraints by synthe⁃
sizing change of probability measure and globally convergent method of

moving asymptotes

YANG Jia-shu1，2，CHEN Jian-bing1，2

（1.State Key Laboratory of Disaster Reduction in Civil Engineering，Tongji University，Shanghai 200092，China；
2.College of Civil Engineering，Tongji University，Shanghai 200092，China）

Abstract: Dynamic-reliability-based design optimization is a reasonable framework for the optimization of stochastic dynamical sys⁃
tems. In the present paper，a method is proposed for solving dynamic-reliability-based design optimization problems where design
variables are considered as the mean values of the probability density functions of part of the random variables involved in the sys⁃
tem. In this method，the reliability of stochastic dynamical system is evaluated efficiently by the probability density evolution meth⁃
od（PDEM）. Then，by performing the changes of probability measure（COM），the sensitivity of the dynamic reliability with re⁃
spect to design variables can be efficiently estimated without any additional structural analysis. By incorporating the PDEM-COM
synthesized method into a globally convergent version of the method of moving asymptote，dynamic-reliability-based design optimi⁃
zation problems can be solved efficiently. The effectiveness of the proposed method is verified by two numerical examples. The re⁃
sults of the numerical examples indicate that the proposed method is efficient and robust.

Key words: stochastic dynamical system；reliability optimization design；probability density evolution method；change of probabili⁃
ty measure；dynamic reliability
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