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无网格法在中心刚体-旋转柔性梁系统动力学
分析中的应用
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摘要: 将无网格点插值法、径向基点插值法、光滑节点插值法用于中心刚体⁃旋转柔性梁的动力学分析。基于浮动坐

标系方法，考虑梁的纵向拉伸变形和横向弯曲变形，并计入横向弯曲变形引起的纵向缩短，即非线性耦合项，运用第

二类 Lagrange方程推导得到作大范围运动的中心刚体⁃旋转柔性梁系统的动力学方程。将无网格法的仿真结果与

有限元法和假设模态法进行比较分析，表明其作为一种柔性体离散方法在中心刚体⁃旋转柔性梁的刚柔耦合多体系

统动力学的研究中具有可推广性。
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引 言

工程中的复杂系统通常由多个独立物体组成，

是通过一系列的几何约束连接起来的，并能完成预

期动作的一个整体。其中很多都属于柔性附件搭载

于刚性主体的刚 ⁃柔耦合结构，如空间机械臂、人造

卫星天线、直升机旋翼等。上述实际工程问题都可

以简化为中心刚体⁃旋转柔性梁这类典型的刚⁃柔耦

合系统进行动力学分析，而能否正确合理地描述柔

性体的变形场将对仿真结果的精度及计算效率产生

重要的影响。因此，对变形场离散方法的研究一直

是刚⁃柔耦合系统动力学领域的热点和难点，也是工

程和科学领域的迫切需求。目前在该领域被广泛应

用的主要是假设模态法（Assumed Mode Method，
AMM）和 有 限 元 法（Finite Element Method，
FEM）［1⁃2］。假设模态法通常截取较少的模态即可获

得较好的数值结果，因此系统自由度少，建立的动力

学方程规模也较小，计算效率很高，且便于计算机编

程，在数值仿真与实时控制方面具有一定的优势。

但当柔性体形状不规则或系统结构复杂时，选取模

态函数将变得非常困难［3］。有限元法是将无限自由

度的连续体离散为有限自由度的单元集合，以单元

节点的弹性位移及一阶导数为广义坐标，在每个单

元内建立关于节点坐标的形函数，通过对单元矩阵

的组装获得系统的动力学方程［4⁃5］。发展至今，已有

多款商业化的软件可对实际工程中涉及固体及结构

的问题进行求解。在柔性多体系统领域，有限元法

同样是最常用的离散化手段，与假设模态法相比，其

自由度数目往往比较庞大，导致计算效率较低。此

外，受单元限制，不易构造高阶连续的形函数，且应

力在单元之间并不连续。国内外已有学者开始寻找

新的变形场离散方法并应用于旋转柔性梁的动力学

研究中，如 B样条插值［6⁃7］及 Bezier插值方法［8］。

近年来，无网格法（Meshless Method）作为一种

较新的离散方法得到了迅速发展，成为了研究的热

点［9］。无网格法在建立整个问题域的系统代数方程

时，只需节点信息，无需划分网格，克服了有限元法

前处理复杂的缺点。在构造形函数的过程中，采用更

多的节点插值，通常具有高阶连续性，从而提高了计

算精度。现有的无网格法有多种，如无网格点插值法

（Point Interpolation Method，PIM）［10⁃11］、无网格径向

基 点 插 值 法（Radial Point Interpolation Method，
RPIM）［12］、无单元迦辽金法（Element ⁃ free Galerkin
Method，EFG）［13］、无网格局部 Petrov ⁃ Galerkin 法

（Meshless Local Petrov⁃Galerkin Method，MLPG）［14］、

再 生 核 粒 子 法（Reproducing Kernel Particle Meth⁃
od，RKPM）［15］和 光 滑 节 点 插 值 法（Node ⁃ based
Smoothed Point Interpolation Method，NS⁃PIM）［16⁃17］

等。目前，将无网格法应用于中心刚体⁃柔性梁系统
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的研究鲜有报道［18⁃21］。

本文采用无网格点插值法（PIM）、径向基点插

值法（RPIM）和光滑节点插值法（NS⁃PIM）描述柔

性梁变形，并在此基础上对旋转柔性梁进行动力学

分析。考虑柔性梁的纵向拉伸变形和横向弯曲变

形，并计入由横向弯曲变形引起的纵向缩短，即非线

性耦合项。采用浮动坐标系描述系统运动，运用第

二类 Lagrange方程建立系统的动力学方程，编制了

相应的仿真软件，通过大范围运动已知和大范围运

动未知时的算例，将仿真结果与假设模态法、有限元

法等传统离散法所得结果进行对比，表明无网格法

应用于该领域的正确性。

1 旋转柔性梁动力学模型

1. 1 系统的动能与势能

图 1为水平面内运动的中心刚体 ⁃旋转柔性梁

系统，中心刚体在平面内绕固定转轴旋转，其上以

悬臂方式固结柔性梁。以刚体转动中心 O为原点

建立惯性坐标系 Oij，在柔性梁上建立浮动坐标系

O 'i'j'。中心刚体的转动惯量和半径分别为 Joh 和 a；

柔性梁的弹性模量、长度、密度、横截面积、截面惯性

矩分别为 E，L，ρ，S，I。τ为刚体上合外力关于转动

中心O的主矩。

柔性梁上任意点 P变形后的矢径在惯性坐标系

Oij中可表示为：

r= Θ ( rA + ρ0 + u ) （1）
式中

rA=( a，0 )T （2）
ρ0 =( x，0 )T （3）
u=( ux，uy )T （4）

Θ= ( )cos θ -sin θ
sin θ cos θ

（5）

式中 Θ为浮动坐标系相对于惯性坐标系的方向余

弦矩阵。变形矢量 u在浮动基下的坐标为：

u=
é

ë
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w 1 + wc

w 2
（6）

式中 w 1为柔性梁轴向拉伸量，w 2为柔性梁横向弯

曲挠度，wc 为柔性梁横向弯曲引起的纵向缩短量，

即变形位移的二次耦合项，表达式为：

wc=-
1
2 ∫0

x ( )∂w 2

∂ζ

2

dζ （7）

传统的零次混合坐标建模方法中未考虑该项，

当大范围运动为高速时，会造成刚度项为负值，导致

梁末端横向变形不收敛，与实际不符。

对式（1）求时间的一阶导数，得到柔性梁上任意

点 P在惯性坐标系下的速度：

ṙ= Θ̇ ( rA + ρ0 + u )+ Θu̇ （8）
系统动能由中心刚体动能和柔性梁的动能两部

分组成，表示为：

T= 1
2 Joh θ̇

2 + 1
2 ∫V ρṙT ṙdV （9）

不考虑重力的影响，系统变形势能表示为

U= 1
2 ∫0

L

ES ( )∂w 1

∂x

2

dx+ 1
2 ∫0

L

EI ( )∂2w 2

∂x2
2

dx （10）

1. 2 系统的动力学方程

取梁轴向和横向变形位移函数
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w 1 =∑
i= 1

n

ϕxi uxi=Φ x ( x ) A( t )

w 2 =∑
i= 1

2n

ϕyi uyi=Φ y ( x ) B ( t )
（11）

式中 Φ x ( x )和Φ y ( x )分别为梁轴向和横向变形的

形函数行阵；A（t）为节点轴向变形随时间变化量的

列矢量，B（t）为节点横向变形和转角随时间变化量

的列矢量。三种无网格法形函数的表达式在参考文

献［22］中有详细的阐述。PIM采用简单的多项式

对变形场离散；RPIM采用径向基函数与多项式结

合的方式对变形场离散；NS⁃PIM采用光滑梯度技

术结合点插值法对变形场离散。

变形位移的二次耦合项为：

wc=-
1
2 B

TH ( x ) B （12）

式中 H（x）为耦合形函数，表达式为：

H ( x )=∫
0

x

Φ'Ty ( ζ )Φ 'y ( ζ ) dζ （13）

式中 Φ 'y ( ζ )表示Φ y ( ζ )对 ζ求一阶导数。

将柔性梁轴向和横向变形位移函数代入系统的

动能和变形势能表达式中，取全局广义坐标 q=
( θ，AT，BT )T，运用第二类 Lagrange方程，得：

图 1 旋转柔性梁变形示意图

Fig. 1 The deformation of rotating flexible beam
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d
dt (

∂T
∂q̇ )-

∂T
∂q =-

∂U
∂q + Fq （14）

式中 Fq=( τ，0，0 )T。经过复杂推导，忽略 wc 的

一些高阶小量，可以得到系统的一次近似刚柔耦合

动力学方程为：
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式中

M 11 = Job+ J2 + 2SxA+ ATM 1A +
BTM 2B- - -- -- -- -- -- ----- -- -- -- --

BT ( )aC+ D B （16）

M 21 =M T
12 =-M 3B （17）

M 31 =M T
13 = STy +M T

3 A+ Y T （18）
M 22 =M 1，M 33 =M 2 （19）

Qθ= τ- 2θ̇ [ Sx Ȧ+ ATM 1 Ȧ+ BTM 2 Ḃ-

- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- --
BT ( )aC+ D Ḃ ] （20）

QA= θ̇ 2( STx +M 1A) + 2θ̇M 3 Ḃ- K 1A （21）

QB= θ̇ 2[M 2- -- -- -- -- ----- -- --
-( )aC+D ] B-2θ̇M T

3 Ȧ-K 2B

（22）

2 中心刚体-旋转柔性梁系统横向弯曲

固有频率分析

当中心刚体⁃旋转柔性梁系统作大范围运动时，

其纵向振动相比于横向振动，往往忽略不计。采用

一次近似模型，忽略梁的纵向振动效应，则其横向振

动方程可由式（15）得到：

M 33 B̈+[ θ̇ 2 ( - -- -- ----- --aC+ D-M 33 )+ K 2 ] B= 0（23）
式中 θ̇ 2 ( - -- -- ----- --aC+ D )为动力刚化项，由考虑弯曲变形

引起的轴向缩短即变形位移的二次耦合项产生，K 2

为结构力学中的静刚度矩阵。在传统的零次近似耦

合模型中，由于忽略了动力刚化项，在角速度增大到

一定数值时，其整体刚度矩阵 K 2 - θ̇ 2M 33将变为负

值，导致动力学仿真结果发散。因此，在计算高速转

动的情况下，必须考虑动力刚化项。将式（23）进行

无量纲化处理，引入下列无量纲变量：

ς= t/T，ξ= x/L，κ2 = B/L，
δ= a/L，γ= Tθ̇ （24）

式中 T=( ρSL4/EI )1/2，而 δ，γ则分别为中心刚体

的半径比率以及角速度比率。式（23）可改写为：
- -----
M 33 κ̈2 +

- -----
K 33 κ2 = 0 （25）

式中

- -----
M 33 =∫

0

1

ΦT
y ( ξ )Φ y ( ξ ) dξ （26）

- -----
K 33=∫

0

1

Φ "T
y ( ξ )Φ "

y ( ξ ) dξ-γ2∫
0

1

ΦT
y ( ξ )Φ y ( ξ ) dξ+

- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- --
γ2∫

0

1

( δ+ ξ ) -H ( ξ ) dξ （27）

-
H ( ξ )=∫

0

ξ ( )∂Φ y ( η )
∂η

T ( ∂Φ y ( η )
∂η ) dη （28）

为了求解方程（23）的特征值问题，令：

κ2 = ejωt0Θ （29）
式中 j = -1，ω为无量纲横向弯曲固有频率，Θ

为相应的特征向量列阵。将上式代入式（25）可得特

征值方程：

ω2
- -----
M 33 Θ=

- -----
K 33 Θ （30）

通过求解式（30）即可求得旋转柔性梁横向弯曲

振动的各阶无量纲固有频率。

表 1~3为中心刚体无量纲半径比率 δ= 0，大
范围转动速度恒定的情况下，5种不同方法下的旋

转柔性梁横向弯曲前三阶无量纲固有频率，假设模

态法的模态截断数取 3；有限元法取 10个单元；无网

格点插值法和径向基点插值法将柔性梁离散为 11
个节点，其中径向基点插值法中形状参数取 q=
1.03，αc= 4.0；光滑节点插值法将梁离散为 81个节

点。从表中可知，5种离散方法的旋转柔性梁横向

弯曲振动前三阶无量纲固有频率基本一致。随着旋

转角速度的增加，前三阶固有频率随之增大，且转速

越 快 ，增 幅 越 大 。 从 理 论 上 分 析 ，是 由 于 矩 阵

θ̇ 2 ( - -- -- ----- --aC+ D-M 33 )+ K 2产生动力刚化效应，随着旋

转角速度的增加，系统的总体刚度矩阵变大，因而其

固有频率也随之增大。光滑节点插值法结果总是比

其他方法的小，说明其能提供固有频率下界值的特

性。随着旋转角速度的增大，有限元法、无网格点插

值法、径向基点插值法和光滑节点插值法的结果基

本一致，而假设模态法的结果与其他 4种方法的误

差越来越大。究其原因是因为转速的增大导致柔性

梁变形变大，而假设模态法采用的是基于小变形假

设下悬臂梁的模态函数，因而在变形较大的情况下

会导致误差变大，同时也说明假设模态法不适用于

高转速的情况。

3 大范围运动已知的动力学仿真

当大范围运动规律已知，即柔性梁的转角规律

为已知，式（15）可转化为如下形式：

( )M 22 0
0 M 33 ( )ÄB̈ = ( )QA-M 21 θ̈

QB-M 31 θ̈
（31）

假设柔性梁由静止开始作大范围旋转运动，展

开角速度规律为：
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θ̇=
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Ω 0
T
t- Ω 0

2π sin ( )2π
T
t ， 0≤ t≤ T

Ω 0， t> T
（32）

式中 T=15 s，15 s后转速到达 Ω 0，然后以该速度

匀 速 旋 转 。 Ω 0 分 别 取 为 Ω 0 = 4 rad/s 和 Ω 0 =
20 rad/s。梁的参数取值与文献［23］中相同，分别

为：长度 L= 8 m，横截面积 S= 7.2968× 10-5 m2，

截 面 惯 性 矩 I= 8.2189× 10-9 m4，体 积 密 度 ρ=

2766.7 kg/m3，弹性模量 E= 68.952 GPa。
图 2（a）表示 Ω0=4 rad/s时，5种离散方法计算

的柔性梁末端的轴向拉伸量w 1；图 2（b）表示柔性梁

末端由横向弯曲变形引起的纵向缩短量即二次耦合

变形量 wc；图 2（c）为柔性梁末端的纵向变形 u1。从

图中可知，5种离散方法所得结果相当吻合。梁末

端的纵向变形 u1为负值，说明梁的轴向拉伸量比横

表 1 旋转柔性梁在不同 γ下的横向弯曲振动第一阶无量纲

固有频率

Tab. 1 The first dimensionless natural frequency with
different γ

γ

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
20
30

有限元

法

3.5160
3.5433
3.6219
3.7437
3.8980
4.0743
4.2638
4.4600
4.6582
4.8557
5.0506
6.7868
8.2248

假设模

态法

3.5160
3.5432
3.6219
3.7438
3.8988
4.0766
4.2688
4.4695
4.6747
4.8820
5.0903
7.2024
9.4455

无网格

点插值

法

3.5160
3.5432
3.6218
3.7435
3.8977
4.0739
4.2633
4.4593
4.6573
4.8547
5.0495
6.7840
8.2200

径向基

点插值

法

3.5160
3.5433
3.6218
3.7435
3.8977
4.0739
4.2632
4.4592
4.6572
4.8544
5.0490
6.7756
8.1787

光滑节

点插值

法

3.5156
3.5427
3.6212
3.7427
3.8967
4.0726
4.2615
4.4570
4.6544
4.8510
5.0449
6.7647
8.1366

表 2 旋转柔性梁在不同 γ下的横向弯曲振动第二阶无量纲

固有频率

Tab. 2 The second dimensionless natural frequency with
different γ

γ

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
20
30

有限元

法

22.0352
22.1592
22.5271
23.1274
23.9426
24.9513
26.1306
27.4577
28.9112
30.4719
32.1230
51.3669
72.5445

假设模

态法

22.0345
22.1585
22.5266
23.1278
23.9454
24.9590
26.1465
27.4857
28.9559
30.5384
32.2165
52.0028
74.0524

无网格

点插值

法

22.0352
22.1592
22.5270
23.1272
23.9422
24.9507
26.1298
27.4566
28.9098
30.4702
32.1210
51.3615
72.5356

径向基

点插值

法

22.0345
22.1585
22.5263
23.1265
23.9415
24.9500
26.1291
27.4558
28.9089
30.4691
32.1197
51.3530
72.5058

光滑节

点插值

法

22.0197
22.1436
22.5113
23.1111
23.9257
24.9336
26.1120
27.4379
28.8901
30.4492
32.0987
51.3157
72.4457

表 3 旋转柔性梁在不同 γ下的横向弯曲振动第三阶无量纲

固有频率

Tab. 3 The third dimensionless natural frequency with
different γ

γ

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
20
30

有限元

法

61.7129
61.8494
62.2567
62.9291
63.8571
65.0286
66.4290
68.0425
69.8522
71.8413
73.9933
101.5190
134.3839

假设模

态法

61.6973
61.8338
62.2415
62.9151
63.8464
65.0243
66.4358
68.0665
69.9011
71.9241
74.1201
102.7662
137.8763

无网格

点插值

法

61.7129
61.8494
62.2566
62.9289
63.8568
65.0281
66.4283
68.0415
69.8509
71.8398
73.9914
101.5129
134.3723

径向基

点插值

法

61.6973
61.8338
62.2411
62.9136
63.8416
65.0131
66.4135
68.0268
69.8363
71.8251
73.9765
101.4848
134.3040

光滑节

点插值

法

61.6100
61.7464
62.1535
62.8254
63.7528
64.9234
66.3226
67.9345
69.7424
71.7292
73.8785
101.3512
134.1138
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向弯曲变形引起的纵向缩短量小，比较图 2（a）和

（b）的数值可知，轴向拉伸量为小量，可忽略不计，纵

向变形主要由二次耦合变形量wc导致。

图 3（a）表示 Ω0=4 rad/s时柔性梁末端横向弯

曲变形。图 3（b）为 15~20 s匀速转动时的局部变形

放大图。如图所示，5种离散方法的振幅及频率基

本一致，且与文献［8］的仿真结果吻合。

图 4（a）表示 Ω0=4 rad/s时柔性梁末端横向变

形速度，图 4（b）为 15~20 s匀速转动时的局部变形

放大图。如图所示，5种离散方法的仿真结果基本

一致。
图 5表示 Ω 0 = 10 rad/s时柔性梁末端纵向变

形，从图中可知，假设模态法的仿真结果与其余 4种
方法的结果稍有不同，说明随着转速的增大，变形增

大，基于小变形假设的假设模态法的误差越来越大。

图 6表示 Ω 0 = 10 rad/s时柔性梁末端横向弯曲变

形，图 7表示 Ω 0 = 10 rad/s时柔性梁末端横向弯曲

变形速度，如图所示，假设模态法的仿真结果同样与

其余 4种方法的结果稍有不同。其余 4种离散方法

的仿真结果同样基本一致，但相对而言，有限元法、

无网格点插值法、径向基点插值法的仿真结果更为

接近，从 15~20 s的局部放大图中可以看出，光滑节

点插值法的振动频率比其他方法略小，这是由于其

图 4 柔性梁末端的横向变形速度 ( Ω 0 = 4 rad/s )
Fig. 4 The transverse deformation rate at the tip of the flexi⁃

ble beam ( Ω 0 = 4 rad/s )

图 5 柔性梁末端的纵向变形 ( Ω 0 = 10 rad/s )
Fig. 5 The longitudinal deformation at the tip of the flexible

beam ( Ω 0 = 10 rad/s )

图 2 柔性梁末端的纵向变形 ( Ω 0 = 4 rad/s )
Fig. 2 The longitudinal deformation at the tip of the flexible

beam ( Ω 0 = 4 rad/s )

图 3 柔性梁末端的横向变形 ( Ω 0 = 4 rad/s )
Fig. 3 The transverse deformation at the tip of the flexible

beam ( Ω 0 = 4 rad/s )
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能提供频率下界值的特性造成的。

图 8表示 Ω0=20 rad/s时柔性梁末端纵向变形，

图 9表示 Ω0=20 rad/s时柔性梁末端横向弯曲变形，

图 10表示 Ω0=20 rad/s时柔性梁末端横向弯曲变形

速度。从图中可更明显地看出，有限元法、无网格点

插值法、径向基点插值法和光滑节点插值法的仿真

结果基本一致，但假设模态法的仿真结果已经与其

他 4种方法出现较大的差别，说明随着转速的增大，

假设模态法的精度逐渐降低，进一步说明基于小变

形假设的假设模态法不适用于高转速的情况。从

15~20 s的局部放大图中可以看出，有限元法、无网

格点插值法和径向基点插值法的仿真结果更为接

近，光滑节点插值法由于其偏柔性的特性，相对于其

他方法，其振幅偏大，频率偏小，利用该特性，结合有

限元等方法可从上下界最大程度地获得最优解。

图 8 柔性梁末端的纵向变形 ( Ω 0 = 20 rad/s )
Fig. 8 The longitudinal deformation at the tip of the flexible

beam ( Ω 0 = 20 rad/s )

图 7 柔性梁末端的横向变形速度 ( Ω 0 = 10 rad/s )
Fig. 7 The transverse deformation rate at the tip of the flexi⁃

ble beam ( Ω 0 = 10 rad/s )

图 9 柔性梁末端的横向变形 ( Ω 0 = 20 rad/s )
Fig. 9 The transverse deformation at the tip of the flexible

beam ( Ω 0 = 20 rad/s )

图 6 柔性梁末端的横向变形 ( Ω 0 = 10 rad/s )
Fig. 6 The transverse deformation at the tip of the flexible

beam ( Ω 0 = 10 rad/s )
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由以上分析可知，随着旋转角速度的增大，假设

模态法与其余 4种方法的误差越来越大。由式（15）
可知，转速的增大导致广义力变大，引起梁变形的增

大。而随着梁变形的增大，基于小变形假设的假设

模态法误差也越来越大，因此推测假设模态法并不

适用于梁变形较大的情形。为了验证这一结论，将

梁的弹性模量减小 10倍，观察此时 5种离散方法梁

末端的横向弯曲变形仿真结果。图 11表示 Ω0=
4 rad/s，E=6.8952 GPa时柔性梁末端横向弯曲变

形。如图所示，梁的最大变形超过了 5 m，属于大变

形，有限元法、无网格点插值法、径向基点插值法和

光滑节点插值法的仿真结果仍然基本一致，而假设

模态法很快就发散，说明源于结构力学中固有振型

的假设模态法，适用范围仅局限于小变形情况，不能

处理大变形问题，而其余 4种离散方法均适用于大

变形问题。

表 4和 5分别表示 Ω0=10 rad/s和 Ω0=20 rad/s
时 5种离散方法的计算相对时间、大范围旋转角速

度恒定时的响应振幅及相对误差。各方法取相同的

时间步计算，计算相对时间以 3阶模态截断数的假

设模态法为标准，相对误差以有限元法为标准。其

中，假设模态法纵、横模态截断数分别各取 3~7阶。

从表中可以看出，模态截断数为 3阶的假设模态法

计算效率最高，但随着转动速度的增加，大范围旋转

角速度恒定时的振幅与有限元法对比误差越来越

大，当 Ω0=20 rad/s时，误差达到 13.86%；同一转动

角速度下，假设模态法的模态截断数越多，计算效率

越低，但精度并没有明显提高，因此通常认为的通过

增加模态截断数来增加假设模态法的精度并不可

行；无网格点插值法、径向基点插值法和光滑节点插

值法在同一精度误差下计算效率均略高于有限元

法，其中光滑节点插值法由于其不包含转角自由度，

因而效率最高；精度方面，大范围恒定时的振幅与有

限元法基本一致，且光滑节点插值法由于其偏柔性

的特点，振幅值较其他方法略大，因而可从上下界获

得振幅的最优解。

4 大范围运动未知的动力学仿真

当大范围运动规律未知，即有外驱动力作用于

中心刚体时，系统的转动角位移和角速度变为未知，

图 11 柔 性 梁 末 端 的 横 向 变 形 ( Ω 0 = 4 rad/s，E=
6.8952 GPa )

Fig. 11 The transverse deformation at the tip of the flexible
beam ( Ω 0 = 4 rad/s，E= 6.8952 GPa )

表 4 五种离散方法计算相对时间、相对误差及转速恒定时

响应振幅（Ω0=10 rad/s）
Tab. 4 The relative time，the relative error and the ampli⁃

tude of these five discrete methods（Ω0=10 rad/s）

离散方法

有限元法

假设模态法(3阶)
假设模态法(4阶)
假设模态法(5阶)
假设模态法(6阶)
假设模态法(7阶)
无网格点插值法

径向基点插值法

光滑节点插值法

计算相

对时间

1.86
1.00
10.73
19.13
32.74
50.98
1.62
1.71
1.40

旋转角速度恒定

时响应振幅/m

0.0126
0.0133
0.0135
0.0136
0.0136
0.0137
0.0126
0.0126
0.0135

计算相对误

差/%

–

5.56
7.14
7.94
7.94
8.73
0.00
0.00
7.94

图 10 柔性梁末端的横向变形速度 ( Ω 0 = 20 rad/s )
Fig. 10 The transverse deformation rate at the tip of the

flexible beam ( Ω 0 = 20 rad/s )
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求解式（15）可得柔性梁的动力学响应。梁的参数与

大范围运动已知时相同，作用于中心刚体的外驱动

力规律为：

τ=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

τ0 sin ( )2π
T
t ， 0≤ t≤ T

0， t> T
（33）

式中 T=10 s，10 s后撤掉外驱动力矩。τ0为外驱

动力矩的最大值。

图 12和 13分别表示 τ0=1 N·m 和 τ0=10 N·m
时，大范围运动的角位移和角速度以及柔性梁末端

图 12 转动角位移及柔性梁末端的变形（τ0=1 N·m）
Fig. 12 The rotation angle and deformations at the tip of the

flexible beam（τ0=1 N·m）

表 5 五种离散方法计算相对时间、相对误差及转速恒定时

响应振幅（Ω0=20 rad/s）
Tab. 5 The relative time，the relative error and the ampli⁃

tude of these five discrete methods（Ω0=20 rad/s）

离散方法

有限元法

假设模态法(3阶)
假设模态法(4阶)
假设模态法(5阶)
假设模态法(6阶)
假设模态法(7阶)
无网格点插值法

径向基点插值法

光滑节点插值法

计算相

对时间

2.13
1.00
10.82
19.26
33.21
51.94
2.04
2.10
1.76

旋转角速度恒定

时响应振幅/m

0.0202
0.0174
0.0185
0.0186
0.0183
0.0181
0.0202
0.0204
0.0214

计算相对误

差/%

–

13.86
8.42
7.92
9.41
10.40
0.00
0.99
5.94

图 13 转动角位移及柔性梁末端的变形（τ0=10 N·m）
Fig. 13 The rotation angle and deformations at the tip of the

flexible beam（τ0=10 N·m）
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的纵向变形 u1和横向变形 uy。从图中可看出，5种离

散方法的仿真结果基本一致。但在去掉外力矩作用

时，各方法的响应频率出现差别，这是由于去掉外力

矩作用的时刻，各方法仿真的变形状态不同造成的。

由图 12（a）与 13（a）大范围运动角位移可知，当去掉

外力矩作用时，柔性梁做小幅摆动，因此梁末端纵向

变形和横向变形图与大范围运动已知时的相比很不

光滑，出现小锯齿的情形，表明变形的小幅振荡，说

明当有外力矩作用时，柔性梁的响应更加复杂。其

中光滑节点插值法的梁末端变形稍大于其他方法，

体现其偏柔性的特点。比较图 12和 13中的梁末端

纵向变形和横向变形的数值可知，两者不是一个数

量级的，因此可忽略其纵向变形。但随着外力矩的

增大，梁末端纵向变形与横向变形的数量级差在减

小，说明在外力矩增大到一定程度时，则必须考虑梁

纵向变形的影响。图 14为 τ0=50 N·m时，4种离散

方法在同样的计算条件下得到的柔性梁末端的横向

弯曲变形。由图中可看出 FEM、PIM和 RPIM的结

果很快发散，而 NS⁃PIM仍然收敛，说明了 NS⁃PIM
计算上的优势。同时说明 PIM和 RPIM在中心刚体

⁃柔性梁系统的动力学响应计算上并没有显示出无

网格法相对于有限元法的优势，因为对于一维梁单

元的离散形式，两者无区别。

5 结 论

（1）在转速较低时，5种离散方法所得到的柔性

梁横向弯曲前三阶无量纲固有频率基本一致。随着

转速的增加，假设模态法的误差越来越大，而其余 4
种离散方法结果基本吻合，说明基于小变形条件的

假设模态法并不适用于高转速的情形。其中光滑节

点插值法的结果总是比其他方法的小，能提供固有

频率的下界值。

（2）对于假设模态法而言，增加其模态截断数对

精度的影响并不大，但计算时间却成倍增加。无网

格点插值法、径向基点插值法和光滑节点插值法与

有限元法结果基本一致。计算效率方面，三种新方

法均比有限元法略高。

（3）假设模态法适用范围仅局限于小变形情况，

不能处理大变形问题。外力矩较小时，梁的变形较

小，因而可忽略梁纵向变形的影响；随着外力矩的增

大，梁的变形增大，且梁的纵向与横向变形数量级在

减小，此时应考虑梁纵向变形的影响。仿真结果也

说明NS⁃PIM的适用范围最广。
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Meshless methods applied to the dynamic analysis for hub-beam system

DU Chao-fan1，ZHOU Xiao-ting1，ZHANG Ding⁃guo2，GAO Xiang1

（1.College of Civil Science and Engineering，Yangzhou University，Yangzhou 225127，China；2.School of Science，Nanjing Uni⁃
versity of Science and Technology，Nanjing 210094，China）

Abstract: The meshless methods based on point interpolation method，radial point interpolation method and nose-based smoothed
point interpolation method are proposed for dynamic analysis of a hub-beam system. Based on the floating frame of reference formu⁃
lation，the longitudinal and transverse deformations of the beam are both considered. The coupling term of the deformation，which
is caused by the transverse deformation，is also included. The second Lagrange equation is employed to derive the dynamic equa⁃
tions of the hub-beam system with large overall motion. Simulation results of the meshless methods are compared with those ob⁃
tained by using finite element method and assumed mode method. It is demonstrated that the meshless methods can be extended in
the field of rigid-flexible coupled system with a hub-beam.
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