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摘要: 提出了一种地铁列车引起的隧道与土体振动的高效时‑频混合预测方法。该方法基于两步法开展。通过建立

车辆‑轨道‑隧道‑土体 2D多体动力学/有限元模型，在时域中获取轨‑隧相互作用力；将转化后的作用力施加在 2.5D
有限元‑最佳匹配层模型上，在频域‑波数域中求解隧道‑土体系统的动力响应。同时，为提高频域‑波数域计算效率，

提出了波数范围随激励频率变化的高效波数采样方案。数值算例中，依次通过与时域 3D有限元方法和传统固定波

数域采样方案对比，对所提方法的准确性和高效性进行了验证。结果表明，采用时‑频混合方法计算的观测点竖向

振动速度时程曲线在波形和幅值上与时域 3D有限元方法计算结果吻合较好。就振动速度级而言，时‑频混合方法

的计算结果略小于时域方法，但两种方法计算结果的相对误差小于 3%。同时，所提出的高效波数采样方案能较好

地预测不同频率荷载下的有效波数范围。除 2 Hz以下低频振动外，高效波数采样方案与传统采样方案计算的观测

点竖向振动速度 1/3倍频曲线几乎吻合。就计算效率而言，高效波数采样方案计算时间为固定波数域采样方案计

算时间的 3/5。
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引 言

在过去的几十年里，城市地铁线路在世界各地

都有了相当大的扩张。虽然地铁在改善城市交通状

况方面有许多优势，但地铁运行产生的振动和噪声

不仅对人们生活和工作环境产生影响，而且还可以

通过地层向外传播，诱发地面建（构）筑物的二次振

动。目前，环境振动已成为国际公认的七大环境公

害之一［1］。

列车诱发土体振动的机理一般包括两部分，即

振动的产生和传播［2］。在早期的预测中，人们并未

考虑列车与轨道间的动力相互作用，而将车辆荷载

简化为移动恒力或简谐力［3‑4］。之后，部分学者假设

轨道纵向一致且无限长，建立了簧上质量车辆模

型［3］、四分之一车辆模型［5］、二分之一车辆模型［6］或

整车模型［7］，研究了列车与轨道以及下部土体之间

的动力相互作用。Gupta等［8］利用 Floquet变换建立

了具有周期离散支撑特性的轨道 ‑隧道 ‑土体模型。

上述车辆‑轨道（‑隧道）‑土体模型［3，5‑8］的建立通常采

用基于频域的柔度矩阵法，具有较高的计算效率，但

却存在难以考虑轨道的离散支承特性以及由局部缺

陷（如钢轨接头、道岔、轨道损伤）引起的环境振动问

题。事实上，如果采用时域计算方法，对于车辆与轨

道间动力相互作用的模拟将变得十分简便。通过建

立轨道有限元模型，可以有效地实现轨枕和钢弹簧

的离散支承、钢轨局部缺陷以及列车‑轨道系统的非

线性特性等［9］。

为模拟隧道‑土体中振动波的传播，目前发展了

多种模型，包括解析模型［4］、半解析模型［7］和数值模

型［10］。虽然解析/半解析模型的计算效率较高，但其

适用性和准确性受多种简化假设的限制。数值模型

包括有限元（FEM）模型［11］、边界元（BEM）模型［12］、

FEM‑BEM［13］等，此类模型更常用，数值模型同样也

收稿日期: 2020-06-17；修订日期: 2020-10-28
基金项目: 国 家 自 然 科 学 基 金 资 助 项 目（52078498，51822803，51678576）；国 家 重 点 研 发 计 划 资 助 项 目

（2017YFB1201204）；湖南省杰出青年基金资助项目（2018JJ1027）；南方地区桥梁长期性能提升技术国家地方

工程实验室开放基金项目（19KE03）。



振 动 工 程 学 报 第 35 卷

包含时域模型［11］和频域模型［12‑13］。虽然时域模型的

适用性很强，但其通常需要扩大模型计算范围以减

少边界振动波的反射，导致计算效率低下。通常轨

道交通引起的土体动应变为 10-5量级或更小，此时

土体模型可以假定为线弹性［4］。此外，多数情况下，

可以假设隧道 ‑土体系统的几何和材料特性沿隧道

延伸方向保持不变。在这种情况下，可以采用 2.5
维（2.5D）方法在频域中高效获取三维（3D）系统的

动力响应。基于 2.5D方法分析框架，目前已发展了

多种振动波传播模型，包括 2.5D FEM‑IEM（无限

元）［2］、2.5D FEM‑BEM［13］、2.5D FEM‑PML（最佳匹

配层）［6］等。

综上所述，若能建立一种时 ‑频混合分析方法，

即列车 ‑轨道耦合振动在时域内求解、隧道 ‑土体振

动在频域内求解，是一种适用性强且高效的分析方

法。Triepaischajonsak等［14］提出了一种混合模拟方

法，其中轮对/轨道相互作用在时域计算，地面振动

在频域计算。Connolly等［15］提出了一种 2.5D时 ‑频
建模方法，用于模拟钢轨局部缺陷引起的轨道振动

及其在土体和临近建筑物中的传播。然而，上述研

究［14‑15］主要集中于时 ‑频混合方法在车辆 ‑轨道 ‑土体

耦合振动预测中的适用性研究，针对混合方法求解

效率上的研究较少。

本文提出了一种预测地铁列车引起的隧道及周

围土体竖向振动的高效时 ‑频混合分析方法。该方

法基于两步法开展。第一步是通过建立车辆‑轨道‑
隧道 ‑土体二维多体动力学/有限元模型（2D MBS/
FEM）模型，在时域中获取轨道与隧道的竖向相互

作用力（简称轨‑隧相互作用力）；第二步是将第一步

获取的轨‑隧相互作用力时程从时域转换至频域，并

施加在 2.5D FEM‑PML模型上，在频域 ‑波数域中

求解隧道 ‑土体的动力响应。同时，为了提高频域 ‑
波数域部分求解效率，提出了一种高效的波数采样

方案。最后，依次通过与时域 3D有限元方法和传统

固定波数域采样方案对比，对本文方法的准确性和

高效性进行了验证。

1 基于时域直接耦合法的轨⁃隧相互

作用力

本节通过建立地铁车辆‑轨道‑隧道‑土体系统的

MBS/FEM模型，获取下一节中 2.5D隧道 ‑土体模

型动力响应求解所需的轨 ‑隧相互作用力输入。由

于当地铁列车在直线轨道上运行时，地面振动以竖

向振动为主［11］，因此本节所建立的地铁列车 ‑轨道 ‑
隧道‑土体模型仅考虑 2D，如图 1所示。

1. 1 地铁列车⁃轨道⁃隧道⁃土体 2D模型耦合振动

方程

通常地铁列车可视为由一系列相同的四轴车辆

组成，每节车辆包含 1个车体、2个转向架、4个轮对、

4个一系悬挂装置和 2个二系悬挂装置，如图 1所
示。基于达朗贝尔原理，可建立列车子系统动力方

程如下：

M vÜ v+ C vU̇ v+ K vU v= F vs （1）
式中 M v，C v和 K v分别为列车的质量、阻尼和刚度

矩阵；U v，U̇ v 和 Ü v 分别为列车的位移、速度和加速

度向量；F vs为作用于列车的轮轨相互作用力向量。

考虑隧道振动和土体弹性支承对轨道振动的影

响，本文选用三层弹性地基梁 FEM模型模拟轨道 ‑
隧道 ‑土体系统，如图 1所示。其中，钢轨、轨道板和

隧道采用欧拉梁模拟；扣件、弹性垫层和土体的弹性

支撑作用采用离散支撑的弹簧 ‑阻尼器单元模拟。

最后，基于直接刚度法可建立轨道 ‑隧道 ‑土体子系

统的动力方程如下：

M sÜ s+ C sU̇ s+ K sU s= F sv （2）
式中 M s，C s和 K s分别为轨道 ‑隧道 ‑土体子系统的

图 1 地铁列车‑轨道‑隧道‑土体 2D MBS/FEM模型

Fig. 1 2D MBS/FEM model of the subway train‑track‑tunnel‑soil
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质量、阻尼和刚度矩阵；U s，U̇ s和 Ü s分别为轨道 ‑隧
道 ‑土体子系统的位移、速度和加速度向量；F sv为轨

道‑隧道‑土体子系统所受轮轨相互作用力向量。

基于线性轮轨赫兹接触模型［16］，联立车辆动力

方程（1）和轨道 ‑隧道 ‑土体动力方程（2），可建立车

辆‑轨道‑隧道‑土体系统的耦合时变动力方程如下：

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúM v 0

0 M s

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úÜ v
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式中 K vs和 K sv为系统刚度矩阵的耦合部分，表征

车辆子系统和轨道‑隧道‑土体子系统的耦合相互作

用；F v和 F s表示由车辆重力和轨道不平顺引起的两

个子系统的作用力向量。

对于由移动质量引起的结构动力响应问题，目

前主要有两种求解方法，即直接耦合法（LCM）和分

离迭代法（SCM）。LCM独立求解两个子系统（列

车子系统和轨道‑隧道‑土体子系统）动力方程，并通

过迭代计算使得两个子系统在轮轨接触处满足力的

平衡和位移协调条件。LCM虽然容易考虑轮轨之

间的非线性接触，但受收敛时间积分步长控制（小于

2×10-4 s），其计算效率较低。相反，SCM通过在每

一时间步形成系统整体动力方程并求解，避免了时

间积分步长限制，计算效率较高。因此，本文选取

SCM进行求解，具体计算过程参考文献［16］。

1. 2 轨⁃隧相互作用力

在地铁列车 ‑轨道 ‑隧道 ‑土体 2D MBS/FEM模

型中，弹性垫层是由一系列弹簧 ‑阻尼器单元模拟

的。因此，需要计算弹性垫层弹簧‑阻尼器单元的内

力时程，以获取轨 ‑隧相互作用力。假定第 j个弹性

垫层弹簧 ‑阻尼器单元的刚度系数和阻尼系数分别

为 kmj 和 cmj，则第 j个弹簧 ‑阻尼器单元的内力可以

写成：

fj ( t )= kmj umj ( t )+ cmj u̇mj ( t ) （4）
式中 umj和 u̇mj分别为第 j个弹簧‑阻尼器单元上下

两端的竖向相对位移和相对速度，可以写成：

umj= usj- udj， u̇mj= u̇ sj- u̇dj （5）
式中 usj 和 udj 分别为第 j个弹簧‑阻尼器单元上端

和下端的竖向位移；u̇ sj和 u̇dj分别为上端和下端的竖

向速度。

假设在轨道 ‑隧道 ‑土体 2D模型中，轨道板和隧

道之间有M个弹簧 ‑阻尼器单元，且第 j个单元距左

端第一个单元的距离为 aj，则轨 ‑隧相互作用力可以

写成：

f ( x，t )=∑
j= 1

M

fj ( t ) δ ( x- aj ) （6）

2 隧道⁃土体振动响应的频域⁃波数域

求解

如前文所述，对于几何和材料特性具有纵向不

变性结构的动力响应，可以采用 2.5D方法进行高效

求解。2.5D方法仅需对模型的横截面进行网格划

分，通过波数离散实现振动波在纵向的传播。本文

采用 2.5D FEM‑PML方法建立隧道 ‑土体模型。其

中 PML具有吸收任意方向入射波而不产生虚拟反

射的功能，PML区域内波的衰减如图 2所示。

基于有限元法的基本原理，关注区域和 PML区

域都是用 2.5D方法表示的，所以运动方程是通过对

两种区域进行离散来获得的。按照有限元法的一般

步骤，可以推导出 2.5D区域的平衡方程如下：

{ K g
FEM ( kx )+ K g

PML ( kx，ω )- ω2 [ M g
FEM +

M g
PML ( kx，ω ) ] } un ( kx，ω )= pn ( kx，ω ) （7）

式中 kx 为波数（rad/m）；ω为圆频率（rad/s）；un 为

变换域中节点的位移向量，pn为变换域中节点的外

载荷向量；K g
FEM和 K g

PML分别为 FEM区域和 PML区

域的整体刚度矩阵；M g
FEM 和M g

PML 为对应的整体质

量矩阵。

基于有限元法基本原理，采用平面壳单元离散

之后，2.5D FEM区域的整体刚度矩阵和质量矩阵

可以表示为：

K g
FEM =∫

z
∫
y
BT (-kx ) DB ( kx ) dydz （8）

M g
FEM =∫

z
∫
y
N T ρNdydz （9）

式中 D为应变‑应力矩阵；N为形函数矩阵；B为形

函数的导数矩阵；ρ为质量密度。以上矩阵的具体

表达式可参考文献［6］。

对于 PML区域，可以遵循相同的过程，其中基

图 2 PML区域内波的衰减示意图

Fig. 2 Schematic representation of the wave attenuation
inside a PML layer
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于拉伸方程形成的 2.5D PML单元具有吸收任意方

向的波而不产生虚拟反射的功能。需要指出的是，

关注区域之外的地方需连续地满足相同的微分方

程。因此，在 2.5D PML区域中，y和 z坐标被扩展

到复数域。原始坐标和变换坐标存在以下关系：

ȳ=∫
0

y

λy ( y ) dy （10）

z̄=∫
0

z

λz ( z ) dz （11）

式中 λy和 λz分别为 y和 z方向的拉伸方程。同时，

它们的导数为：

∂
∂ȳ =

1
λy ( y )

∂
∂y （12）

∂
∂z̄ =

1
λz ( z )

∂
∂z （13）

关于拉伸方程的详细描述参考文献［6］。

由于 PML区域与关注区域的解满足相同的微

分方程，式（7）中的坐标变化同样适用于 2.5D PML
单元。将式（10）~（13）引入 Garlekin 方程，对于

PML区域，可以推导出K g
PML和M g

PML的表达式如下：

K g
PML =∫

z
∫
y
B*T (-kx ) DB* ( kx ) λy λzdydz （14）

M g
PML =∫

z
∫
y
N T ρNλy λzdydz （15）

通常，B*是由微分算子 L *（在变换域和拉伸域

中）和N的乘积导出的。将 PML区域的矩阵组装到

关注域后，施加 Dirichlet和 Neummann边界条件，即

完成了隧道‑土体系统 2.5D FEM‑PML模型的建立。

在 1.2小节中，已给出了时域中轨 ‑隧相互作用

力的表达式，如式（6）所示。通过双重傅里叶变换之

后，式（6）的频率‑波数域表达式如下：

f ̂ ( kx，ω )=∑
j= 1

M

f ̂j (ω ) e-ikxaj （16）

式中 f ̂j (ω )为 fj ( t )的傅里叶变换式，可通过快速傅

里叶变换技术（FFT）获得。

结合式（16）中给出的荷载函数，由轨‑隧相互作

用力引起的隧道 ‑土体系统振动的控制方程可以表

示为：

{ K g
FEM ( kx )+ K g

PML ( kx，ω )- ω2 [ M g
FEM +

M g
PML ( kx，ω ) ] } un ( kx，ω )=

-
Γ f ̂ ( kx，ω ) （17）

式中
-
Γ为系统中受激励自由度的定位矩阵。最

后，通过对波数 kx和频率 ω的双重傅里叶逆变换，即

可获得空间‑时间域的解。

3 高效波数采样方案

2.5D FEM‑PML模型在频域中的计算效率很

大程度上取决于所使用的波数采样方案，包括确定

各激励频点下波数范围和采样点的数量。目前，人

们利用 2.5D方法进行振动波传播模拟时大都采用

简单的固定波数域采样方案［6］。该方案为获得逆傅

里叶变换所需的足够采样点而花费大量的计算时

间，因为每个采样点都需要求解等式（17）所示的线

性方程组。因此，有必要提出更加有效的采样方案

来降低计算成本。

在求解方程（17）时，激励频域通常被离散成一

系列频点。对于每个频点，方程（17）又逐个波数地

求解，然后将所有 2D解通过逆傅里叶变换转换到空

间域。因此关于波数的逆傅里叶变换可以表示为：

ūn ( x，y，z，ω )=
1
2π ∫-∞

+∞

un ( kx，y，z，ω ) e-ikx xdkx（18）

式中 ūn表示空间域中轨道 ‑隧道 ‑土体系统的节点

位移向量。

在 kx 无穷大的情况下求解式（18）是不切实际

的。文献［17］给出了临界波数 k lc 和 k uc，当 kx> k uc 或
kx< k lc 时，振动波数很快衰减到零，特别是当车速 v
小于瑞利波速 cR时。基于此，本文将激励频率 ω下

波数域的下限波数 k lx和上限波数 k ux 确定如下：

k lx=-
ω

c s - v
， k ux=

ω
c s + v

（19）

式中 c s 为横波波速。如果 v> c s，则 k lx= 0。因

此，式（18）可以被重写为：

ūn ( x，y，z，ω )≈
1
2π ∫ k lx

k ux

un ( kx，y，z，ω ) e-ikx xdkx （20）

此外，振源附近的振动波通常呈指数衰减。为

减小振源附近观测点的计算误差，需要扩大波数范

围。这里，将 αk ux 和 αk lx 分别设置为上限和下限波

数，其中 α为放大系数，与观测点距振源的距离有

关。考虑到模型的几何特性（如隧道埋深、隧道直

径）和材料特性（如土体弹性模量、密度）在实际应用

中有所不同，α的取值需要根据实际情况确定。因

此，为了保证所提出的采样方案的准确性和效率，应

进行数值试验来检验 α，从而确定合适的 α值。

波数采样方案的另一方面是采样点数量的确

定。采样点数量对 2.5D方法的计算效率有很大影

响。采用不同的数值积分方法将导致不同的波数域

离散策略，主要包括均匀离散策略和不均匀离散策

略［18］。由于无法事先准确预测隧道 ‑土体系统动力

响应波数域解的振荡特性，本文选择均匀离散策略。

因此，式（20）可以被重写为：

ūn ( x，y，z，ω )≈
∆kx
2π ∑j

un ( k jx，y，z，ω ) e-ik
j
x x （21）

式中 ∆kx 为波数的增量，k jx 为波数域 [ αk lx，αk ux ]的
第 j个波数点。
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4 数值算例

4. 1 模型介绍

本研究选择单线行车隧道，如图 3所示。隧道

中心位于地下 13.0 m深度处，隧道内径为 6.0 m，衬

砌厚度 e=0.4 m。隧道由混凝土制成，杨氏模量

E d=32.5 GPa，密 度 ρd=2500 kg/m3，泊 松 比 νd=
0.2，阻尼比 ξd=0.02。导轨由轨距为 1.5 m的两根

UIC60 钢 轨 组 成 ，且 沿 轨 道 延 伸 方 向 由 间 距 为

0.625 m的扣件支撑。轨道结构采用纵连板式无砟

轨道，轨道板高 0.4 m、宽 2.5 m，轨道板与隧道之间

设置弹性垫层。隧道周围为均质半空间土体，土壤

横波波速 c s=170 m/s，纵波波速 cp=318 m/s，密度

ρ c=2000 kg/m3，泊松比 νc=0.3，阻尼比 ξ c=0.05。
由于隧道 ‑土体系统的对称性，FEM‑PML模型

仅离散了半个区域，并在对称轴位置施加对称边界，

如图 4所示。其中，FEM区域为 30 m×30 m，外围

区域为 1 m宽的 PML单元。两个区域均采用 8节点

平面壳单元离散，单元尺寸小于 0.6 m。隧道和土体

的材料特性如图 3所示。

4. 2 确定轨道⁃隧道⁃土体 2D FEM模型参数

轨道 ‑隧道 ‑土体 2D FEM模型的参数是通过对

比 2D解析模型和 2.5D模型的钢轨柔度系数来确定

的。为了与 2.5D模型中采用的纵向不变性假设保持

一致，本小节采用 2D三层弹性地基梁解析模型对轨

道 ‑隧道 ‑土体系统进行模拟，其动力方程详见文献

［10］。在 2D轨道‑隧道‑土体解析模型中，轨道、轨道

板和隧道的截面面积和截面惯性矩可以通过有限元

软件（如ANSYS）建立相应的截面获得。对于扣件、

弹性垫层和土体弹簧‑阻尼器单元参数的确定，采用

文献［19］提出的方法，即调整解析模型中弹簧‑阻尼

器单元参数并计算钢轨柔度系数，直到与FEM‑PML
模型的计算结果在零频率位置保持一致。其中，采

用 FEM‑PML模型计算时直接在图 4所示模型中增

加轨道模型。通过上述方法确定的轨道‑隧道‑土体

2D FEM模型参数如表 1所示，对应的钢轨柔度曲线

如图 5所示。从图 5可以看出，由解析模型和 FEM‑
PML模型计算得到的钢轨柔度曲线在 0~80 Hz范
围内吻合良好，两者计算结果的最大相对误差为

2.11%，说明采用上述方法确定的轨道‑隧道‑土体 2D
模型参数能较好反映 3D土体支撑特性。

4. 3 与 3D FEM模型计算结果的对比

本节通过与 3D FEM模型计算结果的对比验证

所提出的时‑频混合分析方法的正确性。为此，建立

了轨道 ‑隧道 ‑土体系统 3D FEM模型，如图 6所示，

图 3 隧道‑土体系统几何参数和材料特性

Fig. 3 Geometry and properties of the tunnel‑soil system

图 4 隧道‑土体系统 2. 5D FEM‑PML模型

Fig. 4 2. 5D FEM ‑ PML meshes adopted for modeling the
tunnel‑soil system

表 1 轨道⁃隧道⁃土体 2D FEM模型参数

Tab. 1 Parameters of the track⁃tunnel⁃soil 2D FEM
model

参数

钢轨抗弯刚度

钢轨单位长度质量

钢轨梁单元长度

扣件弹簧‑阻尼器刚度系数

扣件弹簧‑阻尼器阻尼系数

轨道板抗弯刚度

轨道板单位长度质量

轨道板梁单元长度

垫层弹簧‑阻尼器刚度系数

垫层弹簧‑阻尼器阻尼系数

隧道抗弯刚度

隧道单位长度质量

隧道梁单元长度

土体弹簧‑阻尼器刚度系数

土体弹簧‑阻尼器阻尼系数

单位

N·m2

kg
m
N/m
N·s/m
N·m2

kg
m
N/m
N·s/m
N·m2

kg
m
N/m
N·s/m

取值

1.36×107

120.89
0.3125
4.00×107

7.06×104

4.67×108

2.50×103

0.625
2.4×108

2.64×106

1.61×1012

2.34×104

0.625
4.2×109

6×103
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其中隧道的几何参数和截面特性与图 3一致。与图

4所示的 2.5D模型类似，3D FEM模型也只模拟了

关注域的一半。3D模型的尺寸为 80 m（纵向）×50
m（横向）×50 m（竖向），并在模型的前后两端各建

立了 25 m长的轨道 ‑隧道 ‑土体 2D模型来模拟列车

到达和离开关注域时的运动状态。3D模型的横截

面网格划分包含两个区域：一个是隧道周围 30 m×
30 m的规则网格区域，如图 6（a）中白线所示区域，

该区域单元尺寸在横向和竖向均为 0.5 m；其余为不

规则网格区域，网格尺寸随距隧道中心距离的增加

而增大，最大单元尺寸不大于 2.3 m。沿列车运行方

向，梁单元和实体单元的网格尺寸分别为 0.3125和
0.625 m。 整 个 FEM 模 型 包 含 762036 个 单 元 、

751091个节点和 2180353个自由度。图 6（b）给出了

模型中各组成部分的单元类型。

地铁列车假设由 6节相同的车辆组成，运行速

度为 70 km/h（19.44 m/s），其中车辆参数参考文献

［10］。轨道不平顺波长范围取 0.2~100 m，其中 1~
100 m中长波部分采用美国 6级轨道谱模拟生成，而

0.2~1 m的短波部分则采用 Sato提出的短波不平顺

谱模拟生成［20］：

S ( k) = A
k 3

[ ]m2/ ( )rad/m （22）

式中 k为粗糙度波数，A为轮轨表面粗糙度系数，

A=4.15×10-8~5.0×10-7，本文取 3.15×10-7。 3D
FEM模型的阻尼考虑为瑞利阻尼，阻尼比为 0.05。
对于时域求解，计算时间范围取［0，12］s，积分步长

为 6×10-3 s；对于频域 ‑波数域求解，波数范围取

［-2.56，2.56］rad/m，积分步长为 0.01 rad/m。

根据上述参数，分别采用 3D FEM时域方法和

本文提出的时‑频混合分析方法计算了隧道‑土体系

统的车致振动响应。同时，为考查隧道与地表的振

动响应情况，选取 4个观测点OP1，OP2，OP3，OP4，

如图 3所示。其中 OP1位于钢轨正下方隧道上表

面，OP2位于隧道壁 1/2高度位置，OP3位于隧道中

心线正上方地表位置，OP4位于距 OP3点直线距离

为 20 m的地表位置。图 7给出了两种方法预测的

各观测点的竖向振动速度时程曲线。从图 7可以看

出，采用本文提出的时‑频混合方法计算的各观测点

的竖向振动速度在波形和幅值上与 3D FEM时域方

法计算结果吻合较好。对于位于隧道内的观测点

OP1和 OP2，两种方法均很好地预测到了高频振动

以及由轮对经过时引起的冲击作用，但就速度峰值

而言，时域方法的计算结果略大于时 ‑频混合方法。

这是因为，三层弹性地基梁模型会低估轨道 ‑隧道 ‑
土体 3D模型的高频振动特性。就地表观测点而言，

时 ‑频混合方法预测结果与 3D FEM结果在波形和

幅值上表现出良好的一致性，但前者的预测结果包

含了更高频的分量。一种可能的解释是因为 3D
FEM采用瑞利阻尼模型，该模型具有很强的频率相

关性，会在较高频率范围内引起振幅的强烈衰减。

图 6 轨道‑隧道‑土体系统 3D FEM模型

Fig. 6 3D FEM model of the track‑tunnel‑soil system

图 5 轨道‑隧道‑土体模型钢轨柔度曲线

Fig. 5 Rail receptance curves of the track‑tunnel‑soil system
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为进一步说明本文提出的时‑频混合方法的准确

性，对两种方法计算的各观测点竖向振动速度级进行

了比较。其中，计算振动速度级所采用的公式如下：

V dB = 20lg
v rms
v0

（23）

式中 V dB 为振动速度级（dB）；v rms 为均方根速度

（m/s）；v0 为参考速度，取 1×10-9 m/s。采用 3D
FEM时域方法和本文时‑频混合方法计算的观测点

OP1~OP4 的 竖 向 振 动 速 度 级 分 别 为 104.99 和

102.46 dB，94.99 和 93.52 dB，91.27 和 90.31 dB，
84.66和 83.41 dB。虽然时 ‑频混合方法计算的观测

点振动速度级小于 3D FEM方法，但两者的计算结

果仍十分接近。OP1~OP4竖向振动速度级的相对

误差分别为 2.41%，1.55%，1.05%和 1.48%。上述

结果同样说明了本文提出的时 ‑频混合方法具有足

够的计算精度。

4. 4 与固定波数域采样方案的对比

本节通过与固定波数域采样方案的对比，验证

本文提出的采样方案的计算效率。通常，固定波数

域采样方案并不考虑有效波数域随激励频率的改

变，而统一采用同一确定波数域。事实上，有效波数

域与激励频率之间存在相关关系。图 8给出了 10和
40 Hz轨 ‑隧相互作用力激励下观测点 OP1和 OP4
的竖向振动传递函数 H（iω）。从图中可以看出，有

效波数域随激励频率的增大而增大。例如，当激励

频 率 为 10 Hz 时 ，OP1 点 的 有 效 波 数 范 围 约 为

［-0.75，0.7］rad/m；而当激励频率增大至 40 Hz
时，有效波数范围增大至约［-1.3，1.1］rad/m。同

时，从图 8还可以看出，取 α=1时，本文提出的采用

方案能较好地预测不同频率下有效波数范围。10
和 40 Hz 荷 载 下 预 测 的 有 效 波 数 范 围 分 别 为

［-0.65，0.58］rad/m和［-1.29，1.15］rad/m，预测

范围与实际有效范围接近。

为进一步说明采用本文提出的采样方案得到的

计算结果的准确性，图 9给出了传统固定波数域采

样方案和本文提出的高效采样方案获取的各观测点

竖向振动速度 1/3倍频曲线。从图 9可以看出，除 2
Hz以下低频振动外，其余部分几乎吻合。同时，0~
2 Hz分布图中靠近振源的 OP1观测点较其他观测

点吻合度差，这是因为当采用本文提出的方案对有

效波数域进行预测时，未能完全准确预测实际有效

波数范围。超出预测范围的波数主要对 2 Hz以下

低频振动影响显著。同时，愈靠近振源，有效波数范

图 7 观测点竖向振动速度时程曲线

Fig. 7 Time history curves of vertical vibration velocity of the observation points

365



振 动 工 程 学 报 第 35 卷

围愈广。因此，若关心 2 Hz以下低频振动或振源附

近的振动响应，可通过增大 α值来提高波数预测范

围。就计算效率而言，采用固定波数域采样方案计

算单个工况所需时间为 49 h，而采用本文提出的高

效采样方案计算单个工况所需时间为 30 h，计算效

率有较大提高。

综上可知，本文提出的波数采样方案在保证计

算精度的同时，能较大幅度提高计算效率。

5 结 论

本文针对地铁列车引起的隧道及周围土体竖向

振动问题，提出了一种时‑频混合预测方法。该方法

基于两步法开展，即在时域内求解车辆 ‑轨道 ‑隧道 ‑

图 9 观测点竖向振动速度 1/3倍频曲线

Fig. 9 One-third octave curves of vertical vibration velocity of the observation points

图 8 不同频率荷载下观测点OP1和OP4的竖向振动传递函数

Fig. 8 Vertical transfer functions of OP1 and OP4 under different frequency loads
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土体 2D模型获取轨‑隧相互作用力，然后将转换后的

作用力施加在 2.5D FEM‑PML模型上，并在频域‑波
数域中求解隧道‑土体的动力响应。同时，为提高频

域 ‑波数域的计算效率，提出了高效波数采样方案。

基于本文数值计算结果，可得出以下结论：

（1）采用本文提出的时‑频混合方法计算的隧道

及地表观测点竖向振动速度在波形和幅值上与 3D
FEM时域方法计算结果吻合较好。对于隧道上的

观测点，两种方法均很好地预测到了高频振动以及

由轮对经过时引起的冲击作用，但就振动速度峰值

而言，时域方法的计算结果略大于时‑频混合方法。

（2）就地表观测点而言，时 ‑频混合方法预测结

果与 3D FEM结果在波形和幅值上表现出良好的一

致性，但前者的预测结果包含了更高频的分量。一

种可能的原因是因为 3D FEM采用瑞利阻尼模型，

该模型具有很强的频率相关性，会在较高频率范围

内引起振幅的强烈衰减。

（3）采用本文时‑频混合方法计算的观测点竖向振

动速度级略小于 3D FEM时域方法，但两者的计算结

果仍十分接近。观测点OP1~OP4竖向振动速度级

的相对误差分别为 2.41%，1.55%，1.05%和 1.48%。

（4）本文提出的波数采样方案能较为准确地预

测不同频率荷载下的有效波数范围。除 2 Hz以下

低频振动外，高效波数采样方案计算的观测点竖向

振动速度 1/3倍频曲线几乎吻合。就计算效率而

言，高效波数采样方案计算时间为固定波数域采样

方案计算时间的 3/5。
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Efficient time-frequency hybrid method for predicting the subway train
induced vibrations of tunnel and ground

WANG Li-dong1，2，ZHU Zhi-hui3，HAN Yan1，2，ZHANG Xun1，CHEN De-liang1，2

（1.School of Civil Engineering，Changsha University of Science & Technology，Changsha 410114，China；2.National-Local Joint
Laboratory of Engineering Technology for Long-Term Performance Enhancement of Bridges in Southern District，Changsha Uni‑
versity of Science & Technology，Changsha 410114，China；3.School of Civil Engineering，Central South University，Changsha

410075，China）

Abstract: This paper presents an efficient time-frequency hybrid method for predicting the tunnel and ground vibrations caused by
subway trains. This method contains two steps. Firstly，a 2D multibody system/finite element model of subway train-track-tunnel-
soil is established to obtain the track-tunnel interaction forces in the time domain. Secondly，the transformed forces are applied to
the 2.5D finite element method-perfectly matched layers model to solve the dynamic response of the tunnel-soil system in the fre‑
quency-wavenumber domain. Moreover，to improve the efficiency of frequency-wavenumber domain computation，an efficient
wavenumber sampling scheme is proposed. In numerical examples，the accuracy and efficiency of the proposed method are verified
by comparing with the time-domain 3D finite element method and the traditional fixed wavenumber domain sampling scheme，re‑
spectively. The results show that the time histories of vertical velocity of the observation points calculated by the time-frequency hy‑
brid method are in good agreement with the 3D finite element method. The vertical velocity levels of the observation points calculat‑
ed by the time-frequency hybrid method are slightly smaller than those by the time-domain 3D finite element method，but the rela‑
tive error of the two methods is less than 3%. Furthermore，the proposed wavenumber sampling scheme can well predict the effec‑
tive wavenumber ranges of different frequency loads. In addition to the low-frequency vibration below 2 Hz，the 1/3 octave curves
of the vertical velocity calculated by the proposed wavenumber sampling scheme is almost consistent with those by the traditional
sampling scheme. In terms of computational efficiency，the CPU time of the proposed wavenumber sampling scheme is 3/5 of that
of the fixed wavenumber domain sampling scheme.

Key words: environmental vibration；subway train；time ‑ frequency hybrid method；wavenumber sampling scheme；2.5D FEM ‑
PML
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