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摘要: 根据环状支撑桁架结构组成特点描述了环状桁架单元，给出了变形假设条件，并基于梁模型得到了环状桁架

等效多边形结构。计算了等效多边形单元及其对应外接圆环单元的动能和应变能，利用能量等效原理分别推导了

等效多边形结构和其外接圆环结构的弹性模量与密度之间的关系表达式，从而计算得到了两者频率比表达式，综合

利用有限元和理论方法对比了等效多边形结构和对应圆环结构的低阶振型和频率。研究结果表明，当单元数目大

于 30后，采用连续体降阶圆环模型简化等效多边形结构对环状支撑桁架结构进行动力学分析是合理的。
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引 言

随着通讯、侦查、探测等空间任务需求不断提

升，航天器结构逐步大型化、复杂化，然因受限于发

射成本和运载空间，航天器功能部件多被设计为轻

质可展开结构，如太阳能帆板、空间天线等。近年来

快速发展的大型网架式可展天线因其高刚度比、大

口径优势，成为较理想天线结构，备受各大航天科研

院所关注并逐步投入使用［1］。网架式天线在轨展开

锁定后成为大型乃至超大型柔性结构，其在轨服役

动力学性能好坏会影响航天器工作可靠性，而且天

线自身具有的大尺度、轻量化、多自由度等特点，给

整个航天器结构的动力学建模及振动控制也带来巨

大挑战［2］，因此研究大型柔性空间天线的动力学问

题至关重要。

大型网架式天线主要由周边支撑桁架、金属反

射网、前后张力索等组成，其入轨展开及在轨服役中

的动力学建模及振动分析是中国天线技术进一步发

展迫切需要攻克的重要科学问题之一［3］。天线入轨

顺利展开是其能进入工作状态的重要前提，近年来

在网架式天线展开动力学研究方面取得了可喜进

展。Li［4］基于 Lagrange方法建立了桁架天线展开动

力学模型，考虑了耗散力、铰链处扭簧的驱动力、索

网预张力等对天线展开过程的影响，得到了展开过

程中驱动力与天线位形变化之间的关系。Nie等［5］

考虑杆件的刚体旋转、索网几何非线性及桁架与索

网之间存在刚柔耦合等因素研究了大型可展天线在

轨展开动力学特性。Li等［6］采用绝对节点坐标法模

拟了天线展开过程，将天线系统用节点和有限元网

格分解成几个独立的子系统进行研究。Lu等［7］研

究了网架式天线从伸展臂到反射器展开全过程的动

力学行为。网架式天线展开锁定后进入服役期间受

到空间热辐射及航天器调姿等干扰易产生低频振动，

从而可能导致其工作精度降低甚至失效，因此在天线

研制阶段除了考虑天线入轨展开问题还需分析其在

轨动力学特性从而确保其具备良好在轨动力学品质。

服役中的大型网架式天线为元件众多的空间复

杂柔性结构，这类结构动力学研究的关键是建立便

于分析求解的低维高精度动力学降阶模型［8］。由于

大型网架式天线的周边支撑桁架是其结构刚度的重

要来源，研究者将天线在轨动力学行为特性分析这

一复杂问题初步简化为研究天线桁架支撑结构的在

轨动力学问题。Chen等［9］将天线桁架简化为旋转

圆柱壳模型，研究了其在热激励作用下的呼吸振动

问题。天线周边支撑桁架是由杆件、铰链等元件组
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成的桁架单元沿环状排列而成的周期离散结构。一

些学者根据离散结构与其连续体模型力学性能对等

这一原则发展了多种等效方法，为简化工程中大型

类梁式周期桁架结构的动力学模型开辟了道路。

Noor等［10］利用能量等效原理研究了不同几何特征

周期胞元组成的类梁式和类板式桁架结构的等效参

数。Nayfeh等［11］基于位移等效原则建立了复杂平

面桁架结构的等效力学模型。Moreau等［12］指出在

结构尺度较大、单元较多的情况下，将周期类梁式桁

架结构等效为连续体模型进行动力学分析具有合理

性。 Salehinan等［13］将直线式桁架结构等效为 Ti⁃
moshenko梁模型并进行了实验验证。等效方法经

多年发展，现已被用于大型天线动力学模型降阶。

Guo等［14］建立了双层环形桁架式天线的等效模型，

给出了等效刚度矩阵和质量矩阵。Liu等［15］和柳剑

波等［16］利用能量等效方法基于直梁模型得出了天线

桁架的等效参数，对比分析了等效梁模型和原桁架

结构的固有特性。Liu等［17］将直线型桁架等效为空

间异性梁模型进而研究其耦合振动问题。从以上文

献来看，利用等效方法可将类梁式或类板式的平直

桁架结构等效为梁模型或板模型。然而大型网架式

天线的支撑桁架为环状结构，用等效方法得到的简

化模型是由等效梁单元组成的多边形结构［15］，还需

进一步进行连续体降阶。

本文首先基于梁模型将天线环状支撑桁架等效

为多边形结构，分别计算了多边形单元及其对应外

接圆环单元的动能和应变能，进而利用能量等效原

理分别推导了等效多边形结构和其外接圆环结构的

频率关系表达式，并对比分析了圆环结构和等效多

边形结构的固有特性，最后通过理论计算和数值方

法验证了当桁架单元数目较多后采用连续体降阶圆

环模型简化等效多边形结构，进而对环状桁架结构

进行动力学分析是合理可行的。

1 桁架单元等效

1. 1 桁架单元应变能

网架式天线环状支撑桁架是由众多杆件和接头

组成，其中接头是实现桁架展开及锁定的重要功能

部件，待天线完全展开锁定后，环状桁架成为天线网

面的支撑机构，也是天线的主要刚度来源。环状桁

架是由多个桁架单元周期排列组成的一个封闭环状

结构，以环状桁架变形前与对称轴方向一致的杆件

重心所在平面和对称轴的交点为坐标原点，以对称

轴为 z轴，建立柱坐标系ORθz，如图 1所示。环状桁

架未变形前其上任意点位置可由 R，θ，z来确定，环

状桁架中线（桁架中与对称轴方向一致的杆件重心

连线）上各点位置可由 θ确定。利用平截面假设并

根据天线工作状态，考虑环状桁架结构可发生径向

伸长或收缩、面内面外弯曲及扭转变形。桁架变形

状态可用其中线上各点沿当地 R，θ，z三个方向的

线位移分量 u，v，w及桁架横截面绕中线的转角 φ

来确定。

图 2所示为环状桁架单元，实际单元左右两部

分互成一定夹角，如图中蓝色虚线所示，图中蓝色实

线为便于直观描述桁架单元所用。环状桁架单元是

由四根纵杆、三根横杆和两根斜杆组成，长度分别为

L l，L b，L d。桁架单元左右两部分的区别在于斜杆

布置不同，在单元中心处建立坐标系 O1 x 1 y1 z1 和

O2 x2 y2 z2 来分别描述左右两部分的变形。桁架单

元的变形状态由单元横截面上各点沿当地坐标系

O1 x 1 y1 z1（O2 x2 y2 z2）中 三 个 方 向 的 位 移 分 量

u0i ( yi )，v0i ( yi )和 w 0
i ( yi )以及截面绕轴线的转角 φ 0yi

所确定。设单元横截面为垂直于桁架中线的截面，

且桁架单元是由细杆件组成，桁架单元横截面上任

意点的位移变量 ui，vi，wi 沿 zi 轴线性变化，基于

Euler⁃Bernoulli梁理论，桁架单元上任意点的位移可

表示为［13］：

图 2 环形桁架单元示意图

Fig. 2 The typical element of the circular truss

图 1 环状桁架结构示意图

Fig. 1 The schematic of a circular truss structure
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wi ( xi，yi，zi )= w 0
i ( yi )+ zε0zi ( yi )

（1）

式中 i= 1，2；u0i ( yi )，v0i ( yi )和 w 0
i ( yi )为桁架单

元横截面与 yi轴交点处的位移分量；φ 0yi为横截面在

yi轴交点处绕 yi轴的转角；ε0zi ( yi )为该点处沿 zi轴方

向的正应变。

考虑桁架结构发生小变形的情况，给出桁架结

构的应变⁃位移关系式如下：
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根据式（1）和（2）可计算出桁架单元上每根杆件

任意点处的应变分量为：

ε( k )xx = 0， ε( k )yy = εyy0 - z ( k )κx， ε( k )zz = ε0zi，

ε( k )xy = ε( k )yx =
1
2 ( )∂u0i
∂yi
+ z ( k )κz ，

ε( k )xz = ε( k )zx =
1
2 φ

0
yi， ε( k )yz = ε( k )zy =

z ( k )

2
∂ε0zi
∂yi

（3）

式中 εyy0，κx，κz为桁架单元横截面与 yi轴交点处的

应变分量和曲率。

考虑小变形情况，将桁架单胞每根杆件任意点

处的位移在桁架单元中心点 O1 (O2 )处进行 Taylor
展开，并将任意点的应变用中心点处的应变表示［10］，

且其中的应变又可近似为是不沿 yi轴变化［15⁃16］。给

出第 k根杆件应变能计算公式如下：

U ( k ) = 1
2 E

( k )A( k )L( k ) ( ε( k ) )2 （4）

式中 E ( k )为杆件的弹性模量；A( k )为杆件的横截面

面积；L( k )表示杆件长度；ε( k )表示杆件的轴向应变。

为使桁架结构等效为连续体梁模型，需使［13］：

∂U
∂ε0zi
= 0 （5）

通过式（3）~（5）计算得到桁架单元左部分（或

右部分）的应变能为：

U= E dA dL 2bL 2l
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（6）

式中 下标 l，b，d分别表示纵杆、横杆和斜杆。

1. 2 桁架单元动能

桁架相邻单元间共用杆件，所以计算时取共用

杆件动能的一半。每根杆件的速度通过其首尾两节

点速度来计算，杆件节点速度如图 3所示。

由图 3计算出桁架单胞中每根杆的动能为：

T ( k ) = 1
6 ρ

( k )A( k )L( k ) ( v2x，A+ v2y，A+ v2z，A+ v2x，B+

v2y，B+ v2z，B+ vx，A vx，B+ vy，A vy，B+ vz，A vz，B )（7）
式中 ρ( k )为杆件的密度；vx，A，vy，A，vz，A，vx，B，vy，B 和

vz，B为杆首尾两端节点的速度分量。

桁架单元中左部分（右部分）的动能可分别表

示为：
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由式（7）和（8）计算得到桁架单元左部分（右部

分）的动能表达式为：
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（9）

图 3 桁架单胞杆件节点速度

Fig. 3 The nodal velocities of a bar in the truss element
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1. 3 桁架单元动力学方程

将桁架单元的势能表达式（6）和动能表达式（9）
代入到 Hamilton方程中进行计算，得到桁架单元左

部分或右部分的偏微分运动控制方程为：

( ρbA bL b + ρdA dL d + 2ρ lA lL l ) ( )∂2u0i
∂t 2

-

E bA bE dA dL 2bL 2l
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（10）
由式（10）可知，桁架单元的偏微分运动控制方

程和空间柔性梁结构的偏微分运动方程具有相似形

式，这说明桁架单元可通过能量等效原理得到其连

续体空间柔性梁模型，这与文献［13，15⁃16］中研究

结果相符合。

2 桁架结构降阶

2. 1 动 能

若环状桁架由 N个桁架单元组成，那么其可被

近似等效为由 2N段柔性梁组成的多边形结构。图

4给出了环状桁架结构等效简化为多边形结构的示

意图。下面验证将这个多边形结构进一步简化为环

结构进行后续动力学分析的可行性。

为简化分析环状桁架等效多边形结构与圆环结

构之间的等效参数以及频率关系，假设两者都为各

向同性且均质，设圆环的密度和弹性模量分别为 ρ c

和 E c，其内接等边多边形的密度和弹性模量分别为

ρb 和 E b。鉴于各向同性均质圆环的面内面外运动

中物理参数相同，以下部分仅就面内运动进行分析。

如图 5所示，直线段
- -- ----- --O1O2表示由桁架单元等效的一

段空间柔性梁，圆弧

O1O2内接多边形结构的一边，

圆弧半径为 R 0。

设O1点位移在直线
- -- ----- --O1O2的轴线和法线投影是

ub和 vb，在圆弧

O1O2法线和切线的投影为 u c和 v c，

则有：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúu c

v c
=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú-sin β cos β

cos β sin β
é
ë
êêêê ù

û
úúúúub

vb
， β= π

n
（11）

考虑平面内运动，以梁模型描述直线
- -- ----- --O1O2和圆

弧

O1O2，则直线和圆弧的动能分别表示为：

图 4 环状桁架简化多边形结构示意图

Fig. 4 The scheme of the circular truss structure

图 5 多边形单元和对应圆环单元位移

Fig. 5 The displacements of the polygon unit and
the corresponding arc
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ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

T b =∫ 12 ( u̇2b + v̇2b ) dm=

∫
0

2β 1
2 ρbA b ( u̇2b + v̇2b ) xθdθ

T c =∫ 12 ( u̇2c + v̇2c ) dm=

∫
0

2β 1
2 ρ cA c ( u̇2c + v̇2c ) sθdθ

（12）

由式（11）可得：

u̇2b + v̇2b = u̇2c + v̇2c （13）
设直线

- -- ----- --O1O2和圆弧

O1O2的截面积相等且为常

数，由动能相等得到：

∫
0

2β é
ë
êêêê
1
2 ρbA b ( u̇2b + v̇2b ) xθ-

1
2 ρ cA c ( u̇2c + v̇2c ) sθ

ù
û
úúúú dθ=

∫
0

2β 1
2 A c ( u̇2b + v̇2b ) ( ρb xθ- ρ c sθ ) dθ= 0 （14）

由图 5可知：

x= R 0 cos β [ tan β- tan ( β- θ ) ]， s= R 0θ（15）
式（14）中 ( u̇2b + v̇2b )可为任意值，将式（15）代入

式（14），可得：

ρ c = ρb
∫
0

2β

cos β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ] dθ

2β （16）

2. 2 势 能

直线
- -- ----- --O1O2的势能为：

V b =∫ 12 σb εb dv=∫0
Lb (∫ 12 E b ε2b dA b) dx=

1
2 ∫0

2β é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úE bA b( )∂ub

∂x

2

+ E b Jbz( )∂2vb
∂x2

2

xθdθ （17）

计算得到圆弧

O1O2的势能表达式为：

V c =∫ 12 σ c εc dv=
∫
0

L c é

ë

ê
êê
ê
ê
êE cA c

2 ( )u c
R 0
+ v′c
R 0

2

+ E c J cz
2 ( )u c

R 2
0
+ u″c
R 2
0

2

-

ù

û

ú
úú
úE c J cz( )u c

R 2
0
+ v′c
R 2
0 ( )u c

R 2
0
+ u″c
R 2
0
ds=

∫
0

2β é

ë

ê
êê
ê
ê
êE cA c

2 ( )u c
R 0
+ ∂v c
∂s

2

+ E c J cz
2 ( ∂2u c∂s2 +

)u c
R 2
0

2

-
ù

û

ú
úú
úE c J cz

R 0 ( )u c
R 0
+ ∂v c
∂s ( )u c

R 2
0
+ ∂2u c
∂s2

sθdθ

（18）

2. 3 能量等效

考虑多边形边数较多，圆弧半径较大，设直线
- -- ----- --O1O2和圆弧

O1O2的截面积相等，截面转矩相等，由

势能相等得到：

∫
0

2βì
í
î

ïï

ïïïï

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1

2 E bA b( )∂ub
∂x

2

+ 1
2 E b Jbz( )∂2vb

∂x2
2

xθ-

ü
ý
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ïïïï

ïïïï
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ê
êê
ê
ê
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û

ú
úú
úE cA c

2 ( )∂v c
∂s

2
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2 ( )∂2u c

∂s2
2

sθ dθ=

1
2 ∫0

2βì
í
î

ïï

ïïïï
E b
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ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úA b( )∂ub
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2

+ Jbz( )∂2vb
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2

xθ- E c sθ ⋅
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ïïïï

ïïïï
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ê
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ê
ê
ê ù
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ú
úú
úA c( )cos β ∂ub∂s

2

- Jcz( )cos β ∂
2vb
∂s2

2

dθ=

1
2 ∫0

2β é
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ê
êê
ê
ê
ê
E bA bθx ( )∂ub

∂θ

2

- E cA b cos2 βθs ⋅

( )∂ub
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2

+ E b Jbz xθ( )∂2vb
∂θ 2

θ 2x+
∂vb
∂θ θxx -

ù

û

ú
úú
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∂θ θss

2
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ê
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1
2 cos
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E b

cos3 β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ]
- E c ⋅

A b

R 0 ( )∂ub
∂θ

2

+
ì
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E b

cos5 β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ]3
-

ü
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ïïïï

ïïïï

ü
ý
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ïï
E c
Jbz
R 3
0 ( )∂2vb
∂θ 2

2

dθ （19）

基于能量等效，考虑轴线伸长时直线
- -- ----- --O1O2和圆

弧

O1O2的势能相等，由式（19）可得：

E c = E b

∫
0

2β

cos-3 β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ]-1 dθ

2β （20a）

同理，考虑面内弯曲时直线
- -- ----- --O1O2和圆弧

O1O2

的势能相等，由式（19）可得：

E c = E b

∫
0

2β

cos-5 β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ]-3 dθ

2β （20b）

3 固有特性分析

3. 1 频率比

结合式（16）和（20a），可得：
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ηu=

E c

ρ c

E b

ρb

=
∫
0

2β

cos-3 β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ]-1 dθ

∫
0

2β

cos β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ] dθ

（21a）
结合式（16）和（20b），可得：

ηv=

E c

ρ c

E b

ρb

=
∫
0

2β

cos-5 β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ]-3 dθ

∫
0

2β

cos β [ 1+ tan2 ( β- θ ) ] dθ

（21b）
式（21）给出了基于能量等效原则的直梁与其外

接等效圆弧之间的弹性模量以及密度之间的关系，

由式（21）可反推出采用相同材料参数时直梁和圆弧

的频率比，基于此可计算得知多边形和其对应圆环

的频率比 η，计算结果如图 6所示。

由图 6可知，采用相同的材料参数，多边形的边

数在 30以上时，其面内频率和外接圆环的非常接

近，即图 6说明当边数较多时，可以将多边形的物理

参数用于近似分析外接圆环的动力学特性。

3. 2 仿真验证

给出多边形和其外接圆环的结构参数：密度

ρ=8000 kg/m3，弹性模量 E=200 GPa，截面面积

A=12×10-6 m2，截面宽度 b=0.003 m，环半径 R=
1 m，利用 ANSYS进行模态分析。图 7所示为自由

边界圆环的第一阶非零频率振型。图 8所示为取相

同结构参数但边数不同的多边形结构的第一阶非零

频率振型，这里选取的边数分别为 6，12，24和 30。
结合图 7和 8可知，随着边数不断增多，多边形

的第一阶振型与圆环的第一阶振型越来越接近，尤

其是当多边形边数为 30时，其第一阶振型与圆环的

第一阶振型几乎一样，这表明当多边形结构边数较

多时，采用圆环近似多边形是合理的。

图 6 多边形和对应圆环频率比

Fig. 6 The frequency ratio of the polygon and the
corresponding circle

图 7 圆环第一阶振型

Fig. 7 The first modal shape of the ring
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图 9给出了不同边数的多边形与其外接圆环的

频率比，其中折线是有限元计算的前 8阶频率比，红

色和蓝色光滑曲线表示理论计算的频率比。由图 9

可知，利用有限元和理论方法计算的多边形与其外

接圆环频率之比在趋势上很接近，尤其当多边形边

数为 30及以上时，圆环频率和其内接多边形频率非

常接近，进一步表明当边数较多时，可用圆环近似多

边形结构，这与前面振型分析所得结论一致。天线

环状桁架单元数目众多，其等效多边形结构边数较

多，因此根据以上分析结果可知采用圆环结构近似

模拟环形桁架等效而来的多边形结构是可行的。

4 结 论

本文利用能量等效原理，基于梁模型得到了大

型网架式天线环状支撑桁架的等效多边形结构。在

此基础上，计算了等效多边形单元和与其对应的外

接圆环单元的动能及应变能，利用能量等效原则得

到了等效多边形结构和对应圆环结构的频率关系，

对比分析了圆环结构和边数分别为 6，12，24和 30的
等效多边形结构的振型和频率，并通过有限元验证

了理论计算结果。研究发现当多边形边数在 30以
上后，多边形结构与其对应圆环结构的前 8阶频率

非常接近。研究结果表明当环状桁架单元数目较多

的情况下，通过能量等效方法采用等效圆环结构对

环状桁架进行后续动力学分析是合理可行的。本文

研究方法可拓展到空间大型复杂桁架结构的动力学

降阶建模。
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The reduced-order continuum model of the ring-shaped supported truss
structure of the mesh antenna
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Abstract: The truss element is described according to the structural composition characteristics of the ring-shaped supported truss，
and the deformation assumptions are given. The equivalent polygon structure of the ring-shaped truss is obtained based on the beam
model. The kinetic energy and strain energy of the equivalent polygon unit and its corresponding circumscribed circular ring unit are
calculated. The relational expressions between the elasticity modulus and density of the equivalent polygon structure and the cir⁃
cumscribed circular ring are derived by using the energy equivalence principle. Thus，the expressions of the frequency ratio are ob⁃
tained. The modal shapes and frequencies of the equivalent polygon structure and the corresponding ring structure are compared by
using the finite element method and the theoretical method. The results show that it is reasonable to use the continuum ring model
to simplify the equivalent polygon structure for the dynamic analysis of the ring truss structure when the number of elements is more
than 30.

Key words: the supported truss；the continuum model；equivalent polygon structure；frequency ratio
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